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Presentación 


La Asociación Fondo de Investigadores y Editores (Afined), a través de su sello Lum- 
breras Editores, se complace en presentar su nueva publicación Trigonometría: 
una visión analítica de las funciones, la cual forma parte de la colección Ciencias 
y Humanidades. 


Esta publicación constituye un nuevo aporte al desarrollo de la educación en 
nuestra sociedad, en tiempos donde el avance tecnológico y el uso de los nuevos 
medios van generando cambios rápidamente, y donde el acceso y el aprovecha- 
miento de estos resultan desiguales en nuestro país. Por ello la importancia de 
estas publicaciones, que además tienen el respaldo del trabajo serio y orientado al 
servicio y a la formación integral de los estudiantes. 


Conscientes de esta realidad, nuestra editorial —con presencia en distintos lu- 
gares del Perú— presenta esta colección, la cual es fruto del trabajo organizado 
y en conjunto con las distintas planas de profesores del Instituto de Ciencias y 
Humanidades, promotor de las academias Aduni y César Vallejo, cuya experiencia 
y dedicación en la formación de jóvenes estudiantes se ven reflejadas a lo largo de 
las siguientes páginas. 

El esfuerzo de las distintas planas está enfocado, además de en la enseñanza y 
la formación integral, en la investigación, tanto en matemáticas como en ciencias 
naturales y humanidades. Agradecemos el trabajo y la dedicación de los docentes, 
quienes finalmente canalizan y orientan el contenido de cada obra con el fin de 
alcanzar el máximo nivel y calidad, y hacer entendible aquello que a veces resulta 
complicado para el estudiante, no solo de los niveles secundario y preuniversitario, 
sino también de los primeros ciclos de la universidad. De esta manera, destacamos 
el trabajo profesional realizado por Erick Lira Salazar y Julio Flores Prada, profeso- 
res de la plana de Trigonometría, quienes asumieron el proceso de sistematización 
del presente texto debido a su experiencia tanto en la docencia como en la elabo- 
ración de materiales educativos. 

Finalmente, queremos resaltar el compromiso de nuestra institución de conti- 
nuar aportando con nuevas publicaciones que contribuyan a mejorar la calidad de 
la labor educativa, además de incentivar el trabajo de investigación y humanístico, 
el cual creemos que debe estar siempre cerca de las grandes mayorías. 


Asociación Fondo de Investigadores y Editores 


Introducción 


El objetivo general de este libro es que los estudiantes logren comprenderlo de manera 
didáctica; por ello es que el desarrollo de los conceptos y de las aplicaciones va de lo con- 
creto a lo abstracto. Además, hay aplicaciones interesantes tomadas de distintas áreas, 
con el fin de convencer incluso a los estudiantes más escépticos de que la trigonometría es 
realmente útil. De este modo, este libro será estudiado desde tres enfoques: trigonome- 
tría en variable angular, trigonometría en variable real y tópicos afines a la trigonometría. 


El primer enfoque define a la trigonometría en términos de dominio de ángulos, ya sea 
en grados o en radianes. Aquí se estudiarán las razones trigonométricas en un triángulo 
rectángulo y en el plano cartesiano, a través de la generación de ángulos en posición 
normal. Entre otras nociones, también se aprenderá los teoremas de senos y cosenos, 
los cuales servirán para resolver formas más generales de triángulos, así como para el 
cálculo de sus elementos auxiliares y diversas formas para calcular el área del triángulo. 
Este enfoque se aplica en la astronomía, topografía, cartografía, navegación, construcción 
y usos militares. 


El segundo enfoque define a la trigonometría en términos de dominio de los números 
reales. Aquí se estudiará la circunferencia trigonométrica, las funciones trigonométricas y 
sus respectivas gráficas, y las funciones trigonométricas inversas. Este enfoque se utiliza 
en el estudio de diversos fenómenos periódicos, como las ondas de luz, del sonido, el 
movimiento planetario, etc. 


Enestosdosenfoques, además deloexpuesto,seanalizarán lasidentidadestrigonométricas 
y se adquirirá práctica para convertir estas identidades a formas equivalentes. 


La trigonometría, además de resolver problemas del mundo real, se utiliza para el desa- 
rrollo de las matemáticas, como en la geometría analítica, el cálculo, etc. Es por esto que 
en el tercer enfoque se estudiará las cónicas, el sistema de coordenadas polares y los 
números complejos aplicados a la trigonometría, temas que son abordados en las univer- 


sidades. 


El libro incluye problemas resueltos cuidadosamente seleccionados con diferente grado 
de dificultad.Del mismo modo, cuenta con problemas propuestos que se han dividido en 
nivel básico, intermedio y avanzado. Al final del curso, los estudiantes deberán sentirse 
seguros de utilizar los tres enfoques y de lograr una educación fructífera y realista en el 
colegio, la academia, el instituto y la universidad. 


Julio Doroteo Flores Prada 


CAPÍTULO I 


BREVE HISTORIA DE LA TRIGONOMETRÍA 


1)» DEFINICIÓN DE TRIGONOMETRÍA 

La palabra trigonometría significa etimológicamente “medida de los triángulos”. Actualmente la 
trigonometría es considerada una disciplina matemática que estudia los diferentes procedimientos 
para determinar distancias inaccesibles o difíciles de medir de modo directo. El campo de estudio 
de esta disciplina se ha ido enriqueciendo progresivamente. Así, abarca también el estudio tanto 
de las funciones circulares —y su aplicación en la vida cotidiana, en las telecomunicaciones, la me- 
cánica, la astronomía, etc.- como del modelamiento matemático, el cual es de gran utilidad para 
la explicación de fenómenos naturales, como las ondas o vibraciones. 


y y=senx 


OS 


f(.) =COSX 


trigonometría plana trigonometría esférica 


2» DESARROLLO DE LA TRIGONOMETRÍA 

La trigonometría es una de las disciplinas matemáticas más antiguas. Al igual que otras ramas de 
la matemática, la trigonometría no es fruto de la inteligencia de un solo hombre, ni aun de una 
sola civilización, sino es producto de la experiencia y síntesis teórica de diversas sociedades, como 
Egipto, Babilonia y Grecia. 


Ya en el papiro de Ahmes (1550 a.n.e.) se encuentran alusiones a características de un ángulo 
análogas a nuestras razones trigonométricas actuales. En Babilonia, China y otras civilizaciones 
antiguas se realizaban, entre uno y dos milenios antes de nuestra era, cálculos con triángulos en 
muchos casos en conexión con problemas de agrimensura y astronomía. 


2.1. APORTES DURANTE EL ESCLAVISMO ; 

Las condiciones económicas y políticas de la sociedad esclavista permitieron un nuevo impulso 
del conocimiento científico. El desarrollo agrícola y ganadero generó una mayor disponibilidad de 
tiempo para la investigación y observación sistemática de la naturaleza. Asimismo, ante el surgi- 
miento de la propiedad privada y del Estado esclavista se hizo necesario optimizar los mecanismos 
para delimitar la propiedad territorial y controlar tanto la producción como los impuestos que debía 
pagar el pueblo. Es así como surge la necesidad de un mayor desarrollo del conocimiento matemá- 
tico y, en particular, de la trigonometría. 
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2.1.1, ¡Y milenio a.n-C. y | 
En la Mesopotamia antigua, los primeros signos de matemática aparecieron como e 


necesidades prácticas. Así, fueron utilizados para contabilizar las cabezas de ganados 0 
de cereales, calcular distancias, etc. 

Parece que la numeración caldeo -asiria ha tenido doble origen: una numeración Sexagesimaly 
otra decimal de origen semítico. En efecto, en documentos que se remontan al tercer milenio antes 
de nuestra era, aparece completamente desarrollado el sistema sexagesimal,. 


SPuESta a 
los sacos 


Las unidades principales de las diferentes órdenes eran 1; 60; 3600 (el sar), 216000 (el gran sar), 
los dos últimos corresponden, respectivamente, al cuadrado y al cubo de 60 posiblemente; el or; 
gen de la numeración sexagesimal debe buscarse en observaciones astronómicas. El mes sideral 
sumerio de 30 días y el año de 360 días son'bastante significativos. 


Tres instrumentos de importancia permitieron a los caldeos elaborar su astronomía: la clepsidra, 
el gnomon y el polos. La primera era un reloj de agua; el segundo consistía en un instrumento que 
representaba el cuadrante solar, iba previsto de una varilla que proyectaba su sombra sobre este 
según la posición del sol, el cual marcaba las horas del día, los solsticios y los equinoccios. El de- 
nominado polos era una semiesfera que representaba, invertida, la bóveda celeste. Sobre aquell, 
en el centro, se colgaba una bola, y la sombra que proyectaba en la semiesfera mostraba, de forma 
invertida, el movimiento solar en los cielos. 


2.1.2. Los babilonios 

Luego de la decadencia de Sumena, 
Babilonia, que tenía una notable im- 
portancia estratégica comercial y cul- 
tural, logra su independencia e inicia 
su extraordinaria ascensión hacia los 
años 1830 antes de nuestra era. La ma- 
yor atención que tenían los hombres de 
ciencia en Babilonia era hacia la astro- 
nomía, ciencia que les daba datos cada 
vez más precisos para un conocimiento 
de la astrología, a la cual le daban impor- 
tancia porque pensaban en la influencia 
de los astros en la vida del hombre. Es 
realmente digno de admirar el desarro- 


» E E pura 
7 A ai e € 3 
llo que alcanzó su astronomía, logrado Babilonia, capital de un vasto ii quito? a 
a partir de un importante conocimiento Oriente a partir del siglo XVII a.n.e. dl en la prigo! 
n 


trigonométrico. de los babilonios en la matemática, € 


2.1.3. Los egipcios ue podia, 
contiene lo gq k ptes. En 


El problema 56 del papiro Rhind presenta un interés especial porque em ] 
angulos — gpre un 


llamar uno de los rudimentos de la trigonometría y de la teoría de tri ape 
construcción de las pirámides, un problema esencial era el de IO egipcios? 
en las cuatro caras, por ende puede haber sido este problema el que llevó 8 


cir un concepto equivalente al de la cotangente de un ángulo. 
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La mayor parte de nuestro conocimiento acerca de la matemática egipcia proviene del papiro de 
Ahmes o de Rhind, el documento más extenso que se tiene del antiguo Egipto. Una de las relacio- 
nes matemáticas contenidas en el papiro es la siguiente: la razón del perímetro de la base es a la 
altura de la pirámide de Keops como 44/7 (ciertamente muy próxima), que es el doble de 22/7, 
aproximación de n muy usada modernamente, pero hay que recordar que el valor que se deduce 


de r de los cálculos de Ahmes es algo menor que 32 y no 35 


os pom fa o 
a E e ue 


Papiro egipcio. Evidencia del aporte de este pueblo al conocimiento matemático. 


2.1.4. Los griegos 

En plena crisis de su sistema esclavista, Grecia inicia al siglo 1V a.n.e. su expansión sobre el este 
(Persia). Este proceso de expansión, que fue liderado por Alejandro Magno, trajo como consecuen- 
cia el Helenismo (contacto cultural Occidente - Oriente), representado por la ciudad de Alejandría 
en Egipto, ciudad que se convertiría pronto en la punta de lanza de la investigación científica y en 
sede de los mejores pensadores. 


a. Eratóstenes (275-194 a,n.e.) 

Matemático griego, educado en Atenas y Alejandría, lla- 
mado también el medidor de la Tierra, ya que fue el pri- 
mero en hacer mediciones de la circunferencia de nues- 
tro planeta. En Alejandría, los rayos solares con la vertical 
forman un ángulo de 7,2%, y este es igual al ángulo que 
forma en el centro de la Tierra la prolongación de dicha 
vertical y la prolongación de los rayos de Siene. Como 
7,29 es 1/50 de 360%, la distancia de Alejandría a Siene, 
que es igual a 5000 estadios (1 estadio=0,1575 km), es 
1/50 de la circunferencia de la Tierra, por lo que al mul- 
tiplicar por 50 a dicha distancia obtenemos la longitud 
de la circunferencia de la Tierra, así como podemos de- 
ducir su diámetro. Sus resultados aproximados fueron 
250000 estadios (39375 km) para la circunferencia de la 
Tierra. Los cálculos fueron impresionantemente certeros 
si tenemos en cuenta el nivel técnico de la época; hoy se 
calcula en 40008 km. 


b. Hiparco de Nicea (aprox. 190-125 a.n.e.) 

La trigonometría aparece como necesidad de la astronomía, a fin de resolver problemas de la esfera 
celeste. Hiparco de Nicea es justamente considerado la autoridad máxima entre los astrónomos grie- 
gos y el astrónomo más grande de la Antigijedad (tuvo un observatorio astronómico en Rodas entre los 
años 128-127 a.n.e.). A partir de observaciones sistemáticas, hechas con los recursos disponibles en 
esa época, solo era posible deducir racionalmente que la Tierra era el centro del universo, e Hiparco 
cometió ese error, difundido posteriormente por Ptolomeo. Hiparco fue el primero en determinar.con 
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ocaso de varias estrellas, usando para ello una tabla de cuerdas por «] = 
Cu. + 


precisión el aparecer y el ' r 
lada. El resultado fue una obra de doce volúmenes. Según Teón de Alejandría, ese tratado contenían 
teoría general de la trigonometría y algunas tablas. Estas tomaban como base la división del círe a 


; ul 
360% y daban grado por grado el valor de las cuerdas de los diversos arcos. po 


En cuanto a la trigonometría rectilínea se refiere, conoció la fórmula que, con nuestra notación 
, 


sería senta +costa=1. 


s 


1 
4 AC_2 cuerda AB 1 cuerda AB 
sena = ——=_—_———>= =D —__——_—_—— 
OA OA 120 


Los matemáticos griegos no usaban el seno de un ángulo, sino la cuerda del arco duplo AB. 
También consideraban el radio OA con longitud 60 y dividían el círculo en 360 partes iguales. 


c. Menelao de Alejandría (100 a.n. e,) 

Compone un trabajo en seis libros sobre los cálculos de cordones de arcos (presentado como Geo- 
metría esférica). Menelao demuestra teoremas sobre los triángulos esféricos; probó, por ejemplo, 
que si dos triángulos esféricos tienen ángulos correspondientes iguales, entonces los triángulos 
son iguales o congruentes. Introdujo un teorema, que lleva su nombre, a fin de probar el resultado 
correspondiente para triángulos esféricos. 

Teorema de Menelao 

Si el triángulo ABC es cortado por, 

una recta que interseca sus tres | 
lados en P,, Pa y Pz, entonces 
P,Ax P,C x P3B 
P,¡Bx P,A x P¿C 


= 


d. Claudio Ptolomeo (180 d. n.e.) 

Hizo progresar la trigonometría y la enriqueció con nuevas fórmulas no 
conocidas por Hiparco. Los trabajos de Ptolomeo están contenidos en ' EE 
su obra inmortal denominada por los árabes Magiste (El mayor). De ese E 
vocablo, al cual se le agregó el artículo Al, surgió el nombre Almagesto (Al- 
magiste) con el que hoy conocemos la obra, que significa “sintaxis mate- f le 
mática”. En el Almagesto se describe matemáticamente el funcionamien- 
to del sistema solar. Señalaba que la Tierra era el centro del sistema solar; 
es decir, defendía la teoría geocéntrica. Posteriormente, dicha teoría fue 
sustituida en el siglo xV por Nicolás Copérnico (1473- 1543) quien propo- 
ne que es el Sol y no la Tierra el verdadero centro (teoría heliocéntrica). 


En un segundo libro, Ptolomeo difunde una tabla de cuerdas y conceptos 
rudimentarios de trigonometría esférica. 


En geometría, d : 
Pe Hon a el teorema que hoy lleva su nombre y que dice, imagen, Pt 
producto de las diagonales de un cuadrilátero inscrito en una fas estrelles: 


circunferencia es igual a la suma de los productos de los lados opuestos. Este teorema, en el caso 
particular de que uno de los lados del cuadrilátero sea el diámetro, conduce a las identidades trigo- 
nométricas de seno y coseno de la suma y diferencia de dos arcos: 


sen(a.+B)=sena.cosf+cosa senf 


201.5. Aportes de China — - 
de OAsEstariiRe BE Pr uNa 
El primer texto que aparece sobre matemática fue gra- 1 a 
cias a los aportes de Chou Pei Suan Ching (400 a.n.e.* * 
aproximadamente). En esta obra encontramos las pro- 
piedades de los triángulos rectángulos así como una de- 


mostración geométrica del teorema de Pitágoras. 


Es preciso indicar que el matemático chino Tsu Chung 
Chi (hacia el año 450 d.n.e.) había conseguido idear, 
por el método del perímetro, la siguiente desigualdad: 


3,1415926 < 1 < 3,1415927 


CENAS 


Observatorio chino de un grabado de Historie 


generale des voyages, 1747, 
2.2. APORTES DURANTE EL FEUDALISMO : 


En Europa occidental, el conocimiento científico, y por tanto matemático, no logra un desarrollo 
considerable. Esto se debió al predominio de la escolástica, que priorizaba el estudio de la Biblia 
antes que el uso de la experiencia y la razón para interpretar la realidad. Además, por la organiza- 
ción económica del Feudalismo (autarquía), escaso comercio, no había incentivos para desarrollar 
el conocimiento científico. Sin embargo, en Oriente los árabes, herederos de la ciencia oriental, 
conocedores de las obras griegas, y en contacto con el Imperio bizantino y la India, fueron los que 
más aportaron al progreso y difusión de la ciencia. 


2.2.4. La antigua india 
Enlos siglos V-XII d. n. e. tenemos eminentes científicosindios, matemáticos y astrónomos: Aryabhata 


(finales del siglo v), Brahnagupta (nace en el año 598); Mahavira (siglo IX), Braskara Akaria (nace enel 
año 1114). 


DeAryabhata, quien vivió en el noreste de la India, quedaron sus obras en versos de contenido mate- 
mático y astronómico. En ellas están formuladas las reglas de la matemática elemental: la aritmética, 
la geometría y la trigonometría. La matemática hindú avanzó considerablemente, en método y preci- 
sión, más allá de la trigonometría griega, dando una tabla de senos calculada para cada 3,75% de arco 
hasta 90%, Es innegable al aporte de los hindúes en funciones trigonométricas, como el seno, cose- 
no y senoverso (verso.=1-cosa). 


2.2.2. Los árabes 
A la edad media del mundo occidental le corresponde la edad de oro del mundo musulmán que 
desde el siglo vil al XI! se extendió desde la India hasta España. 


Durante esa época, el árabe fue la lengua internacional de la matemática. Los matemáticos árabes 
conservaron el patrimonio matemático de los griegos, divulgaron los conocimientos matemáticos 
de la India, asimilaron ambas culturas e hicieron avanzar tanto la trigonometría como el álgebra. 
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a. Abu Al-Wafa (940 -997) 
De origen iraní, fue un destacado astrónomo y matemático. Entre sus aportes en trigono 


y res e metrí 
tenemos el cálculo del segmento AM como la tanó en un círculo unitario. Asimismo, logra a 


. : na estudiar 
las identidades trigonométricas. 
1 sen 
cscO= . 9 = tan0 
sen0 cos0 
secó= z 38 tb 
cosg senB 


b. Al Battani (Albatenus 858-929) 
Tiene el mérito de haber empleado por primera vez, después de los hin- 
dúes, los senos en lugar de las cuerdas. En la traducción latina de sus 


obras, hace su primera aparición sinus (senos). El teorema de los senos 
a b 


= aparece aplicado por Al Battani; y años más tarde, 
senA senB senC 


por el persa Abn-Nasr. Al Battani tenía una motivación especial para el 
estudio de la astronomía, demostró que la distancia más lejana del Sol 


a la Tierra varía y, consecuentemente, los eclipses del Sol son posibles 
así como los eclipses totales. 


c. Al-Biruni (Erán 973-1048) 

Fue filósofo, astrónomo y matemático. Su contribución más grande a E ocimientos 
la matemática probablemente está en la trigonometría (once libros), Al A raid para 
donde, tomando y corrigiendo los resultados de Ptolomeo, establece is cel astronómicos. 
tablas muy precisas: los cálculos de medio cordón (los senos futuros). 


5 ; ; % : E £ distan 
Además, aplica a la astronomía los métodos geoclésicos de triangulación (los cálculos de 
cias y áreas). 


d. Nasir ALTusi (Irán 1201-1274) riados de 
al . 


Fue científico, matemático y astrónomo. Escribe diversos tratados sobre asuntos “pservalorio 
álgebra, aritmética, geometría, trigonometría, lógica, medicina, etc. Construye UN rjmientos 
en Meragha, incluso utilizó el astrolabio e introdujo una tabla muy exacta de los M 


. z . 1 Ó cl 
planetarios. Aportó a la trigonometría esférica, aporte que incluye sels fórmulas fund 
para la solución de triángulos esféricos. 


e. AlKashani (rán 1350-1439) 


Fue uno de los matemáticos más grandes de aquellos tiempos. Desarrolló el USO de 
numeración en base 60, que fue utilizado por los astrónomos babilonios. 


] sistema si 


e . res 
Se debe a Al-Kashani la generalización del teorema de Pitágoras, posteriormente id 
Vieta bajo la forma 


a?=b?+c?-2bccosA 
Si la mxA=90", se recupera la fórmula de Pitágoras al=b?+c?. 
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2.3. APORTES DURANTE EL CAPITALISMO 

Es durante el Capitalismo que la matemática, las ciencias naturales y la ciencia en general alcan- 
zan el mayor desarrollo. Esto se explica porque ya predomina una nueva forma de ver el mundo 
que nos rodea, desarrollada por la emergente burguesía. La lógica imperante consistía en sacar el 
mayor provecho de la naturaleza, producto de ver en toda ella una fuente de mercancía. 


El humanismo, que sostenía el conocimiento basado en la razón y el estudio de la cultura greco- 
latina, sirve de base para lograr nuevos conocimientos, no solo en Matemática, sino en todos los 


campos del saber. Se avanza no solo en la observación, sino también en la preparación de herra- 
mientas (como el telescopio) y en la experimentación. 


23.1, Georg von Peurbach (1423-1481) 

Astrónomo austriaco, fundador de la astronomía alemana y profesor en la Universidad de Viena, 
se ocupó de la teoría del movimiento de los planetas; además, enseñó durante algunos años en 
Italia. Uno de sus alumnos fue el famoso Johann Múller. Fue admirador de Ptolomeo. Abandonó 


el cartabón del maestro, dejó de considerar las cuerdas y compuso una tabla de valores del seno. 
Tradujo el Almagesto de Ptolomeo directamente del griego. 


2.3.2. Johan Múller (1436-1476) 

Astrónomo y matemático alemán; nació en Konigsberg y falleció en 
Roma. Conocido por Regiomontano, presentó en 1464 una obra ti- 
tulada Triangulis omnimondis libre quinque, primer libro tratado de 
trigonometría plana y esférica escrito por un europeo. Esta obra es 
interesante desde el punto de vista matemático, pues en ella se 
expusieron sistemáticamente los métodos de resolución de trián- 
gulos. Los aportes de Peurbach y Regiomontano no pasaron inad- 
vertidos a un joven que estudiaba en la Universidad Jagiellonsky de 
Cracovia: se trata de Nicolás Copérnico. Regiomontano, considera- 


do el padre de la trigonometría moderna, desarrolló a la trigonome- 


tría como una rama independiente de la astronomía. Entre los pro- Miller aporta significativamente a la 


4 : tar) adi : trigonometría, en especial a través 
de citar: ¿a qué distancia ¿ ; 
blemas que planteó Regiomontano se pue q a 


debe ubicarse un observador para que una estatua situada en UN todos de resolución de triángulos. 


pedestal le parezca lo mayor posible? 


2.3.3. Jorge Joaquín Rético (1814-1567) 
Astrónomo y matemático austriaco. Es conocido por la publicación de cálculo de tablas de los 
valores del seno, de la tangente y de la secante; para tal efecto empleó las identidades siguientes: 
senma=asením-1)axcosa=sením-2)a 
cosma=acos(m-1)a xcosa—-cos(m-2)a 


El texto que muestra las tablas de funciones trigonométricas fue completado y publicado en 1596. 
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2.3.4. Ludolph van Ceulen (1540-1610) 3 
Matemático holandés que introduce las identidades para un arco mitad, a saber 


n£_ o 1+cosa 
A E 2.1 2 


2.3.5. Francisco Vieta (1540-1610) 

Matemático francés. Publica su primer trabajo de matemática en Pa- 
rís en 1571 (Canónigo Matheraticus). Sistematiza la trigonometría y 
presenta las tablas trigonométricas; es el primer autor de las fórmulas 
analíticas que sirven para la resolución de los triángulos; expone re- 
glas para la construcción de los senos, de las tangentes y de las secan- 
tes. Para sus tablas, aplica las siguientes fórmulas: 


costa=r? -senta 
290 


r—Ccosa = 2sen 


Los trabajos de Vieta permitie- 


0. , ? 
4sen 2 ,) _ sena Ml senp) úl (cosB —€08 a)” ron ampliar y profundizar los 
estudios trigonométricos. 


Para el cálculo de los valores de las tangentes y secantes, emplea las 
fórmulas 


tan(450+5) = 2tana + tana(459-2) 


seca =-Ztan| 45%+= | += ra 
2 2 + tan 45 2 


iz e a : ' enos: 
Para la resolución de triángulos, evita hacer trazos como el de una altura y aplica la ley de los5 


a b C 


senA senB senC ' | 


Presenta la ley de tangentes: 


t A+B 
a+b z eun 2. 
a-b > (55) 
tan 
A 
e : esconmr 
Para la resolución de los triángulos oblicuángulos en que se conocen los tres lados, e A ley de 
Jo apli 


on lá iá a 
de e el triángulo dado en dos triángulos rectangulares y para el cálculo del ángÚ 
Os cosenos, que él presenta en la forma 
E 
al+b?-¿?  sen(90%-c) 
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Asimismo, Vieta sistematiza la trigonometría esférica que hasta entonces era un conjunto de fór- 
mulas inconexas, y demuestra que 


e 200s [El Jcos[ 8) 


También dedujo fórmulas para sen(n0) y cos(n0). 


Durante el gobierno del rey de Francia Enrique 1V, específicamente en 1593, el matemático belga 
Adriano Roonen propone un problema de ecuación de grado 45. 


245x884 945x%—..3795x3+45x=K 


Para entonces el embajador de los Países Bajos hizo el desafío a Enrique IV, aludiendo que la cali- 
dad de los matemáticos franceses era pobre y que ningún francés podrá resolver el problema de 
Roonen. Enrique IV, que era amigo de Vieta, convocó a este para que resuelva dicho problema; y 
Vieta percibió y resolvió rápidamente la ecuación dada e indicó que es el desarrollo de sen4589 en 
términos de sen8 con K=sen450 y x=2senb. Vieta sabía que la ecuación podía ser descompuesta 
en una de grado 5 y dos de grado 3 por lo que él las resolvió, para sorpresa de todos. 


2.3.6. Tycho Brahe (1546-1604) : 

Astrónomo danés. Es considerado el observador más grande del periodo anterior a la invención 
del telescopio. Construye instrumentos cada vez mayores y más precisos. El rey de Dinamarca, 
Federico l, cede a Brahe en 1576 la pequeña isla de Hven (hoy territorio sueco). Aquí Tycho Brahe 
hizo construir el observatorio más grande de la época, al que llamó Uraniborg, “ciudad del cielo”; 
construyó cuadrantes, sextantes, esferas armilares, escuadras y gnomones con gigantescas escalas 
graduadas. Más adelante estos datos recopilados fueron utilizados por Kepler (1571-1630). 


2.3.7. Thomas Finck (1561-1856) 


De origen danés. En el libro 14 de su Geometría Rotundi introduce las palabras tangente y secante, 
que fueron adoptadas prontamente por el inglés. Quizás fue el primero que usó las abreviaturas 
para la razones trigonométricas. 


2.3.8. Edmundo Gunter (1581-1826) 

Utiliza la expresión co-sinu, abreviación de complemento del seno; la palabra cotangente, cuyo origen es 
análogo al del coseno; y finalmente la palabra cosecante, probablemente por complemento de secante. 
2.3.9, Bartolomé Piliscus (1561-1613) 


Matemático alemán. El término trigonometría aparece por primera vez como título de su obra 
Trigonometría, publicada en Heidelberg en 1595. La misma que consistía de 5 libros sobre trigono- 
metría plana y esférica. 

2.3,10, Jhon Napier o Neper 115509 -1017) 

Matemático escocés. Usó la expresión del seno en un círculo; elaboró fórmulas simplificadas para 


cálculos trigonométricos en astronomía. Neper inventa los logaritmos. Destaca por definir el loga- * 
ritmo de seno (para seno entre 0 y 1). 
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Neper es más conocido en trigonometría porque presentó 10 fórmulas prácticas para la resolución 
de triángulos esféricos rectángulos, conocidas como reglas de Neper, las cuales se obtienen a partir 


7 


del siguiente esquema: 


90—B a 


90%-C D 


909—A 


2.3.11. Henry Briggs (1561-1631) 
Matemático inglés, amigo de J. Napiers. Se unieron para la construcción de una tabla logarítmico- 
trigonométrica, publicada por Henry Gellibrand (1597 - 1637), en su obra Trigonometría Británica. 


Un primer ejemplo de grado centesimal se halla en un manuscrito del año 1446. La subdivisión centesi- 
mal fue usada por Briggs. En tiempo de la Revolución francesa se intentó implantar el sistema centesimal 
para la medida de los ángulos. Y trabajaron en ello los grandes matemáticos franceses Lagrange y Callet. 


2.3.12. Abraham de Molvre (1657-1754) 

Nació en Francia, y vivió desde los veintiún años en Inglaterra. Por 
su origen protestante, se vio afectado por la decisión del llamado 
Rey Sol, quien ordenó revocar el Edicto de Nantes, lo que supuso 
la persecución y el exilio de los hugonotes o calvinistas franceses. 
Una vez en Londres formó parte del círculo de amigos y discípulos 
de Newton y del astrónomo Halley. También mantuvo relación epis- 
tolar con los hermanos Bernoulli y con Leibniz. No obstante, a pesar 
de todas sus relaciones y de ser miembro de diversas sociedades y 


academias de ciencias, nunca consiguió una cátedra de matemáti- 


cas, por lo que tuvo que sobrevivir dando clases particulares. E gica de DE 
; La contribución dale el de- 
Sus trabajos en matemáticas se desarrollan fundamentalmente en Moivre fue fundamen alce Y 
, a 20m ría 
torno a dos temas: la teoría de la probabilidad y el aspecto analítico sarrollo de la£ acias a su teo 
de la estadística, 8” 
de la trigonometría. de las probabilidades. os 
logres 
o l : mucho$ 
Estableció muchos de los elementos de los cálculos actuales y, por encima de sus 
descubrió en 1730 la siguiente relación trigonométrica: 
J n_ Y “A 
(cos6+¡sen8)”"=cos(n8) +isenín0) pregón 
ndía: 
on. 


se O 
Se cuenta que cuando le preguntaban a Newton por algún tema matemático, este resp de 
. i mM j 

tenle a De Mojvre, que de eso sabe más que yo”. De hecho, De Moivre era amigo ínti 


Pero lo curioso de su vida (o en realidad de su muerte) es que por alguna curiosa vuelta del des- 
tino, Abraham de Moivre pudo predecir con exactitud el día de su 


propia muerte. Cuentan que en 
cierto día, en 1754, y 


a anciano, notó que todos los días dormía 15 minutos más que el día anterior, 
por lo que estimó que si continuaba esa tendencia, llegaría el día en que dormiría 24 horas, y 


eso equivalía a estar muerto. Así predijo que su muerte ocurriría 73 días después, exactamente el 
27 de noviembre de 1754. 


Efectivamente, Abraham de Moivre falleció de causas naturales el 27 de noviembre de 1754, solte- 
ro, enfermo y ciego, y sin haber visto reconocidos los méritos de su obra, 


2,3013. Leonardo Euler (1 707-1783) 

Matemático suizo, aportó en la astronomía (las órbitas globales, tra- 
yectorias de los cometas), en las ciencias físicas (los campos de na- 
turaleza magnética, aerodinámica, óptica, ondulatoria de luz, etc.) 
y en la matemática. En esta última, contribuyó en todas las ramas 


de la aritmética, en la geometría del diferencial, análisis numérico 
y funcional. 


Realiza importantes trabajos en la trigonometría; investiga la trigono- 
metría esférica, aunque también tuvo aportes en trigonometría rectilí- 
nea. Considera el radio del círculo trigonométrico igual a 1, define las 
seis razones trigonométricas como funciones del ángulo y las designa 
de manera que tienen una dependencia funcional. Solo con este ma- 
temático comienza a tenerse una idea exacta de la variación de las 


Resulta innegable la contribución 
funciones seno, coseno. Utilizó At para el arco tangente en Scientia de Euler al desarrollo de la mate- 


ive del A mática. Sus estudios sobre trigo- 
Sive del motus Mechanica. nometría esférica y rectilinea son 
fundamentales. 


En 1770, Euler publica en alemán una introducción completa del 
álgebra, donde explica plenamente los números negativos y realiza un estudio definitivo del nú- 
Mero real. 

A Euler se le debe la notación de Tr, ¡ para /=1 o=-1 (desde 1727, el tenía solo 20 años). La fórmu- 
la de Euler, que establece el lazo entre la trigonometría, el exponencial y el análisis complejo, es 


e*=cosx+isenx 
El número e, también conocido como número de Euler, tal que Ine=1, que se establece en la serie 


2 3 y" 


¿PE PS IA E 
e =l+x+ 21 + 31 +... + al 
2.3.14. Vincenzo Riccati (1707-1775) 
Introdujo las funciones hiperbólicas, utilizó sh y ch para el seno y el coseno hiperbólico, respectiva- 


mente. También utilizó sc y cc para las funciones circulares. 
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2,3.15, George Simon Kiúgen (1739-1812) 
Matemático alemán. Introduce la denominación de funciones trigonométricas y post eriormente 
Se Usa 


la expresión funciones circulares. 


2.3.16. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) 
Aunque de origen humilde, fue una de las personas más influyentes de su época, en ámbitos an 
variados como la ciencia (matemáticas y física), la administración del Estado y la arqueología 


Nació en Auxerre (Francia) en una familia numerosa en la que el padre era sastre. Se quedó huérfano 3 
alos 10 años y todo parecía indicar que tendría que aprender un oficio para ayudar al sustento familiar, ] 


En 1794, se traslada a París para enseñar en la recién inaugurada Ecole Normale Supérieure; y en 1 
- 1795 sustituye a Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en la Ecole Polytechnique como profesor de - 


Matemáticas. 


En 1798, forma parte, como consejero científico, de la expedición de Napoleón a Egipto y adquiere 
el cargo de secretario del Instituto Egipcio. En 1801, tras su regreso a Francia, trabajó en la reforma 


del sistema educativo francés. 


En 1816, es elegido miembro de la Academia de Ciencias, pero fue recusado por el rey Luis XVI. 
Al año siguiente fue reelegido y en esta ocasión el rey tuvo que ceder. Poco después, Fourier fuel 
elegido secretario permanente de la Academia de Ciencias. 


n el desarrollo de la 
la estadística” 


alytique de. 


Las principales aportaciones de Fourier a la física y las matemáticas fuero 
teoría del calor, las ecuaciones diferenciales y algebraicas, las series trigonométricas, 
matemática y la teoría de las probabilidades. Su obra monumental fue la Théorie an 3 

s metales 


a en lo 7 
A 801 
cademia en | ss 


ar la conducción 


la chaleur; en la que desarrolla ecuaciones para explicar la conducción térmic 
La primera publicación sobre este tema fue en una memoria presentada a EA 
y completada con el texto Théorie analytique de la chaleur en 1822. Para explic delp 
térmica, Fourier utiliza series matemáticas infinitas que permiten enconirar las soluciones E sa 
blema. El desarrollo de una función en forma de series infinitas de funciones nigra A areas 
conoce como series de Fourier y tienen numerosas aplicaciones en prácticamente sE ne 
científico -técnicas con las que hay que modelizar numerosos datos y proceso 
especial importancia en física, química, climatología, oceanografía e ingenierl 
publicó artículos sobre egiptología e historia de la ciencia, especialmente bio 
científicos. 
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CAPÍTULO Il 


SISTEMAS DE MEDICIÓN ANGULAR 


Objetivos : 
+. - Comprender los conceptos de ángulo tr Eonométicó y medida de un ángulo, 
* Conocerlos sistemas de medidas angulares más utilizados. 
e Aprender a convertirla medida de un ángulo de un sistema a.otro, 


Introducción 
En este capítulo, comenzaremos nuestro estudio de la trigonometría con la descripción del ángulo 
y los métodos para medirlos: en grados sexagesimales, grados centesimales y radianes. 


El sistema sexagesimal se emplea en actividades aplicadas como la topografía, la navegación y el 
diseño de equipos técnicos, así como-también para medir el tiempo y desarrollar conocimientos 
de carácter astronómico. 


Por otro lado, en cuanto al sistema centesimal, se trató que este sea el sustituto del sistema sexa- 
gesimal, por su facilidad de uso y mayor exactitud; sin embargo, no se llegó a lograrlo, y se reservó 
su uso para algunas aplicaciones concretas como la topografía, la construcción de carreteras o la 
artillería. 


En física, matemática superior e ingeniería, es insuficiente tener ángulos en grados, de allí la impor- 
tancia de expresarlos en radianes, palabra acuñada por el físico e ingeniero inglés James Thomson 
el 5 de junio de 1873. En la actualidad, la medida de un ángulo en radianes es lo que nos permite 
definir las funciones trigonométricas en el conjunto de números reales. 


En este apartado, el estudiante aprenderá a convertir la medida de un ángulo de un sistema a otro 
sistema y su aplicación se realizará en figuras geométricas como triángulos o sectores circulares. 


Utilizaremos los grados sexagesimales en los capítulos posteriores, como en la resolución de trián- 
gulos rectángulos y oblicuángulos, ángulos en posición normal y rotación de ejes coordenados. Los 
radianes se utilizarán en la longitud y área de un sector circular, el número de vueltas de una rueda 
y la circunferencia trigonométrica. 
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1 » NOCIONES PREVIAS 


4.1. ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 
Es aquel ángulo que se genera por la rotación 
de un rayo alrededor de un punto fijo llamado 
vértice desde una posición inicial (lado inicial) 
hasta una posición final (lado final). 


B 
0 
o A 
donde 
- O: vértice 
- 04: lado inicial 
- OB: lado final 


- 8: medida del ángulo trigonométrico 


1.1.1. Ángulo positivo 
La rotación del rayo es en sentido antihorario. 


Ejernplos 


6 


1.1.2. Ángulo negativo 
La rotación del rayo es en sentido horario. 


Ejemplos 


a 
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» Observación 
1, 


0 Ejemplos. 


“Para surnár ángulos trigonométricos 
gráficamente estos «deberán-tene) 


SA 


Cuando a.un ángulo trigonométrico. 
se le invierte su sentido, su valor ca, o 
bia de signo. A 


Ejemplos 


mismo sentido... 


1.2. ÁNGULO DE UNA VUELTA En forma general 
Se genera por la rotación completa de un rayo; 
es decir, su lado final coincide con su lado ini- 
cial por primera vez. 


A+BEC"=A"B'C"; B, C<60 


m<l y A —— 2,2. SISTEMA CENTESIMAL 


Loa tadaros 
Unidad 


Ejemplos grado centesimal (18) > 18= 


m=<l vuelta 
400 


Qesi Hadas 
Su ¡NRNES 


12 
* minuto centesimal (17) > 1 
]P 
* segundo centesimal (19) > Lx 


Ñ 
E Y 
De es EN 2 
E 7 es : 
. 


-m<l vuelta=4008 


>. 1821007 
2» SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES . ]1"=100* 
Son las formas en que se pueden medir los án- +  18=10000* 


gulos. Los diferentes sistemas de medidas an- 
gulares usan como unidad de medida alguna 
fracción del ángulo de una vuelta. 


2.1. SISTEMA SEXAGESIMAL | AB+BUy CABOS B,C<100 | 
100, 


Unidad 


En forma general 


málmelta 2.3, SISTEMA RADIAL O CIRCULAR 
TT Su unidad es el radián, el cual es un ángulo 
360 : : y 
central que subtiende un arco de igual longi- 
tud que el radio de la circunferencia. 


grado sexagesimal (1%) => 1%= 


Subunidados 
O 
* minuto sexagesimal (1) > AS 


> l' 
. se d - " WS F 
segundo sexagesimal (1") > 1 50 y 


Equivalencias 
*  mxl vuelta=3609 


* 160 Del gráfico 
* T1=60" l rad —> r 
*  1%=3600" : m= 1 vuelta ——> 2nr 
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Operamos 
(1 rad) rr) =(m<l vuelta) (r) 


Entonces 
m-<l vuelta 


lrad= 
2r 


donde 1=3,141592654... 


> m=xl vuelta=21 rad 


»» Observación 
En los problemas, se utilizarán algunas 
aproximaciones de 11, como las siguientes: 


299 
a + n=yv10 
9,8 


3» CONVERSIÓN ENTRE SISTEMAS 
Es el procedimiento mediante el cual un ángu- 
lo expresado en cierto sistema se expresa en 
otro sistema, es decir, en otras unidades. 


| m= 1 vuelta=360%=400%=27 rad | 


De donde se obtiene 


A EAN 
180%9=200%=1 rad 


o 


Carias) 


Ejemplos 

y a RO E 
1809 9 

. A Ae o Trad 
2008 40 


108 
. 81= B.xg =908 


go 
+ 458 =45%x —=40,50 
102 


+ 2 rad= 2% radx 180% 
3 3 


Tra 


=1209 
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Consecuencias 
e  lrad=57%17'44" 


* lrad>1">12 


e 27'=507" 
e 1>I” 

+ 81"=250* 
e. 1">I 

* -27'=5000* 
e 1>1? 

. 162"=5” 
e 6 1">1" 


* lrad>1%>12%>1'>1">1">1* 


Aplicación 1 
Convierta 0=144918'35" a grados expresados 
en decimales. 


Resolución 
Sabemos que 
0=1449+18'+35" 


E +35"x a 
60" 3600" 


9=1449+0,32+0,0097% 


0=144%+18'x 


0 =144,30979 


Aplicación 2 


Exprese el ángulo 1,5 rad en grados sexagesimales. 


Resolución 
Tr rad=180% 
1809 180 
Has 116 


> lrad=57,296 


o que nos piden. 


Reemplazamos en] Ñ 
3 )=1,5(57,296) 


1,5 rad=1,5(1 rad 


1,5 rad=85,944" 


yn 
minutos y 5% 


Aplicación 3 
Exprese a.=10 rad 
dos sexagesimales. 


en grados, 


Resolución 
oa.=10 rad 


a=10(1 rad) 

a=10(57%17' 44,8") 
a=10(572 + 17'+ 44,8") 
a=570%+170'+448" 
a=570%4+120'+50'+420"+28" 
a=570%4+2%4+50'47'+28" 
a=572%+57'+28" 


. 0A=572%07'28" 


Aplicación 4 
Convierta 22,22% a grados, minutos y segundos 
sexagesimales. 


Resolución 
22,22%=22%+0,220 
22.22922940,220x 52 
22,22%=22%413,2' 
22,22%=22%4+13'+0,2' 
22,22%=2204 1340,2%5— 
22,222=22%4+13'4+12" 


". 22,22%=22013'12" 


4» RELACIÓN NUMÉRICA ENTRE LOS 
SISTEMAS 

Es aquella relación entre los números que 
representan la medida de un ángulo en los 
tres sistemas conocidos. 


0=5%=C8=R rad 


donde 


“  S: número de grados sexagesimales 
C: número de grados centesimáles 
R: número de radianes 


Luego se cumple que 


Po > $=180k%; C=200k; R=nk 


180 200 r 


A O 
Ea 20 


Aplicación 5 
Si S+C+R=380+1, halle R. 


Resolución 
Sabemos que 
S=180k; C=200k; R=nk 
=> 180R+200R+1k=380+1 
k(380+1) =380+1 
k=1 


Reemplazamos en R. 
R=nk=x(1) 


. R=T 


Aplicación:6 


Si 2C+5S=58, halle S. 


Resolución 
Sabemos que 
S=9R; C=10R 


> 2(10%)+9k=58 
20 +9%=58 
29R=58 
R=2 


Reemplazamos. 
S=9k=9(2) 


. S=18 


Aplicación 7 
Si 2n(C-S)=SCR, halle R. 


Resolución 
Sabemos que 


C= 200%, S= 180% 
T T 


35 


36 


R 
> 2m( 200% - 1804) = 1802 y 200—xR 
T T T T 


R 
2m[205) 160x200 

T T T 
T=900R? > m=30R 


T 
R== 
30 


» Observación 

En determinados problemas, se utilizarán 
las siguientes definiciones: 

* — Númerode minutos sexagesimales=605 
. Número desegundossexagesimales=36008.+ 
+ Número de minutos centesimales=100€ 
Número de segundos centesimales=10000C 
Número de centésimas de radián=100£R. 
Número de milésimas de radián=1000R 
Para un ángulo positivo, se cumple C>S>R. 
Para un ángulo negativo , se cumple C<S<R, 


SiA y B son dos nuevos sistemas de me- 
dición angular, tal que E 


x grados Á=y grados B 


ES 
El complemento y el suplemento de un 
ángulo se representan en la siguiente 
tabla: 


| Medida del | Medidadel | Medida del 


énguio complementa l suplemento 
- S 90-S - 
: | 180-S 
= E 100-C 200-C 
A 
R y R T-R 


Aplicación 8 
El número de minutos sexagesimales de un án- 
gulo más el número de minutos centesimales 


del mismo ángulo es igual a 308. Calcule el nú- 
mero de radianes de dicho ángulo. 


Resolución 
De los datos 
60S+100C=308 


co(=7r)+100(22 7) - 30 
T TC 


108004 +20000£-308 
T T 


30 800% - 308 
T 


100% -1 
T 


Aplicación 9 
Si 5 grados sexagesimales equivalen a 3 grados 
de un nuevo sistema x, halle una fórmula de 


conversión entre los sistemas radial y el nuevo 
sistema x. 


Resolución 

Sea la equivalencia 
59=3* 

Trad -3* 

1802 


5%x 


la|= 


Aplicación 10 dnd 
Se ha medido un ángulo nega pl 
sistemas conocidos, donde los 


amero M0 
oia. ci ap número 

cumplen la siguiente condición: e delme ok, 

termedio le incrementamos el E je el nó 

esto nos da como resultado 1298. ¿ogulo: 


: de dic O 
mero de grados sexagesimales 


á Í 


Resolución 
Como el ángulo es negativo, se cumple que 


C S R 
<., . < 
menor intermedio mayor 


Por dato del problema 


S+2C=-58 
9R +2(10%)=-58 
29k=-58 
R=-2 

Nos piden 
S=9R=9(-2) 

.. S=-18 


Aplicación 11 


Para cierto ángulo trigonométrico, se cumple 
que el doble del número de grados sexagesi- 
males de su suplemento excede a la mitad del 
número de grados centesimales de su comple- 
mento en 210. Halle el número de radianes de 


dicho ángulo. 


Resolución 
Sean 


n.* de grados sexagesimales 


del suplemento 


n.? de grados centesimales 
del complemento 


Por dato del problema 


2(180-5)-(100-C)=210 
C 
00204 210 
C 
25-—=100 
2 


20806) 29% 190 


260kR=100 => El 
13 


Nos piden R=kT.. 


Ria 
13 


=180-S 


=100-C 
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El ángulo de cámber 


El ángulo de cámber, conocido también como ángulo de inclinación o caída de las ruedas, es 
el formado por el plano. ecuatorial de la rueda con la vertical (figura 1). Al ángulo de cámber 
se le atribuye un signo específico, según sea el caso: cuando, como en la figura 1, las ruedas 
convergen hacia abajo, el ángulo de cámber se considera positivo; en cambio, cuando las rue- 


das convergen hacia arriba, el ángulo de cámber se toma como negativo; tal como se muestra 
en la figura 2. 


Cámber positivo Cámber negativo 


figura 2. 


, . q. . sá ¡ nlos | 
El ángulo de cámber tenía valores muy relevantes en los vehículos de tracción animal y e d 
uado 
primeros automóviles. Las carreteras presentaban un bombeo transversal bastante acentuado, 


ndi- 
y solamente con un notable ángulo de cámber resultaba posible mantener la rueda perpe 
cular a la superficie de la calzada. 


Actualmente los valores de cámber sobre las ruedas delanteras son muy bajos (de 3022 ie 

- tivos) para los vehíículos de propulsión trasera; mientras que son nulos o negativos para EN di 
tracción delantera. Sobre las ruedas traseras, la tendencia más usual es la de aplicar: cám 
negativo para mejorar la adherencia de los neumáticos. 


, a 
En la práctica, el ángulo se determina según el proyecto y las experiencias Re E 
obtener un mínimo desgaste en línea recta (o sea, un rozamiento mínimo entre So ad 
terreno en contacto con la huella) y la máxima adherencia en las curvas (o sea, la pe : ángl 
perficie de contacto). El ángulo de cámber varía, por lo general, cuando se modifica 
de balanceo, en función del tipo de suspensión ei ¿ra on 


mot 
daptado de < hrs: [/diccionario: 


P 


Problema 1 

Simplifique la expresión 

2nC +15 +40R 

5nC - 215 —40R 

donde C, S y R son las medidas de un ángulo 
en grados sexagesimales, centesimales y ra- 
dianes, respectivamente. 


M= 


Resolución 

Dado que 
SE_R_ 
9.10 mn 


20 
> S=9k; C=10k;R=2_k 
20 


Reemplazamos en la expresión. 


20101) +m(9r)+40| 4) 
>M A O 


510%) 2n94)+40| 154) 


_ 201 +97 +27 
— 50nk—181k-— 214% 
_ 3 Ink ! 
3012 
AE 
30 


Problema 2 


Se crea un nuevo sistema de medición angular, 
donde su unidad fundamental es el centurión 
(denotado por 1%). Si dos centuriones equiva- 
len a la décima parte de un ángulo recto, ¿a 
cuántos centuriones equivale 369? 


Resolución 
Dos centuriones están definidos así 


1 
2 = 10 (ángulo recto) 
1 
20 =— (909 
10 (909) 
2=go 


> Problemas resueltos 


Finalmente, calculamos la equivalencia pedida. 


9e 
360= 360 x £ = 80 
go 


Problema 3 


Los ángulos A y B son suplementarios y miden 
27x* y (11x-5)*, r espectivamente. Halle la me- 
dida en radianes del ángulo mayor. 


Resolución 
Dado los ángulos 
A=27x a B=(11x-5)2 


De los datos, A y B son suplementarios. 
> 27x+(11x-5)%=1800 


go 
27x9+(11x-5)% — =1800 
108 


27x+(11x-5):3=180 
270x+99x-45=1800 


369x=1845 
PL x=5 

369 y 
Luego, A=27(5%)=1350 
> B=450 


Finalmente, aplicamos factor de conversión 
para hallar el equivalente en radianes. 
las=1a 0 7 e 
1809 4 


Problema 4 
Del gráfico, ¿a qué es igual 10x+9y? 


39 


40 


Resolución 
Del gráfico 


x04y8 + = rad = 360% 


x0+— y0+1200= 3609 


9 

— y = 240 
x+3pY 
10x+9Y _ 940 

10 


10x+9y=2400 


Problema 5 

Si S y C representan, respectivamente, el nú- 
mero de grados sexagesimal y centesimal de 
un mismo ángulo, tal que 


. dc+S=x+1 
2 

. Bos L 
2 x+l 


halle la medida radial del ángulo. 


Resolución 

Multiplicamos las relaciones dadas. 
3 3 
=C+S | =C-S]|=1 * 
Gesesa 


Luego, de la equivalencia cs e E =kR 


9 10 
S=9R; C=10R 


Reemplazamos en (*). 

3 3 
(Ea0r)+oe [Za 0R)- 9%) = 
(15R +9R)(15R—9R)=1 
(24R)(6k)=1 

9 1 1 


R“=— A 
a e 


Luego, reemplazamos en R (ra, dianes) : 


T 
R==R ] 
20 | 


A qn 
20112) 240 


3,14 

. R=2=0,01 
240 pla 

Problema 6 


Se sabe que 50 grados de un sistema N equi- 
valen a 120%. Determine una fórmula de con- 
versión entre el sistema N y el sistema radial. 


Resolución 
Por condición del problema 
50"=1209 


50N =12097 E 
1802 
27 


500 =“ rad 
; 3 
150"=2x rad 
75"=m rad 


Luego, W'=R rad. 
Ni _Rrad 


Problema 7 pe: 
Si A representa 1/600 parte de UN grado cen 


mal y B, 1/200 parte de un radián, halle 5 ra 


Resolución 
Por condición del problema 
p 1 rad 


==300 4 "200 


Convertimos A al sistema radial. 
12  n rad ls 

= ——X A 

600 2008 


A —Á 


Reemplazamos en la expresión pedida. 
T rad 


Problema 8 

S, C y R son los números que representan las 
medidas de un mismo ángulo en los sistemas 
sexagesimal, centesimal y radial, respectiva- 
mente. Halle la medida del ángulo en radianes 
si se cumple que 


252-cs-c?_ 20 
0*=0S=25% 50% 
Resolución 
Reemplazamos en la igualdad las equivalen- 
cias respectivas (S=9k; C=10R). 
2(94)” -(9R)(10%)- (10% _ 20, 
(10k” - (10%)(9k)-2(9k? 571 
162%? - 90%? 100%" _ 20. 
100%? -90k? -162k? 57m 


-28k* _ 20 
-152k? 571 
.1_20 r=2% 
38 571 760 
2 Rin 
40 
Problema 9 


SiS, C yR son los números sexagesimales, centesi- 
males y radianes para un mismo ángulo, respecti- 
vamente, y cumplen con la siguiente relación: 
Y3S +4/C _10+6430 427 

V3S -/C R 


T 
calcule la medida del ángulo en el sistema radial. 


Resolución 
Reemplazamos S=9k y C=10k en la relación. 


JETR + TOR _(J10 +33)" 


/27R — JOR R 
3/3 + V10% _ (J10+34/3)' 
3V3R-V/0R_  R 
3/3 +V10 _ (3/3 +10)” 
3/3-/%0  R 

E (343 +10)(843 - (10) 
E (848) (10) 
h-27-10 

R=171 


Problema 10: 
Se idea un nuevo sistema de medida angu- 


lar, donde 15 minutos en este nuevo sistema 


equivale a 9 grados en este nuevo sistema, y 
180 grados en este nuevo sistema equivale 
a 45%. Halle el número de minutos en ese nue- 
vo sistema que contiene un ángulo de 360". 


Besolución 
Sean 
1%: minuto del nuevo sisterna 


+ 1%: grado del nuevo sistema 


donde 
-  15M=90 
- 180459 > 4%=]0 


Luego, para un ángulo de medida 360%, será 
G 


o A 
8 = 360 *qo 


8=1440 


at 


on 


Ahora lo convertimos a minutos del nuevo sis- 


tema. 
M 


15 
S 6,4%, 
9=14400-G 


9=2400" 


Problema 11 

Si para un mismo ángulo, y representa el núme- 
ro de segundos sexagesimales, y X representa 
el número de segundos centesimales, calcule x 


] , 0 Y 
cuando la medida del ángulo es ES ; 


Resolución 

De los datos del problema 

* y: número de segundos sexagesimales 
+ x: número de segundos centesimales 


o 

Si al 2005) , calculemos su número de segun- 
2000 

dos centesimales. 


( 9 j' 10€ 
a=|—| :— 
2000 ge 
1£ 
200 
_ 14 10000* 
200 ]£ 
a=50* 


. x=50 


Problema 12 


Si se cumple que 1002(M-N)=628(M+N)M, 
donde M y N son, respectivamente, los núme- 
ros de segundos sexagesimales y minutos cen- 
tesimales de un mismo ángulo, determine el 
valor de M. 


Resolución 

De los datos del problema 

*  M: número de segundos sexagesimales 
> M=36005 

*  N: número de minutos centesimales 
> N=100C 


Reemplazamos en la condición. | 
1002(36005-100C)=628(36005 + 100C)m 
1002(365—C)=628(36S+C)M 

C 


: S 
De la equivalencia = == = 
la OS 


=> S=9k;C=10R 


Reemplazamos. 
1002(36x9R—10R)=628(36x9R+10%)M 
1002(314%)=628(334R)M 
1002 _ 628 
334 314 
3=2M 

3 


M=2 
2 


Problema 13 

Se inventan dos sistemas de medición angular: 
x e y, tal que 25*=50*%; 80”=90", Halle la rela- 
ción de conversión entre los sistemas X € J. 


Resolución 
De los datos del problema 
25=502 a 807=900 


> P=2 1 8=9 


Dividimos 
p 22 


Problema 14 epyta 2 
Six+y+z=80 A YZ 


halle a+b+c. 


yo zx HZ 


Resolución 

De la relación 
M=x%YyZ"+y xa zo y" 

M=x ye AY EZ Ez y" 


M=(x+y+z + (4 yz) (ty +2)" 


Reemplazamos. 
M=80%4+80'4+80" 
M=80%+20'%460'+20"4+ 60" 
M=380%4+20'+1%4+20"+1' 
M=381%+21'+20" 
M=8121'20" 

>3a=1 1, b=2 A c=0 


 a+b+c=3 


Problema 15 
Halle R si se cumple que 


SSA E MO, 1 


YSC 20 “5 


Resolución 
Reemplazamos S=9k y C=10% en la relación. 


YOR + M0 _ YO 1 
3Vk + 10/R _ 6/10 +20 


3/10R 120 
VR (3+/10) _ 180 +604/10 
RO 
VR (3+/10) _ 60(3+ 10) 
JR 120 
el 
/R 2 
k=4 


Problema 16 

aleme el valor de C si 

S 

2,20 p8_4(55406_p7) 
9 10 zu 


Resolución 
De la relación 
A 
—XS HxC 
9 10 


RR" a (5400 - R”) 


Reemplazamos con las equivalencias. 
150€: ¿5 ¿2008 Arte 
9 10 TC 
a(sé4+C*-R") 
20%55+20%C%-20RR"=4(5%4+C6-R”) 
20r(s*+C%-R”)=4(554C6-p”) 
1 
20k=4 > k=- 
75 


Finalmente, reemplazamos en C. 
C=200% 


C=200 (5) 
5 


C=40 


Problema 17 


Si S y C representan la medida de un mismo 
ángulo en los sistemas sexagesimal y centesi- 
mal, respectivamente, además, se cumple que 
55%+10C"=2810, calcule el valor del ángulo en 
el-sistema sexagesimal. . 


Resolución 
De la relación numérica entre S y € 
A 
180 200" 9 


Reemplazamos en la condición. 
5Sé+ 10C%=2819 
5SÉ x =, 102 s)- 281 

108 9 
92 + 100% = 281 
2 9 
208 2081 
18 


. S=18 


43 


Problema 18 


Siendo S y C los números que representan la 
medida de un ángulo en grados sexagesimales 
y grados centesimales, respectivamente, cum- 
plen con la siguiente igualdad: 

tol Esa 

aa” 

Halle la medida de dicho ángulo en radianes. 


Resolución 
»» Recuerde 
La suma límite se calcula así: 
M=T,+T,+T3+T,+... 
— a? a” 
xg Xq 
T 


_ primertérmino _ 


a. 

S  1-razón geométrica 
1 

t__c 

s 1 
C 

11. 

Ss. Cc-1 


Reemplazamos con las relaciones S=9k y C=10k. 
1 1 

9k 10k-1 

10R-1=9k . => k=1 


Finalmente, en radianes 


R=K 
T 
R = 30 
R=E 
20 
Problema 19 


Si S y C representan el número de grados sexa- 
gesimales y centesimales, respectivamente, 
de un mismo ángulo; además, 


44 


calcule el valor de x para que dicho 4 
mida 0,25 r rad. SiO 


Resolución 
Sea el ángulo 


9=0,25m rad=2 rad > R=l 
4 4 


Convertimos al sistema sexagesimal y cente- 
simal. 


o 
ed des Se 

4 rad 

g 
ea 508 > C=50 

4 d 


Reemplazamos en la condición. 


50+45 _, 
50-45 : 2 
19=25-x 


x=6 


Problema 20 


Del gráfico, halle el valor de 6. 


Resolución 


y ¿ngulos. 
Damos un mismo sentido a los áng 


> 420+0m+0%+720=180" 


19 m 100* +0? =108% 
IA 
420 0 + Ue 


7%4+1008*+0*=1080 
1010*=1019 
g=10 
1£ 
>ex =]0 
10000* 
8=100009 


go 
9% x — = 100009 
108 


ds 100000 
9 
Problema 21 
0-1 10 DTO 
Si un ángulo mide (22) (Ea) 
a a 


y se puede expresar como x*y'z" calcule en 


radianes (x+y+2)0. 


- Resolución 
Del problema 


aa! o a'a" " e 
ana ne 


ESTA] Dd 

J " =X y 2 

a a 

60a'+a'Y*(60a"+a" y" aii 

—— | | | =xw yz 
a a 


SE ón 
E == =X“yz 
a a 


61%61"=x"y'z" 

61%+61"=x0y'z" 

6194+60"+1"=x"y'z" 

61% 14 1"=x%y'z" 
S DTM 


Calculamos en radianes. 
Qc+y+2)9=630 


T rad 
1809 


Qe+y+2)2=630x 


- TT 
Go+y+zJo= 
y+z) 20 rad 


Problema 22 

Se mide un ángulo en los tres sistemas de me- 
dición angular convencional, tal que se cum- 
ple la siguiente ecuación: 


2 
935 + Y100C ER En 


8 
Hai E 
25 


Resolución 
Usamos las relaciones numéricas en la ecuación. 


T 
S=9Rk; C=10k; R=—Rk 
20 


2 
> Y3(9%)+Y100(10%) +3 a p= 2 


3% +10 + EY EZ 


4 

3 Ty 260+7 
R[134—.|= 
mo, 

260+1) -260+7 
3 
EPA 
y 20 )s 4 


Ak =5,S ik=125 


ú Nos piden 


S+C_9R+10R_19 
25 25 25 
S+C 19 

= (125 
25 7 ) 
S+C_ 
25 


95 


Problema 23 


R es el número de radianes (R>2) de un ángu- 
lo que cumple la siguiente igualdad: 
1 
VR=2=2- 
R-2 
Halle la medida de dicho ángulo en el sistema 
sexagesimal. 


Resolución 
En la igualdad 
E, 


45 


»» Nota 


1 
Sat => a =1 
a 


> VR-2=1 > R=3 


Luego, el ángulo tendrá como medida 
9=3 rad 


Convertimos al sistema sexagesimal. 
1809 
Trad 
_ 540% _ 5409 
on 314 


8=(171,97)2 


8=3radx 


Problema 24 

El número de grados sexagesimales que tiene 
un ángulo es mn y su número de grados cen- 
tesimales es n0. Determine la medida radial 


del ángulo. 


Resolución 
Sea el ángulo 


9= mn =n0* 


pa” sg == 
> mx. 

m_9 

no 10 


n_9_18_27_36_45 
no 10 20 30 40 50 


donde solo cumple 
ma _ 45 
n0 50 

> m=4 A n=5 


Reemplazamos y pasamos a radianes. 


Problema 25 


Se ha ideado un nuevo sistema para 
gulos, tal que el valor de cualquier 
presado en este nuevo sistema es equivale; 

la mitad de la diferencia de la tercera o : 
número de grados sexagesimales y de la pe 
parte del número de grados centesimales de] 
mismo ángulo. ¿A cuántos radianes equivalen 
15 unidades de este nuevo sistema? 


Medir án- 
Angulo ex. 


Resolución Ñ 
Sea M el número de unidades en el nuevo sis- 
tema. 


Por dato, M = d6 <) 


213 4 
Hallemos el equivalente de M=15 en radianes. 
14S C 
l5==|+=-= a 
E =) de 
De la relació mérica ss Ls 
e la relación nu 180 200 1 
R 
=e ¿METE ¿a ¿00% 
T T 


Reemplazamos en (*). 


200R 
15 L(L, 02 1,2008 
3 T 4 T 


2 
_ SOR_50R 
y T T 
30 _1O0R 
T 
R=3n 
Problema 26 


; la sh 
Si 27 rad = a*b'c", exprese en radianes 
864 


guiente medida: (b+c= 2a)". 


Resolución 


251 
== rad. 
Sea0 364 


Convertimos al sistema sexagesimal, 


2397 1809 
=— radx 
di 864 T rad 
(0) (0) 
Eten. 0=504 E 
24 24 
52 60' 25' 
=5%4=x — =D" — 
8 cia > 0=5%+ 
9=5%+12'+=2 
0=50+194. PEA 
0=5%+12'+30" 
> 0=512'30" 


Comparando se obtiene que a=5; b=12; c=30. 


Reemplazamos y convertimos al sistema radial. 
(b+c-2a)"=320 


(b+c-2a)o= 32H a ra 
1809 - 45 
a bienal rad 
45 


Problema 27 


A partir del gráfico, calcule la medida del ángu- - 


lo x si 8 toma un mínimo valor. 


(45-99)2 10(0ó-100+40)% 


. Resolución 


Damos un mismo sentido a los ángulos. 


(90-45) 1002100, +40) 


> 10(0?-100+-40)'=(90-45)0 
10(a?- 100.+-40)'= (90-a5jo E 
a 100-+40=0-5 
a%-100+25+15=0-5 
(a.—-5)=0-20 


Por desigualdades 
(0.-5)?>0 

> 0-20>0 
8>20 

=20 


e Onín 


Del gráfico 
(99-45)+x=1800 
(9x 20-450) +x=1800 
1359+x=1800 


¿Edo 


“Problema 28 


Del gráfico, calcule el mínimo valor entero de 
o, en grados sexagesimales. 


IN ES 
Resolución 
Damos un mismo sentido a los ángulos. 
E 


47 


Wo Áo—— 


Del gráfico 
a+48+0-P=1802 
2a+38=1802 
3P=180%-2a 
> 3p>0 
180%-2a. > 0 
180% > 2a 
s 90>a 0 


Luego 
a-pB>0 
a>B 
3a > 3P 
3a > 180%-2a 
a.> 362 (ID 


De (D) y (UD) se obtiene 
36% < a < 90 


Omin=370 


Problema 29 

Calcule R en radianes si se cumple que 
EA S ) 

R” (S+C4+RY S+C+R 


2 2 
(2 + HR. + (2 + HE 
S+C+R S+C+R 
donde S, C y R son las medidas convenciona- 
les de un mismo ángulo. 
Resolución 
De la segunda parte de la relación 
9 
2 
S+CHR (S4C4+RY 
a Y 2 
. 3) e A 
+C+R S+CHR (S4+C4RY 
AR R? 
SFCHR a 
FCER (SF+C4R) 


( S 
» 12+ 
S+C+R 


R 2 
. 12+ = 
( sx) 20 


48 


R 
R 


Problema 30 


Un ángulo trigonométrico 6 se puede repre. 
sentar como 9=x*=y9Z'; tal que x, y, ze 7* 
(y >2). 

Si los dos últimos números se diferencian en | 
y los números de grados centesimales y sexa- 
gesimales se diferencian en 4, determine el 
ángulo en radianes. 


Resolución 

Por condición del problema 
e y-z=1. > z=y-1 

e x-y=4 >. x=y+4 


Reemplazamos en la relación. 
e=(y+48=y y -1) 
o pa + (y-1) 


0 0D > 
cr E 
54(y +4) =60y+y-1 
54y+216=6ly-1 
7y=217 | 
y=31. 


Luego 
x=y+4 
x=31+4 => x=35 


Ss será 
La medida del ángulo en radiane 


9=35* 


Problema 31 
Convierta la expresión a radianes. 
10] 
M = 454508 a rad+ + 259 + 
o 8 
Ea di a a rad+... 
8 4 2 16 


Resolución 
Agrupamos convenientemente. 


M= (450 +508 + rad)+( 4058 e rad) 


Conocemos que 


* 450508 = rad 


O 

e Xd 
2 8 
4. 2 16 


Reemplazamos. 


E rad+E rad+ rad+..] 


Aplicamos suma límite. 


M=3 primer término 
1- razón geométrica 


Problema 32 


SiS, C y R'son los números que representan las 
medidas de un ángulo en los sistemas sexa- 
gesimal, centesimal y radial, respectivamen- 


te, además se cumple que 3 los +v10C =24, 


halle la medida de dicho ángulo en grados 
sexagesimales. 


Resolución 


s Cc 
Sab ==— 
abemos que 910 36 40 


Reemplazamos en la condición del problema. 


3 (36%) + /10(40k) = 24 


64 + /A00R =24 

4 +20/R = 24 
donde YE =Vk=1 > k=1 
Finalmente 

S=36k=36(1) 
. S=36 


Otra forma». 


E SE 
Sabemos ==>—=R. 
AS 


Reemplazamos en la condición del problema. 


3 00%) +/10(10%) =24 


/16k +10/R =24 


donde R=4. 
Finalmente 
S=9R=9(4) 


.< S=36 


Problema 33 


Si S y C son los números que representan, 
respectivamente, la medida de un ángulo en 
grados sexagesimales y grados centesimales; 
además, están dados por 


S=+y?-2x+4y+5 
C=xP-y?-2x-4y-3 


calcule x+y. 


49 


50 


Resolución 
Dividimos ambas expresiones. 


S xy? 2x+4y+5 

Cy? 2x-4y-3 

gr (2 -2x+ De ly? +4y+4) 

10r (.2-2x+1)-[y?+4y+4) 

9 (e D + (y +2) 

10 (GD (y +2) 
9-1?-9(y+2)2=10(x- 10% 100+2)* 
(x-D?+19y+2)=0 


» Nota 


Siad+b?=0 > a=0 1 b=0 


> x-1=0 1 y+2=0 
x=l an y=-2 


. x+y=-1 


Problema 34 

Si S y C representan los valores de un ángulo 
en grados sexagesimales y en grados centesi- 
males, respectivamente, y se cumple que 
+si=920 550 %+45*C-S%-25C, calcule el 
valor de C. 


Resolución 
De la relación del problema 


C+205+8=(0- 408-550 + 4S7C 
(C+S?=(C-S + CS +52) +C(C?-55C+487) 
: C =$ 
C 18 
(C+S?=(C-S AC? CS +8) C(C=SNC-4S) 
(c+) ?=(C-S)(20?-35C+58?) 
2C E, 

Cc 36 
(C+S)?=(C-SM2C-SNKC-S) 
(C+5)?=(C-S)(2C-S) 

(ES 
ES 


2 
) =2C-S 


10R+9R Y 
(63 =2(10K)-9% 
(19)?=20% —9k 
361 


Finalmente, reemplazamos en C. 
C=10kR 


c=10(%) 
1 


Problema 35 

Un ángulo mide en grados centesimales a(b=1); 
y en grados sexagesimales, (a—1)(b+2). Halle 
la medida de este ángulo en radianes. 


Resolución 


S 
Se sabe que AT 
Reemplazamos en la condición del problema. 


(a-D(6+2)_alb-1 
9 10 


Por descomposición polinómica 
10(a-1)+(0+2)_104+0-1 
10(104-10+b+2)=9(10a+b=1) 
10a+b=71 
ab=71 

> a=7Ab=1 


Reemplazamos en S. 
s=(a-D(0+2) 
S=63 


Convertimos a radianes. 


180<A 263 
T 


TT 
R=20 


Problema 36 


Halle aproximadamente el menor valor positi- 
vo de la medida del siguiente ángulo: 

Co 28 R 
90==+—+>5- rad 

12 S 36 
Resolución 
Reemplazamos las relaciones numéricas en la 
condición del problema. 


S=9k; C=10k;R= k 
20 


10% Y? (2) (2 1) 
8=| 7 | +H | + Rx | rad 
ES 2) 9R) “l20 0 36)" 
Convertimos a grados sexagesimales. 


o g lo) [0] 
9=[%) e) E rad x es 
6 9R 108 720 Trad 


o o 
ES ze 
6 5k 4 


o 
03402) 
12 5k 


» Nota 
ps > 2/ab; Vx, a, be R* 
Xx 


A EN 


Problema 37 

Si a y b son dos números reales positivos, halle 
la mayor medida en radianes que puede tener 
un ángulo que cumple 

ue (2a+b) -(2a-bY 

2 (2a+b) +(20-b) 

donde C y $ son su medida en grados sexagesi- 
males y grados centesimales, respectivamente. 


Resolución 
De la condición se obtiene 
C 4ab 


2 da 4? 


(1 


Si el ángulo tiene la mayor medida, entonces la 


suma - + $ es la mayor posible. 


» Nota 


2xy<xó+y?; Vx, y ER 


> 220()<(20)*+b? 


Luego, en (D) 


Es), 
2 máx 
De la relación numérica ón = EA E 
: 200 180 n 
¿y Geol; s=180É 

T T 


Reemplazamos en (11). 
100 ne +180 E =1 
T T 


280 


Problema 38 


Determine la medida de un ángulo positivo en 

radianes si se sabe que es el menor posible; 

además, se cumple la siguiente relación: 

a? +8ab+b? 
ab 

los números que representan al ángulo en los 

sistemas centesimal y sexagesimal, respectiva- 


C-S= ; a, b>0, donde C y S son 


mente. 


Resolución 
Sabemos que 
C_S _R 
200 180 1 
Cb. LR 

> 200-180 7 


c-s=2w0É 
T 


Reemplazamos en la condición del problema. 
R_ a? +8ab+b* 
mo ab 


r=L[e+%+s) (0) 


1 -é 
Six>0 > x+=2>2 
E AG 


Luego, en (*) 


T 

Rmn y +8) 
Rmnín 2 
Problema 39 


Calcule el mayor número entero de grados 
sexagesimales de 0 en 


8= Frad+Trad+Lrad+... 
6 12 20 


n términos 


Resolución 
Factorizamos. 


O=mrad La + d 
6 12 20 


ES 1 1 1 1 | 
0 trad 
2x3" 3x4" 15 mada 


52 


Para que 6 sea mayor número en 


180 grados Sexagesj. 
mates, ca 5) debe ser menor enteroen grados 


sexagesimales. 


1809 
n+2 


=12 > n=178 


Reemplazamos en 0. 
9=90%- 19 


0=890 


Problema 40 


Determine el menor número entero de grados 
centesimales que tiene el siguiente ángulo: 


9=183 "438574587 "4... 


Resolución 
Agrupamos convenientemente. 


9=[1+3+5+7+...+(2n— 1)19+[3+5+7+.." 
ee > +[1+3+5+7+..+(20-D1”- lis 
rm 
Es +(p?-1)" 
air! [+ 102-105" 


0= (n2Y +[n +2) A 


Para que 9 sea menor y entero: 
n=48. 


EA 
o=(482 + 00 


8=2328*% 


b> Test “4 


1. Calcule el valor de 


do 00 6. Si ¿¿ rad=A0B”, calcule el valor de A+B. 
Sa 
: A) 48 B) 52 O) 46 
D) 50 E) 45 
A) 160 B) 161 C) 162 
D) 163 E) 164 7. Si(81,41)9=A"B'C", halle el valor de A+B-C. 
2. Halle el valor de : A) 65 B) 69 O 58 
5 pr D) 56 E) 71 
M= La, por, ) ) 
a' y" 
8. Si 9x0 10 ¿s +4 xrad= 180%, 
A 11 B) 20 O) 19 3 30 
D) 18 E) 17 : - halle el valor de x. 
A) 12 B) 9 O) 10 
3, Calcule el valor de D) 11 E) 13 
3 Fad+308 +30 o 
= E 30? o “9, siZa0+08 —= rad, calcule V5a + 3b. 
; A 12 B) 20 O 13 
A 2 B) 3 C) 4 D) 30 E) 10 
1 dE 
a; pS 10. Simplifique 
_ _ 2 
m=€ Sigo e 
4. Calcule el valor de : (20R) 
O 'O [o] (0) 
- 19+20430+...+2017 A) 12 B) 10 08 
184+224+38+..+20178 D) 9 E) 11 
A) 1 B) 10 C) ES 11. Simplifique 
9 9 10 pi 
a e TS +40R 
Dr E Mr 
EC +30R 
| 7 oe + 
5. Si2062'63"=A0A'A", halle 42. 1 . 
A) 2 B 5 O 3 
A) 16 B) 4 C) 25 1 
D) 36 E) 9 | E yA 


53 


2 
12, Si C+S _ ms calcule el valor de R. 53 Ñ A) 


C-S 2-3 ¿TONS Ey 8 
14, Si E y 7 halle el valor de ( 
21. T 3 SC 
po B = C) — 
dd 5 ) 10 ) 5 
T 5T A) za B) 30 50 
D) E E) = 3 0) 
9 6 
D) 20 gy 10 
3 
25-C 
¿Si =2, halle el valor de R. . 
13 Y 10 A 15, Si SE=C*, calcule el valor de S. 

T T T 103 g y g Y 
E Dj 03 ICO 
) 8 ) 3 ) 2 ) 9 ) 10 o 10 

T T gy 10 
a 7 a, o (5) (5) 
Y )..¿ ) 3 E) 


> Problemas propuestos -< 


Nivel básico 


Del gráfico, determine el valor de x-3y. 


A) 900 
B) 600 
C) 800 
D) 700 


E) 500 je 18 


Del gráfico, halle el valor de x. 


x-1 


. Según el gráfico, calcule el valor de 0 * : 


calcule x. 


A) 5 
B) 7 


C) 8 y lx-64) 


D) 9 a A 
E) 10 B 


Del gráfico, halle el valor de x. 


A) 60 o 
B) 120 
C) 150 


D) 160 $ ES 
E) 180 


Si AB=BC, calcule y? en el sistema radial. 


B 
Pal 
ÉN 
A E 
A) => rad B) en rad O ES rad 
T 
D) 5 rad E) —- rad 
Simplifique la expresión 
_ 1428438 +...+2008 
194204304... 42009 
9 10 
A) = B) — C) 9 
) 0 ) a ) 
D) 10 E) 18 


6. Si la medida del ángulo AOB es 55 rad, 


55 * 


10. Se crea un nuevo sistema de medición an- 
gular, cuya unidad (1") es la séptima parte 
del ángulo de media vuelta. Calcule 


u 
T 4309 
M=3 
To g_T 
4258 +— rad 
8 q 
1 3 
l pr O 2 
A) a ) > ) 
D) 4 E) 1 


11, Si un ángulo mide a grados centesimales, y 
b es el número de minutos sexagesimales 


que tiene el mismo ángulo, calcule 


A) 40 
D) 20 


B) 60 C) 50 


E) 30 


12. Si S, C y R son las medidas de un.mismo 
ángulo en los tres sistemas, simplifique 


e (1800 +19) (5? + C? + R?) 


(72400 + 12)(SC + SR +CR) 

1 1 1 
ME Ey pd 
20 ) 50 00 
D) 20 E) 1 


13. Calcule la medida del ángulo en radianes 
siS=2x+4 n C=4x, 


T T TT 
A) —- rad pa Ea 
) 100 ra B) 20 rad O 90 rad 
T 7 * 
D) 200 rad E) an rad 


14, SiS y C son lo convencional para un mismo 
ángulo, tal que Ex +1 y E 2x* +3 
5 ¡ , 


halle la medida radial del ángulo. 


A) X rad 


T 
B) = T 
10 ) 20 rad C) 20 rad 
T 
D) 80 rad E) a rad 


16. 


18. 


== 


. SiS, Cy R son los números Que expres 
an 


la medida de un ángulo en los sistema 
: Ñ s 
sexagesimal, centesimal y radial respec 


tivamente, tal que 105+5R+C=4p4% 
1 r 


halle el ángulo en radianes. 


T T 
A) =— rad B) = ss 
) ES ) E rad  C) ¡7 Mad 


T 
D) 20 rad E) E rad 


SiS, Cy R son lo convencional para un mis- 
mo ángulo, tal que 


2 
al se( E) Ya E 
38 T 
calcule la medida del ángulo expresado en 


radianes. 


A) 20 rad 
D) 28 rad 


B) 30rad  C) 27rad 


E) 19rad 


- Si.al número de minutos sexagesimales 


que contiene un ángulo se le suma SU mE 
mero de segundos centesimales, se oblie- 
ne 301620. ¿Cuánto mide dicho ángulo el 
radianes? 


3n 
T T O rad 
pe, B) — rad 
A) 50 rad ) 10 10 
T 
. Z rad 
D) a rad E) 5 j 


dé : dos de 
Halle la naturaleza de un triángulo sl d 


a 202 3n rad. 
sus ángulos internos miden 20” y 5 


A) acutángulo 
B) obtusángulo 
C) rectángulo 
D) equilátero 
E) isósceles 


19, Halle la naturaleza de un triángulo si las me- 


20. 


21, 


22, 


23, 


24, 


didas de sus ángulos internos miden > rad, 


Xx Xx 
— rad y — rad. 
3 E 6 


obtusángulo 
isósceles 
equilátero 
rectángulo 
acutángulo 


Si a? y b% son ángulos complementarios 
que están en la relación de 2 a 3, calcule 
vVa+b+4 


A) 9 
D 1 


B) 12 O) 10 


E) 8 


Si a. es el menor ángulo que cumple la si- 
guiente condición: 


(MO 


calcule Jx+y+z. 


A) 3 B) 4 O 7 
D) 2 E) 6 
De la igualdad 24983"=A"B'C", 
calcule 44+B-C. 
A) 28 B) 36 O) 42 
D) 17 E) 39 


Calcule aproximadamente el valor de x si 
1719x'12"=3 rad 


A) 53. B) 48 C) 56 
D) 51 E) 46 
Calcule el valor de 
nrad+ > rad+2rad+... 
9094454220301... 
A 2 B) 2 O) 1 
3 
1 
Diz 3 
) a E) 


25. Halle el ángulo en radianes que genera el 


29, 


17 


horario en un reloj convencional durante 15". 


A) rad pm E T 
) Era ) 23 nad (0) quad 
D) ¿rad E) ¿rad 
25. Calcule el valor de 
_1L4+28438+..+168 
14204304... + 80 
17 13 13 
A) — B) = C) — 
) 3 ) 5 ) 4 
17 1 
D) — E) - 
) ) A 
27. Calcule el valor de x en radianes si 
8% 
ne - 15 
154. 
o? 
PR lim. 131 
LA) — B) 3 Cc) — 
W ) a. 33 5 . 
x Tr 157 
DA Ey 22% 
) > ) a 
Nivel intermedio 
28. Six, y, z son números enteros que cumplen 
la igualdad 
E rad=x%+y'+z" 
32 


calcule x+y+z. 


A) 70 B) 65 C) 52 
DY 72 E) 85 
] A. E 
si aso] 
calcule el valor de n. 
A) 1 B) 2 O 3 
D) 4 E) 5 


57 


30. Simplifique la expresión 


E 
x8422x" 
22 25 20 
ES y o == 
de 27 ) 23 ) 2í 
3 2 
pea E E 
D) 3 ) 3 
31. Calcule el valor de la expresión 
pp. PP 
= — + —+— 
19 1" 1" 
250 441 250 
gen 5) == q em 
2) 441 ) 250 ) 414 
441 440 
Ha ¡ra Ma 
2) 200 ) 250 


32. De la siguiente igualdad 
roro Tr Il Te 
+A A 2 rad 
2 6 12 nín+1) 11340 
calcule el valor de n. 


A) 10 B) 15 C) 20 
D) 25 E) 30 


33. De la siguiente igualdad 


2%1a=2* 40”, determine el valor de a. 


D) 6 E) 2 
34, Si atb"+177%45'=1800, calcule a+b. 


A) 50 B) 45 O) 51 
D) 52 E) 43 


35. Los ángulos de un cuadrilátero están en pro- 
gresión geométrica. Si el ángulo mayor es 
igual a ocho veces el menor de los ángulos, 
halle el menor de los ángulos en radianes. 


21 21 5 

A <Ú rad p E id 
5 ) 15 rad O ; rad 
21 

D) q rad | E) cz tad 


58 


36. Al número de minutos centesim 


37, 


39. 


; ales de 

ángulo se le suma y también se lea un 

número x, obteniéndose dos cia 
es 


proporcionales a 4 y 3, respecti 


) j Vamente, si 
el ángulo mide 7 segundos centesimale 
calcule x. i 
A) 0,2 B) 0,03 C) 0,02 
D) 0,01 E) 0,04 


Si C y $ representan, respectivamente, los 

números de grados centesimales y sexa- 

gesimales de un mismo ángulo y se cum- 

ple que 
CES 

x-C x-S x+C-S 

calcule el valor de S para que la raíz de la 

ecuación sea 6. 


nN6 B)3 C) 18 
D) -12 E) 24 


. Se crean dos nuevos sistemas para medir 


ángulos denotados por A y B, cuyas pl 
des angulares son, respectivamente, Fy 
12. Señale una fórmula que relacione a 
tos dos sistemas si 7 unidades deA al 
len a 4%, y 9 unidades de B equivalen ab. 


A B 

A B £=> 

yA y 

7 4 5 4 18 

A UB E) 577 
D === 3 

y 5 
mismo 


¡ un 
Si S y C representan la medida al y cen 
ángulo en los sistemas a op que 
tesimal, respectivamente, Y sec 
T se 3 


] 


'O 
ed tad=->+3 C 
halle 129(25-C). 
y 20 
A) 1200 B) 1500 y 4800 


D) 3000 


40. Los números que representan la medida 
en grados sexagesimales y centesimales 
de un ángulo se encuentran en progre- 
sión aritmética. Si sus medidas en grados 
sexagesimales y radial están en progresión 
geométrica de la misma razón, halle el án- 
gulo en grados sexagesimales. 

ol) 
20 


a a) 
o (5) o (5) 


41, El número de grados sexagesimales de un 
ángulo y el número de grados centesimales 
de otro ángulo son proporcionales a 3 y 5. 
Halle el número de radianes del menor án- 
gulo si se sabe que son suplementarios. - 


A) = tad B) = rad . C) = pa 


D) E rad E) 5 tad 


42. SiS, C y R son los números que represen- ga 
tan la medición de un ángulo en grados - 


sexagesimales, centesimales y radianes, 


respectivamente, y cumplen la igualdad: * 


C+S+R 25+R+4 _ 


o 
258+R+4 C+S+R 
halle el valor de R. 


A) 


ala enla 


D) E) 


Ola ala 


43. Los ángulos a. y 0 son complementarios. Si 
a. mide S* y 9 mide Cf y se cumple que 


S? +90? =6a8? - JC=5a 
halle la medida de 9 en radianes. 


27 5T 3 
A Et C) — rad 
) E rad B) 7 rad ) 5 
D) Al rad E) = rad 


44, 


4. 


Nivel avanzado 


Un ángulo mide laa en grados sexagesi- 
males, y en grados centesimales mide 150, 
Calcule EA 
a 
2 3 
A) = B) + Cc) 2 
) 3 ) 2 ) 
1 5 
D) — Ey £ 
) > ) a 
. Halle el menor número entero de grados 
centesimales que tiene el siguiente ángulo: 
8= 1827 + 39474 58674... 
A) 2918 B) 3218 C) 491€ 
D) 522% E) 5828 
. Del gráfico, halle el valor de a. cuando 6 
toma su mínimo valor entero. 
A) 1162 B) 1229 Cc) 1180 
D) 1199 E) 1219 
Se tiene un ángulo trigonométrico positi- 


vo, tal que el producto de sus números de 
minutos sexagesimales y centesimales es 
igual a 
(a+b)' +8ab $ 
—————— 0, beR 

18ab : 
Calcule el menor valor del ángulo en el sis- 
tema sexagesimal. 


AI 
B) 20" 
O) 36" 
D) 18" 
E) 54" 


59 


[ro si 


48. Sean x, y Xx, las raíces de la ecuación x(C-S)=x"-x%+1. Halle en dd 
+Sx+C=0, las cuales verifican mínima medida de dicho Ana lanes la 
2,,2_ 
X +X, =100' 


, : A) LX rad p 

Determine la medida radial del ángulo si S y * 20 10 rad 
C son los números que representan la medi- 
da de un mismo ángulo en los sistemas sexa- 


gesimal y centesimal, respectivamente. 


C) E 7 
3T d de y 
D) — ra 

) 20 E) 29 nad A 
50. SiS, C y R son lo convencional para un mis- 3 


T T T mo ángulo, donde SCR+n=2%Vn!:nez+ 
A) — rad B) 2 rad  C) rad: n,nel, . 
) 20 ) 200 y A” calcule la medida de este ángulo en el sis. 


t ea 9 
D) Es E = rad ema radial si adopía su máximo valor, 

80 100 

; A) q 3/2 7 

49. Los números S y C que expresan las On B 7 —= > O E e : 


medidas de un ángulo en los sistemas 


sexagesimal y  centesimal, -respectiva- D) Ta 2-1 E) le j 
mente, verifican la siguiente igualdad: 10 Y 187. Or 


Capítulo 


Longitud de arco de 
E una circunferencia 


Julío Doroteo Flores Prada 


CAPÍTULO Ill 


LONGITUD DE ARCO DE UNA 
CIRCUNFERENCIA 


Objetivos 


+ Calcular la longitud de un arco de circunferencia, conociendo el radio y la medida del án- 
gulo central expresado en radianes. 
» Obtener el área de un sector circular, teniendo presente dos elementos del mismo. 
*. Interpretar el concepto de longitud de arco en situaciones drásticas, como pol eas, , engra- : 
“najes o ruedas que giran alrededor.de un de z : 


introducción 

En la vida cotidiana, es común ver el movimiento de las manecillas de un reloj, el radio de la 
rueda de una bicicleta, la hélice de un helicóptero, etc., los cuales nos dan la idea de un ángulo 
generado que presenta características dinámicas. El arco se define como la unión de dos puntos 
de la circunferencia y para calcularlo es necesario conocer previamente las medidas del radio y el 
ángulo central respecto a dicho arco. Para indicar la medida de un ángulo, es necesario asignarle 
ciertas unidades, ya sea grados o radianes. Los grados tienen utilidad diversa en la resolución de 
triángulos, en la topografía o para determinar coordenadas geográficas; sin embargo, en la física, 
la matemática superior y las ingenierías, es insuficiente trabajar con ángulos en grados sexagesi- 
males, de allí la importancia de expresarlos en radianes. 


En este capítulo, aprenderemos a calcular la longitud de un arco de circunferencia; para esto el 
ángulo central debe ser expresado en radianes. También aprenderemos a calcular el área de un 
sector circular, para lo cual es necesario conocer dos de los tres elementos del mismo: la longitud 
del arco, el radio del sector o la medida del ángulo central expresado en radianes. Estos concep- 
tos serán aplicados en capítulos posteriores, como por ejemplo, en la representación de ángulos 
en posición normal, arcos en la circunferencia trigonométrica y rotación de ejes. 


QRQ —_ Asi 
1» CÁLCULO DE LA LONGITUD DE UN ARCO Aplicación 2 


Se muestra una circunferencia Cuyo centro es O. Una carretera tiene una curva de 209 


co 
dio de 630 pies. Calcule la longitud d N UN ra. 


e la Curva, 
Considere T = >> 


tos centímetros recorre la punta de 
en 1 s? (1=3,14). 


Resolución 
Graficamos. 
donde 
(: longitud del arco de circunferencia o a ' 
- — 0: número de radianes del ángulo central i 
- — r:radio de la circunferencia 
Se establece la siguiente relación: 
| (=0xr : 0<8<2x 
Aplicación 1 
Se muestra un sector circular con centro en O Del gráfico 
y radio 12 cm. Calcule la longitud del arco AB. m«AOB=209=* e en 0=5 (en radianes) 
Á 
Por fórmula 
l=0r > (=x630 
0 
2 
(=701.=70x ze 
7 
(= 220 pies 
Aplicación 3 | 
Resolución ón £ndulo de un reloj tiene 20m de longitud 
Expresamos 60 ¡ pones , ¿Cuán 
ds Enraalanes: y recorre un arco de 25* por ae rulo 


60% <> a rad 


Sea l la longitud del arco AB. 


Enton Resolución 

e Tenemos los siguientes datos: 
(=0xr . e 00m 
á zi cm)” +  0=25* (en grados centesimales) 


(=4x cm > 0= E (en radianes) 


Graficamos. 


ANO 
PON, pan 


En el gráfico, 0 representa la longitud recorrida 
por la punta del péndulo en un segundo. 


Así, por fórmula 
(=8r 


0-20 
8 

á 0 am 
2 


Considerando 1=3,14 se tiene que (=7,85 cm. 


1.1. MEDICIÓN DE LA DISTANCIA ENTRE 
DOS PUNTOS SOBRE LA TIERRA 
* Sean dos puntos A y B sobre la Tierra. 


circunferencia 
máxirna 


La longitud AB se mide sobre la circunferencia 
máxima (su centro coincide con el centro de 
la Tierra: O). Se considera que el radio de la 
Tierra es igual a 6371 km, aproximadamente. 


Si el ángulo central O está en radianes, se tiene 
que (=9-r. 


Aplicación 4 


Calcule la distancia entre dos ciudades, AyB, 
ubicadas en la línea ecuatorial, cuya diferencia 
horaria es de 2 h. (r=6371 km; 1=3,14). 


Resolución 
Calculamos el ángulo central por regla de tres 
simple. 


2nrad — 24h 
Brad — 2h 


> 0radx24 K=2nradx2 H 


e=% 
6 


En el sector circular AOB 


(= Ex 6371 km 


(=3335,85 km 


65 


a 
Así, el área S del sector AOB h 
se calcul 
am 
»» Observación == ile 
1. Se muestra dos sectores circulares 
con centro en O y ángulo central O ex- 
presado en radianes. 


5 (9 en radianes) 


A 
Luego, como (=0r, expresamos Sen función de 
É « longitud de arco y el radio 


* longitud de arco y el ángulo central 


2. El punto O es centro de los sectores 
mostrados, en el cual las longitudes 
de los arcos AB, CD y EF son a; x; b, 
respectivamente, 


Aplicación 5 
Se muestra un sector circular con ángulo cen- 
tral 45% y radio 4 cm. Calcule su área. 


Á 


0 


_an+bm 
men 


B 


Resolución 


Je" 
La medida del ángulo central de 450 lo exp 


2» CÁLCULO DEL ÁREA DE UN SECTOR 


CIRCULAR 
U i samos en radianes, es decir, 

n sector circular es una porción de círculo, aso=% rad | 
tal como AOB, limitada por los radios OA y OB +7 ra | 
y el arco AB. a ; 

cular AU2. 


Sea S el área del sector cir 


>S =l0xr? 
2 
s-1(5)0 
214 
S=2n cm? 


Aplicación 6 

Calcule el área de la región que determina el 
borde inferior de una puerta vaivén al girar un 
ángulo de 135* si dicho borde mide 112 cm. 
(1=3,14) 


Resolución 
Graficamos la puerta en giro, así como los da- 
tos del sector circular. 


112 cm 
ESO7 


Los datos son los siguientes: 
* r=112cm 


. Orad = 1359 rad 


Aplicamos la fórmula. 


1 
S=-gr? 
2 Jr 


Sustituimos los datos. 
1/31 2 
S= 29% 
Al n Ju» 


1/3x3,14 2 
S=2] ESPUsrE 
z( a Ju 


S=14 770,56 cm? 


Aplicación 7 

En el gráfico, se muestran dos sectores circu- 
lares, BOC y AOD. La región sombreada recibe 
el nombre de trapecio circular. Exprese el área 
del trapecio circular en función de las longitu- 


des de arco l, y 0,, y el ángulo central expresa- 
do en radianes (8). 


Resolución 
Sea S el área del trapecio circular. 
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»» Observación 

"El punto O es centro de los sectores cir- - 
culares y la región comprendida por los 
arcos AB y CD, y los segmentos AC y BD se 
denomina trapecio circular. 


R D 
Sy 


Consideremos S como. el área del trape-.' 
cio circular, entonces : 


lt 


3» CÁLCULO DEL NÚMERO DE VUELTAS 


En forma general, el número de vueltas que da 
una rueda sobre cualquier terreno se calcula 
mediante la siguiente fórmula: 


donde 


n,: número de vueltas que da la rueda al 
desplazarse desde A hasta B 


0c: longitud recorrida por el centro de la 
rueda 


r: radio de la rueda 


Calcule el número de vueltas 
de las ruedas de un auto, en u 
tal, al desplazarse 11 m si el 


Aplicación 8 


que recorre una 
Na pista horizop. 
radio de una de 
las ruedas es 25 cm. (- = a) 


Resolución 
Por condición del problema 
e (¿=11 m=1100 cm 


e r=25cm 


Por fórmula 


Aplicación 9 

n trabajador tran* 
debe desple- 
A hasta C- 
circulares, 
a el paril 


En el gráfico, se muestra U 
portando un barril de pintura que 
zar sin resbalar por la pista desde 
Si O, y O, son centros de las pistas 
calcule el número de vueltas qué 
en el trayecto de A hasta C. 


Resolución 


longitud que 
recorre el 
centro ((,) 


. Cuando el barril se desplaza sobre la pista AC, 
se generan sectores circulares con centro en 
O, y O) de radios 15r y 25r, respectivamente; 
luego, la longitud ((¿) que describe el centro 
de la rueda de radio r es 


(.= 3157) +5 (25r) 


Calculamos el número de vueltas. 


le 
Mr 
E (15r)+% (257) 
iz 2 2 
V 
21 
F(40r) 
n, =2 
ió 2w 
n,=10 


» Observación AS 
-Si el valor 9 represénta el número de ae 
-dianes. del ángulo girado: por la rueda 
: en recorrer una distancia (1) : 


“entonces: 100% 


Aplicación 10 
En el gráfico, se muestra un ciclista que se des- 
plaza por una autopista desde A hasta B. 


Se sabe que el ciclista recorre sobre los seg- 
mentos direccionales de la autopista. Calcule 
el ángulo girado por la rueda delantera si la 
longitud de su radio es 30 cm. 


Resolución 
De acuerdo al problema 


rueda 


Así 
ll 


En el sector circular AOB del gráfico mostrado, 


tenemos 


21 2071 
ie TS 


Por lo tanto, el ángulo girado es 


20 ad y 40009 
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4» POLEAS Y ENGRANAJES 

En los engranajes, se denominan ruedas mo- 
trices o conductoras a las que transmiten la 
fuerza; en tanto que las otras se denominan 
ruedas impulsadas o conducidas. 


, Y ES 
Ey A Ñ YA 2d 
A: rueda B: rueda 
motriz conducida 


Del gráfico, dos ruedas dentadas, A y B, que 
tienen el mismo número de dientes, giran con 
la misma rapidez. Supongamos que A es la 
rueda motriz y B, la conducida. Si A gira en el 
sentido de las agujas del reloj, es decir, en la 
dirección indicada por la flecha, entonces B 
girará en sentido opuesto. 


Por ejemplo, en el siguiente gráfico se tiene 
dos poleas en contacto; si la polea A gira un 
ángulo 6,, entonces B girará 0,. 


Se cumple 
0,¡=0, 
> 0¡xr=0,xR (5) 


En casos donde se muestran dos poleas unidas 
por una faja de transmisión, como se muestra 


en el siguiente gráfico, también se cumple la 
condición (*), 
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4.1. RUEDAS 


UN NISMO EJE 


UE GIRAN ALREDEDOR DE 


rueda 
menor 


- 0: ángulo girado por la rueda menor 
- — 8,: ángulo girado por la rueda mayor 
- ny: n.* de vueltas de la rueda menor 
- ny: n.2 de vueltas de la rueda mayor 
(ambas ruedas realizan el mismo núme 
vueltas) 


ro de 


> 8,=0» A n=) 


Aplicación 11 

Dos ruedas de radios 8 cm y 12 
rededor de un mismo eje. Si la Y 
realiza 4 vueltas, ¿cuántas vueltas 


menor? 


em giran a 
ueda mayo! 
realiza la 


Resolución | 
Í e 
Sean n, y ny los números de vu 


las ruedas mayor y menor, 


tas que reia! 


“Se cumple 


n= 


n¿=4 vueltas 


Aplicación 12 
En el siguiente esquema, ¿cuál es la velocidad 


del eje de la máquina si la velocidad del motor 
es 1740 RPM? (RPM: revoluciones por minuto). 


motor F¿=3 cm 
eléctrico ñ 


y =9 cm 
r.-=T Cm 
impulsor de Pg] 0 cm 
banda en V 


Resolución 
Para las poleas a y b, tenemos 
nda Y y 


r 
> n= Le (D 
lb 


Como los elementos b y c están unidos por un 
eje, se tiene 
n=; (ID 


Luego, para los engranajes c y d, tenemos 


Nala= NY 


(ID 


e 

Nn¿=Nn,.: 

d C fa 

Reemplazamos (1) y 019) en (ID. 
E, Y 


== a el 
MNg¿=N¿L-L 
lb Ta 


Sustituimos datos. 


Ma AA 
9 10 


n,¿=406 RPM 
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El arco de medío punto 


El hombre siempre copia la naturaleza y los ani- 

males. Una cueva de osos, una lobera, el des- 

gaste de bloques de hielo al atravesarlos un río 

por debajo hicieron que el diseñador captara la 

idea como recurso o por experimentar, llegando 
a construir arcos y bóvedas en obras como el 
Panteón o las Basílicas de Roma. 

El arco de medio punto es un recurso arqui- 
teciónico que tiene su origen en la antigua 
Mesopotamia, 3000 a.n.e., aunque fue el arte 
románico el que lo hizo especialmente popular 


en Europa durante los siglos XI, Xil y XII. Seguro 
que has oído hablar de él, pero ¿sabes cómo es un arco de medio punto? 


k j a ; ado 
Un arco de medio punto es aquel que tiene forma de semicírculo. Normalmente está form 


A a incipal 
por dovelas -piezas en forma de cuña- de adobe, ladrillo o piedra; y es el elemento pr e 
y 


de la arquitectura abovedada -la prolongación de arcos de medio punto conforma lab 


de cañón. 


Arcos en ingeniería 
Actualmente, se hace una distinción entre la arquitectura y la ingeniería, lO Q 
arquitectos, 


tamente moderno. Los antiguos constructores eran llamados siempre 
archi-tecton, 'el primero de la obra' o 'máximo responsable de una obra. 


La complejidad de conocimientos y técnicas constructivas, que ha ido oreciend 
ha hecho necesaria la especialización. De este modo, los arcos que sé inclu 
obras públicas, como los puentes, se consideran arcos de ingeniería incluso pa Es 
tradicionalmente arquitectónicas, como en algunos estadios, la gran luz de 
necesario aportar soluciones, tanto de arquitectura, como de ingeniería. 


Adaptado de <h 


ue es algo comple: 
del griego 


0 con el tiempo, j 


iq com > 
erppavvasaberes 


»> Problemas resueltos 4 


Problema 1 


En el gráfico mostrado se tiene una semicircun- 
ferencia y un sector circular con centro en O, 
Si la longitud del arco AB es 21. y AO=12, calcu- 
le la longitud del arco MO. 


B O 
Resolución 
Del dato, AO=12. 
> AO=R 
R=12 
A 
lu 
(sy 
B O; O 


En el sector circular AOB 
0=0xR 


> 2n=09(12) 


pd 
6 


Como 


20+0=T > a 


Luego, para el sector circular MO¡O 
log XP 


21 


E l= 4 


Problema 2 


Si AOB y COD son sectores circulares, tal que 
las longitudes de los arcos AB y CD miden 3 m 
y 4 m, respectivamente, calcule el área del . 
sector AOB. Considere AC=1 m. 


Resolución E 


Consideremos OA=r. 


Entonces se cumple 6 = - 


Para el sector AOB 


0= Es (D 
r 
Para el sector COD 
mE (1 
r+l 


De (0) y (UN 


3_4 
r r+l 
> r=3 


| Luego, sea S el área del sector AOB, 


> s=lxixr=L(33) 
2 2 


s=2 m? 


[No] 
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Problema 3 Problema 4 


Enel gráfico AOB y COD son sectores circulares. El punto O es el centro de los sectores cir 
lares. Si AC=2 y la longitud d A 
OB g el arco AB e 
Si l,-0,=10u y 75 = 2, calcule el valor de lo. calcule la longitud del arco CD. dE 


e Resolución 
Resolución E 


Consideremos OA=". 


Por condición 


Entonces 
OD=r 
> OB=2r 31=(2)r 
6 
También > r=18 
0,0, = 10 CD 
á itud del arco L”* 
e(2r)-0(r)=10 Además, (, es long 
er=10 > (=¿Q+n) 
T 
Como l|= ¿20 
0,=0(2r) 


0,=20 u 


Problema 5 


Del gráfico mostrado, el área de la región 
-sombreada es igual al área de la región 
no sombreada, además, la longitud del 
arco AB es 4 u. Calcule la longitud del arco CD 
en unidades. 


Resolución 


Por condición 
“área del sector COD=2S 


(2 
> 28==— ] 
5 (0 
También 
área del sector AOB =S 
q? 
> S== 
sn . (ID 


q? 
2S_ 28 02. 
o 
so 4 16 
28 
l= 4/2 


Problema 6 

En un reloj de pared, las longitudes del horario 
y del minutero son r y R (r<R). Determine la 
relación en la que se encuentran los arcos des- 
critos por los extremos del horario y el minute- 
ro, desde las 9:00 a.m. hasta 9:30 a.m. 


Resolución 
Para el horario 


donde l, es la longitud descrita por el horario. 


Además 

* (a=15%=Ñrad 

. (;= z) I 
e(£ r 0) 


donde /, es la longitud recorrida por el extre- 
mo del minutero. 


la =TR (ID 


De (D y UD 
Mo 


d, —12R 
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Problema 7 Problema 8 | ! 


En el gráfico, EOF, COD y AOB son sectores cir- 
culares. Calcule el área del sector circular EOF. 


En el gráfico AOB y OBC son sectores circul 

res. Si la longitud del arco AB es 9 n cm cl 
2 $ ' e 

sel el perímetro de la región sombreada. 


Resolución 


O 


Resolución 


Sea S el área del sector EOF. 
Del gráfico, (=8xr. 


> B= Ll 
; 
entonces Por condición 
1 2a b 
0 === = — $ = a 
a a+b 3a1b O Jr 
> 6a*+20b=ab+b? > r=18 
6a*+ab—b?=0 
Ga-b)(a+b)=0 El triángulo BOC es equilátero. 
b=3a Luego, sea 
De la condición (*) + 0: longitud del arco oc 
0 2a . )=Exr > (,= 61 
a aw+3a 3 
Se obtiene a=2. + (,: longitud del arco dd 
lxa , T _ 
= — =-— > 0 =3T 
>Ss a l, 6 xr 2 
“o Ss=112 3 +2) cm. 
¿lu Por lo tanto, el perímetro €5 P 
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Problema 9 


En el gráfico, ABCD es un paralelogramo; 
AEF y CDG son sectores circulares; además 
AE=3EB. Calcule el área del sector CDG si el 


área del sector AEF es = u?, 


1 


o 


Resolución 


D e 


De la condición 


AE=3m; EB=m 
Sea . 
*  S;: área del sector AEF 
S = en 
2 
*  S»: área del sector CDG 
S, = a > S, =80m? 
Luego 
2 
S, = ot3m)' 


Reemplazamos (IM) en (D. 


Sr . 
. So=== 42 á - 
23 u 


(1) 


(ID 


Problema 10 


En el gráfico, EAG es un sector circular, ade- 


más, DE=BG= 22. Calcule la longitud del 
arco EF, 
G 
E E B 
D E A 


Resolución 


Consideremos AB=a. 


Entonces 
AE=a+2 => FB=a 


Del gráfico 
a+2=av2 


Además, 9= A 


a 
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Problema 11 

Se muestran dos circunferencias tangentes de 
radios 9 m y 3 m. Calcule el perímetro de la re- 
gión sombreada. Considere A, B y C puntos de 


tangencia. 


Resolución 


Del gráfico, 0,0,=12 A O¡H=6. 
> m=xHO¡0,=600 


Sea 
* longitud del arco AC=0), 


l,= 30) > l=3nm 

* longitud del arco BC=0, 
y 2n 
l,= 30) > lo=2nm 


Finalmente, sea / el perímetro de la región 
sombreada. 


> (= 9 +0,+34/3 + 


- =(9+3/3+57)m 
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Problema 12 


El punto O), es el centro de la semicircunferen 
cia de radio 2/3 m. Calcule el Perímetro del 
región sombreada. Considere al punto O cen- 
tro del sector circular AOB. 


A 
O, 


O B 


Resolución 
Sea l el perímetro de la región sombreada. 


En el 400,¡M (notable) 
oM=6 > MN=6-23 


Además 
«  (,: longitud del arco AN 


l¡= 5043) > am 


.  /,: longitud del arco AM 


4T 
l,= 31443) > l.= e 


Luego 
0=0,+0,+MN 
l= granero 


treo o-213)0 


, 


Problema 13 

Se tiene dos poleas de igual diámetro, conec- 
tadas por una faja de longitud igual a K veces 
(K eN) la longitud de la circunferencia de una 
de las poleas. Calcule el diámetro de una de las 
poleas si se sabe que la longitud de la parte de la 
faja que no hace contacto con las poleas es 2. 


Resolución 


Del gráfico 
» longitud de la faja: 21r+2( 
-—*  Jongitud de la circunferencia: 215 


Por condición 
21+20=K(210) 
20=210K-21r 
0=w04K-nK 
(+ rnK=rnrK 
VnK 

=r 
TK 


Por lo tanto, el diámetro de una de las poleas 


es (+1). 


Problema 14 


En el gráfico mostrado, halle el ángulo que gira 
C cuando la rueda A da 12 vueltas. 


Resolución 
En el gráfico 


Sea 

* ny, n.? de vueltas que realiza la rueda A 
* ng: n.* de vueltas que realiza la rueda B 
* nc: N.* de vueltas que realiza la rueda C 


- Luego 


ngg=M4XA 

ng(6)=12(4) 
> ng=8 
También 

Mg=Mc 


> n¿=8 


Por lo tanto, el ángulo girado por C será 161. 


Problema 15 


Del gráfico, AOB y COD son sectores circulares. 
El área de la región COD es S y de la región AOB 
es 28. Si la longitud del arco AB=0, calcule CB. 


4 


EN 
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Resolución 
Nos piden calcular CB=x. 


Del gráfico 
se 
28 


Problema 16 


Se muestra cuatro sectores circulares con cen- 
tro en O, tal que OP=PR=RM= MA. Calcule el 


área de la región sombreada. 


A 


Resolución 
En el gráfico 


Observamos que 


9=100<>X rad 
18 
Además 
21 
9(4r)=%% 
3 
Ty 27 
Harp). E 
ES r) a 
> r=3 


Sea S el área sombreada. 


S= Cor +30r)r 
s=(s0r)r 
2 


loz Jer 


y 5d 


4 


Problema 17 


pre 
están 50 
Dos ciudades separadas 1270 y diesra > 


el mismo meridiano. ¿Cuál es | cel 
latitudes en forma aproximada? es 
la Tierra es una esfera de 12700 km 

tro y el valor de rr igual a 22/7- 


en 


Resolución 
Planteamos el problema. 


donde 
- O: centro de la Tierra 


>  AyB: ciudades sobre el mismo meridiano 
l= 0 =1270 km 


- — R:radio de la Tierra 


R= a Ms 


De la fórmula 6xR=0 
o) =1270 
2 
1 
8=-—rad 
5 


[e] 
0lrad 130 
5 Trad 


- 360 _(126 ye 
13 > (5) 


7 
9=11,450 


Problema 18 


Los valores R, L, S representan el radio, la 
longitud de arco, y el área de un sector circular, 
cuya medida del ángulo central es 0 rad. 
Calcule el valor de x a partir de la ecuación 


R 2 
86 L 8 eL. 


Resolución 
Recuerde que 


2 

. y RE 
2 
» .L=0R 


Reemplazamos en la ecuación. 
RR? L xS 


+—+>3== 
e L el eL 
R R?O0R — x  0R? 


OO RR OO) 2 
RR OR oxR | 
0.0.0 2 
BR xR 
a 
x=6 

Problema 19. 


Dos ruedas de radios R y r (R>r) recorren la 
misma longitud L. Si la diferencia del número 


de vueltas de la menor y la mayor es E , calcule 


CS 
2 
z ea) d 


Rr 


Resolución 
Sea n, el número de vueltas de la rueda mayor. 


FOS PS 


Y ge 


Sea n, el número de vueltas de la rueda menor. 
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Por condición 


_L 
ed lc 
L L_L 
21 2R 8r 
R=r_1 
2mkr  8r 
ARr-4é=1Rr 


> Rror? =7Rr 


o —Rrer? 


Por lo tanto, el valor de la expresión es cero. 


Problema 20 

Calcule la altura en términos de R a la que se 
encontrará el punto A de la rueda, respecto al 
piso, cuando esta gire un ángulo de 13059, des- 
plazándose sobre una pista circular. 


Resolución 
Cuando la rueda gira 1305%, tenemos 
1305%=3(3609) +2250 


Entonces realiza 3 vueltas y gira 225% desde su 


posición inicial. 
5 
R R yA 
2 
ZO) El 
pe 
2 


Sea h la altura del punto A'. 


RY2 
2 


> h=R+ 


=0243 
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k 


Se tiene una lámina en Fon de sector cir 
Cular 


cuyo ángul tr 3 
yo ángulo cen e mide £ 3 rad. Al cubrir e] arco 


Problema 21 


con un hilo de E m de longitud, este no Queda 
cubierto totalmente, faltando una cierta longitud 
ce hilo; pero si es cubierta con una longitud de 
a m, sobra una longitud de hilo igual a la que 
faltaba cubrir anteriormente. Calcule el radio de 
la lámina en metros. -. 


Resolución 
Graficamos. 


Di 


En la primera situación tenemos que, al cubrir 
o 
el sector con una longitud igual a =>, falta CU- 


brir una longitud m, es decir, 


o 0 
3 7 


nemos que, al cubI! 


T sobra 
a $T sol 
el sector con una longitud igual a > 


En la segunda situación te 


una longitud m, es decir, 
T 8 (1D 


=r == -m 
3 7 


Sumamos (1) y (ID. 


Problema 22 

Se tiene un sector circular de radio 3r y ángulo 
central 3292, ¿En cuánto debe incrementarse el 
ángulo central para que el área aumente 50% 
si su radio disminuye en un tercio respecto al 
anterior? 


Resolución 
Tenemos el sector circular inicial con área S;. 


donde 
2 
_0(3r) 


S; :8=320 


Luego, el nuevo sector circular con área S), y 
con radio 2r será 


donde 


2 
5 a(2r) 
2 


Por dato, sabemos que el área del nuevo sector 
aumenta en 50%. * 


2 
3 
S, ==8 
2 2 1 


(2r)? 
A 2.£ 


x— 
2.2 
80=278 => 0=1080 


Por lo tanto, el incremento es de 760, 


Problema 23 


En el gráfico, , = Sy el área sombreada es 5 ve- 


ces el área del sector circular OPQ. Determine 


Il 
la relación WE 


BA 


UNI2008-1 


Resolución 


Por dato 


a=3k a b=2R 


Además, 
LS o(5%); l= 0(3k) 


IS 5(a 
> 22) 0) 
la 310 : 


Luego, sabemos que el área sombreada es : 
5 veces el área del sector OPQ. 
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16_a 0D) 


Por lo tanto, al reemplazar (ID en (I) se obtiene 


Problema 24 


Una rueda de radio a metros da 10 vueltas para 
recorrer un tramo de longitud L metros y otra 
rueda de radio (a”+62a-3) metros gira. 602 
para recorrer el mismo tramo. Calcule a?+2a. 


Resolución 
Para una rueda 


donde 
- número de vueltas: 10 
- — radio de la rueda: a 


Reemplazamos en la fórmula n = EN 
21 


> L=2n(10)(a)=20ma . (D 


Luego, para la otra rueda 


donde 
- . radio: a”+62a-3 


- — ángulo girado: 60% <> 
3 


(ID 


== L=z(a? +62a-3) 


De (0) y () 
20na = za +62a-3) 


a?+2a=3 m 


Problema 25 

Se muestra un triángulo equilátero que gira en 
el sentido indicado, tal que PA+PB+PC=12 cm, 
Determine la longitud del recorrido que realiza 
el punto P hasta el momento en el que el trián- 
gulo vueive a estar en la misma posición por 


primera vez. 


Sean (;, (, y zlas longitudes Y 


mente por el punto P cuando ca Ñ 
y C tocan, respectivamente, el S 
2) 


27 (1 las 
> IO! 0)==3 00) (33 


¿12 
ox+ty?* 


Sumamos y usamos el dat 


p gn cm 
0,+0)+03= (0 cm) Sn 


Problema 26 


Una bicicleta en un circuito circular recorre un 
s doo 2 
ángulo central del circuito igual a 3 rad y su 


rueda barre un ángulo de 64x rad. Calcule el 
radio del circuito, en metros, si el radio de la 
rueda es 0,125 m. 


Resolución 
puts de la bicicleta 


eisadía 


donde (a 2) es el ángulo barrido en el circuito. 


Para la rueda 

- 0: ángulo girado (8=6471) 

- — L: longitud recorrida sobre la pista 
- Fr. radio de la rueda (r=0,125) . 


> l=8xr 


0=64x(0,125) (D 


Para el circuito 
==2R (1D 


Al igualar (ID) y (ID, se obtiene 


Problema 27 
Un arreglo de flores debe tener la forma de un 
sector circular de área igual a : m?. Si el perí- 


metro es el mínimo posible, calcule el radio 
del sector circular, 


Resolución 
Del enunciado 


donde S es el área del sector circular AOB. 


2 Ze 2 


qe)... 
r 


Sea k el perímetro (mínimo valor posible). 
> R=2r+l 


bp Nota o 
La igualdad se cumple cuando 2r => 
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A 


Resolución 


Problema 28 
Para cercar un terreno que tiene forma de un 
eó 80 m de alambre. 


Graficamos. 


trapecio circular se empl 
¿Cuál será el valor máximo, en metros cuadra- 


dos, del área del terreno? 


Resolución 
Graficamos. 
( 
E 
Por dato 
E 2r +l=2a + av2 
Por dato di alz * Y) de 
2a+b+c=80 También 
de 2 
> b+c=80-2a === > Ir=a? (1D 


Sea S el área del trapecio circular. d 
R Il la siguiente igualdad: 
sa a s- 80-20), eemplazamos (II) en la sig g 


(2r +0? = a? (2+ Y2y 


> S=(40-aJa 2 2 
= 2 

od (2r +0)? =0r(2+ 4/2) 

s=-(a?-40a) ar? +0+40r Atrls id 442) 

s=20?-(a?-40a+20?) ar er 42 

s=400-(a-20)? Or Or dr 

dr 0 
] Y 42 +4=6+44/2 (1D 

Por lo tanto, el área máxima del trapecio es lr 


400 m?. 
Consideremos 
Problema 29 r=l > 6= 


Un sector circular tiene igual perímetro que 
- el de un triángulo isósceles. Si las áreas que 


<= | > 


Reemplazamos en (ID. 


ne encierran también son iguales, calcule ES +04+4=6+ 4/2 
= : 0 
0+ y Considere al valor 9 como la medida del 
ángulo central del sector expresado en radianes. ”. Q+ - =44/2 +2 
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Problema 30 


En un sector circular de ángulo central en 
radianes 26, se inscribe un cuadrado cuya área 
es la mitad del área del sector circular. Calcule 
92+0? (2+cot0)? 


Resolución 


Resolución 


Del dato' 
áfi 
adi 2r+0=8 > (=8-2 
2 2 
r2=/2 coto 
a e Sea S el área del sector AOB. 
int se > s=(8-21)% 
Multiplicamos por 4. 2a 2 
4R?=12+ (20+0cot0)? o S=ér-P=4-(r-2)? 
4R?=02+02(2+cot0)? () Por dato, S es máximo, entonces 


r-2=0 > r=2 


P 
a Luego, (=4. Ñ 
También 
Reemplazamos el valor de l en (*). en la 
AR"=0R407R(2+cot0)? Y 
8%+0%(2+cot0)?=4 > l5= 20r , l= 30r 
Consideremos a S, como el área del trapecio 
Problema 31 circular EFDC. 
El perímetro del sector circular AOB es 8u y -(Pec+30) 
su área es máxima, además, OA=BD=CE. Io 2 


Calcule el área del trapecio circular EFDC en o 
Unidades cuadradas. $000 


Problema 32 


Se muestra sectores circulares con centro en 
el punto O. Calcule el valor de 0 expresado en 


radianes. 


A 


a+b 


Resolución 


a+b 


Del gráfico 
ds b-2a _ (a+b)-b 
a b 
Se obtiene 


E > dae? 
a . a 
También 


sE 
b 


0%+20=1 
0%4+20+1=2 
(0+1)%=2 
9=42-1 
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Problema 33 


El gráfico muestra dos sectores Circulare 


el mismo centro 


del trapecio circular ABCD es igual a y Si] 
- Sl las 


longitudes OA, A 


——y 


S con 


O. El radio OA=r y el área 


B y CD están en Progresión 


geométrica, calcule sen[ (6 -0)1. 


Resolución 


Del gráfico 
ls =0r 
También 
0 


Ad 
5 9T 


Luego, las cantidades OA, lzz Y 7 
* progresión geométrica, pero 


8xa=0*r > 


Sea S el área del trape 


tán en 


a=0r 
cio circular ABCD. 


2 


2 =L(0+0)er(o-0 


> 0%-9=2 


sen( Z(0* -0) 


mu. | 


AAA — 


Problema 34 Luego, en (*) 
Calcule el perímetro de la región sombreada si x=41+21.+4x 
AOB es un cuadrante y OA=12 cm, además, A 
y B son centros de los arcos OM y ON, respec- . x=101x cm 
tivamente. 


Problema 35 


En el gráfico, se muestran los sectores circu- 
lares AOB y COD de perímetros equivalentes. 
Calcule 6. 


10) B 


Resolución 


/ 


A . 0 D 


Resolución 
Considerando AO=r => OD=2r 
E E 


Sea x el perímetro de la región sombreada. 


=tL patas Jer, * 
> x ton (5) 
Los AAOM y ABON son equiláteros de lado 


] . Por dato del problema 
igual al radio del cuadrante (12 cm). 


perímetro dell (perímetro del 
sector AOB )' | sector COD 
AA>]>>- 


A AAAAAÁAÁ</] 
AO+0B Hz = OD+0C +5 


En el sector circular OBN 


T 
(ya cm = 41 cm 
> r+r+(n-8)r=2r+2r+02r 


En el sector circular NOM (r—0)r=(2+20) 
T= r= + Jr 


T 
2 cm = 21 cm T—09=2+20 
En el sector circular MAO qaaS 
T : -2 
om” y *12 cm =4n cm da o. 
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Problema 36 

En el gráfico, el triángulo equilátero ABC de 
lado 6 cm rueda sin resbalar hasta que el pun- 
to A vuelva a tocar el piso. Calcule el área de 
la región encerrada por la curva descrita por A. 


Resolución 
Dibujamos la curva descrita por A. 


Del gráfico 


JAsomb. = Asector + MAaca'B' +Asector 
ACA' A'B'A" 


27 V.2 21 2 
lA E Ñ o E 
somb. 2 2 9 


Acomp. = 241. + 943 


Problema 37 

Del gráfico, calcule la longitud recorrida por 
el extremo P de la cuerda AP si esta tiene 
una longitud exacta para envolver al trape- 
cio solo hasta el punto medio del lado DC. 
(AB=DC=2BC=20 cm) 


40 ern 


Del gráfico, la longitud recorrida por el punto P 


será 
* 
bora 053 Hoy + Se 


Por dato 
AB=2BC=DC=20 cm 


> AB=20 cm; BC=10 cm; DC=20 cm 


Luego, del gráfico 
CM=10 cm; BN=20 cm; AQ=40. 


En (+) 
3r 
T 3 9% (10) 
liorar=3 410) + 10 TE 
Vlota=1 771 CM 


Problema 38 


El ángulo central de un sector circular (para 
sus números convencionales) se relaciona de 
la siguiente forma: 


6 mm 
Calcule la medida del radio de dicho sector si 
la longitud del arco que sostiene es 21 cm. 


Resolución 
Graficamos un sector circular. 


S_2R_1 


a * 
6 T 2 Y 
Recordamos 
S R E _ 180R 
180 n om 
En (*) 
E) 20 1 10 1 
a 
6 T TT 2 T. 2 
T T 
== B==— 
20 20 
Luego 
p=0_2nom 
9. 
20 
- r=40 cm 


Problema 39 


Del gráfico, calcule el área del sector circular 
AOB cuando la longitud del arco AB toma su 
mínimo valor entero. (x e Z*). 


Resolución 
Del gráfico, expresamos el ángulo en radianes, 


= o: a xr rad o_ XT rad 
=x E > === 
1809 180 180 


Además 
EJE 
1180) 180 


x”=1800 (como x eZ* y ( es mínimo entero) 


> x=30 an l=5 
Luego, sea S¿og el área del sector circular 4OB. 
1fx3, 1/30 
OO) 
> SaoB dE) ZU 


E 
Saos == U 
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Problema 40 

Del gráfico, las ruedas de radios r, y ra giran 
alrededor de la rueda de radio rz (rueda fija) 
en sentidos opuestos y con la misma hasta 
encontrarse. Si r,=1 u; ry=2 u; 133 u; calcule la 
relación del número de vueltas entre las ruedas r; 
yr, Considere que las ruedas 1 y Y NO resbalan. 


Resolución 


Nos piden 


rn 
1) 
A 
n 27, 
> l=ÍI-< 
no D, 
211 


Además, por condición, las ruedas r yr 
2 


tienen 


la misma velocidad; y, para un mismo tiempo 
t, ambas ruedas han recorrido los mismos es- 


pacios relativo.a sus centros, es decir, 


0,=0, > 0(5)=0(4) 


0 5 


Reemplazamos (II) en (D. 


2. 2(5) 
mn 5 4 
Mm 

nm 


bo Test - 


Un círculo tiene un radio de 6 m. Calcule 
el ángulo central que subtiende un arco 
de 4 m. 


2 
A) 3 nad : B) = tad C) nrad 
D) — rad E) 21 rad 


Un círculo tiene un radio de 3 pies. Halle la 
longitud del arco subtendido por un ángulo 
central de 120%. 


A) rn pies 
D) 4r pies 


C) 3n pies 
E) 6r pies 


B) 21 pies 


Obtenga el radio del círculo en el cual un 
ángulo central de 210% subtiende un arco 
de 211 m. ¿ 


A) 14m 
D) 20m 


B) 16m C) 18m 


Una cuerda está enrollada alrededor de un 
cilindro de 4 pulgadas de radio. Calcule la 
longitud de la cuerda en pulgadas. 


A) 41 
D) 107 


B) 6x1 C) 8n 


E) 127 


Dos poleas de 20 cm y 60 cm de diámetro, 


respectivamente, están unidas por una co- 
rrea, como se observa en el gráfico. Calcule 
la velocidad, en revoluciones por minuto, 
de la polea mayor cuando la más pequeña 
gira a 240 revoluciones por minuto. 


E) 24m * 


ae 


4 
A) 40 B) 60 C) 80 
D) 100 E) 120 


El minutero de un reloj tiene 15 cm de lon- 
gitud. ¿Cuál es la longitud que recorre su 
extremo entre las 7:35 a.m. y las 8:00 a.m.? 


A) 12,51 cm 
D) 16cm 


B) l4,5xcm C) l4cem 
E) 18cm 


Un péndulo está sujeto a un hilo de 20 cm 
de longitud y describe un arco de 542, 
¿Cuál es la longitud del arco descrito por 
el punto medio del hilo? 


A) 6r cm 
D) 8r cm 


B) 4n cm CO) 5rcm 


E) 107 cm 


Para un círculo de 6 cm de radio, el área 
de un sector circular es de 9 crm?. Obtenga, 


- en radianes, el ángulo central del sector. 


A) 0,2 rad 
D) 0,4 rad 


B) 0,3 rad C) 0,6 rad 


E) 0,5 rad 


En los sectores circulares mostrados, cal- 
cule el área del trapecio circular ABDC. 


¿de 
Á 
O0=J 6m 
B 
D 
nin ym 0%. 
T j T T 
D) 4n m? E) 5nm? 
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10, En el gráfico, calcule el área sombreada si d 
los radios de las circunferencias concéntri- 
cas son 5 cm y 4 cm. 


0X) 
B 
A) (6r-943) u? 
-B) 6nu? 
A) 8n cm? B) Incm?  C) 107 cm? 0 (8 9/3) 2 
D) 121 em? E) l4rcm? paca 
: D) 9/3 u 
11, Se muestra una circunferencia inscrita en E) (an — 2/3) ue 
un cuadrado de 8 m de perímetro. Calcule JA , y , 
da cobiada 13, Se tiene dos círculos cuyos radios están en 
relación de 3 a 2. Calcule la relación de sus 
» Fo áreas. : 
, N A) 2/3 B) 3/2 -0 2 
D) 9/4 E) 9/5 
No / 14. El área de un sector circular es 41. em? y 
A D su longitud de arco es 2n cm. ¿Cuál es la 
longitud del radio? 
A) (4-1) m? 

y na A) 1cm B) 2cm C) 3em 
B) (6-1) m D) 4 cm E g8cm 
C) (8-m) m? a 
D) (101) m? 15. La suma de la longitud de una semicira 
E) 4 m? ferencia y su diámetro es 4(n+2) cm. 

cule el área del círculo. 
A 24 
12, Del gráfico, calcule el área sombreada si A) nom? B) 21m 0% sl 
OA=6 m. Considere O centro del sector. D) 16n cm? E mn 


7 = 10 135 
E mis 1 
o EN 1253 15 


»> Problemas propuestos 4 


Nivel básico 


Se muestran los sectores circulares AOB y 
BOC. Si S representa el área sombreada, 
calcule el área del sector circular BOC. 


m p 
4 O ki 
S 418 A4TS 
y AA B) ge 
3(n-2) T—-2 ale 
mL E) TS 
T-1 


En el gráfico, D, E y F son puntos de tan- : * 
gencia y el punto C es el centro de la cir- 
cunferencia inscrita. Si el área de la región 


sombreada es 8n em?, calcule el área del 
sector AOB. 


l5r__> 
Aa 
) ym 
16r 
B) 2% 2 
) zm 
C) 4x cm? 
D) 6r em? 


E) 8T cm? O E B 


« Enel gráfico, AOB y COD son sectores cir- 
Culares y el área de la región no sombrea- 
da es el triple del área de la región som- 
breada. Si la longitud del arco CD es 41 cm, 
Calcule la longitud del arco AB. 


en 


Li 


D 
A) nem B) 2ncm C) 1,57 cm 
D) 3 cm E) 2,51ncm 


En los sectores circulares AOB y COD, se 
tiene que (¿=4v3 A OC=b. Calcule la 


medida del ángulo AOB. 


A) a/5 
B) a/b 
Ja. 
D) ab 
E). b 


UNI 2009-11 


En el gráfico, AOC y DOB son sectores cir- 

culares y OC=CD. Si el área del sector DOB 

es o calcule el área de la región 
5 


sombreada. 


mue 


6. Con un alambre de 40 cm de longitud, se 


[es] 
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construye un sector circular cuya medida 
del ángulo central es 45*. Calcule el radio 
de dicho sector circular en centímetros. 


100 120 gq 
Do Bs +8 
160 
D) 120 E) - 
T+4 n+4 


En la circunferencia 4, el punto O es el 
centro, AC es un diámetro y la medida del 
arco BC es el séptuplo del arco AB. Calcule 
la medida de Q. 


A) 1522 12' 
B) 1522 30' 
O) 1579 30' 
D) 1572 40' 
E) 1609 30' 


Un sector circular tiene por perímetro 
(20+1) cm, además, la medida del ángulo 
central mide 20 grados centesimales. 
Calcule ei área del sector. h 


A) 4,5 cm? 
D) 6n cm? 


B) 5,5cm? - C) 5n cm? 


E) 8n cm? 


En el gráfico, AOB es un sector circular y 


2 z 
h=20;= 3» además, el área sombreada es 


36 cm?. Calcule el perímetro del trapecio 
circular ABCD, 


hem 
D 


t, cm 


10. 


1. 


A) 20 cm 
D) 24cm 


Dl Or 


E) 25 cm 


Si el área del trapecio circular ABCD es 
101. cm?, calcule: el perímetro del sector 
circular COD. 


4cm D 
A 


0) 


A) (24+3m) cm 
B) (10+31) cm 
O (15+3m) cm 
D) (20+31) cm 
E) (24+27) cm 


En el gráfico, AOB y CMB son sectores A 
culares. Si OM=MB y R=2 cm, calcule € 
perímetro de la región sombreada. 

A 


—— 


12, 


13, 


14, 


E) 20cm 


En el gráfico, el área del trapecio ABCD es 
4 u? y la suma de las longitudes de los ar- 
cos AB y CD es 4 u. Si 20A =3AD, calcule el 
área del sector circular COD, 


E: 


A) 4,36 u? 
D) 5,2 u? 


B) 6,251?  C) 4,754? 


E) 6u? 


En el gráfico, ¿cuánto debe subir el blo- 
que Á para que el bloque B baje 10 cm? 


A) VO 
3 


B) 10cm 
O 12cm 
D) 15cm 


En el sistema mostrado, el disco A gira 
90% además, r,=3 cm, rg=5 cm, r¿=1 cm. 
Calcule la medida del ángulo que gira el 
disco C. 


B) 270 


15, 


17. 


Se muestra una transmisión dentada de ra- 
dios r;, y r,. Si el punto P sobre la rueda de 
mayor radio gira un ángulo 0, ¿qué ángulo 
girará el punto Q sobre la otra rueda? 


B) (2) C) 0ryr) 


1 
E) 0(r,—r1) 


. En el sistema de poleas se tiene que al ha- 


cer girar la faja, las ruedas A y C recorren 
longitudes que suman 301. ¿Cuántas vuel- 
tas dará la rueda mayor? 


3 2 
A) 4 ] B) 2 C) 5 
15 


En el gráfico se muestran dos ruedas. 
Calcule el número de vueltas que da la 
rueda de radio 2cm para ir desde su 
posición inicial hasta tocar la pared. 


Es ia 
HH (88-44 42) em ———— 


a) 2 A 
T TC T 
ya 2 
Tí -“T 


97 


18. 


19, 


En el sistema, R=6 cm y a=601 cm. Si el 
bloque desciende hasta tocar el piso, 
calcule el número de vueltas que gira la 
rueda. 


A) 3 
B) 4 
O 5 
D) 6 
E) 9 


En el gráfico, el área del sector circular 
AOD es igual al área del sector circular 


BOC. Si OA = S, calcule pz 


ha 


20, 
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a 
90) Nn]|u 
o 
AY 
N 
e 
[a 


D) 


En el gráfico, AOB es un sector circular, 
Calcule el área del trapecio circular ABCD. 


A) a 
5 

B) au 

O 2au? ! 


D) 24 y? 
2 


E) 4a u? 


21. En el gráfico, AOD y BOC son Sectores | 
circulares. Si el área del trapecio circular 
ABCD es al área del sector circular AOD 
como 16 es 9, calcule as 


E 
3 a au 
23 au 
30 
E) -= 
) > 
4 
D) — D 
JE C 
5 
E) — 
) > 


22, En el gráfico, S; y S, representan las áreas 
del sector COD y.del trapecio circular 
ABCD, respectivamente. Si se cumple que 
2.3 calcule el perímetro del trapecio 


1 - ; 
* circular ABCD. 


B 
10) 56 cm 
Cc 


ip 
ctores O 
23. En el gráfico, AOB y COD son se 


3b 
culares. Calcule a 


A) 243-1 
B) 2/3-3 
O 243+1 
-D) 2/3 +3 
E) V3 


24, En el gráfico, el punto O es el centro de 


25, 


26, 


los sectores circulares AOB, COD y EOF. 
Además, las áreas del sector EOF y los 
trapecios EFDC y CDBA son S;, S, y S;, 
respectivamente. Si 3(OE)=2(EC)=6(CA), 
S, 


calcule a 
1+S3 


B 
C) 5/9 
E) 7/5 


A) 5/6 
D) 5/7 


B) 6/5 


Nivel intermedio 


En el gráfico, AOB, COD y EOF son secto- 
res circulares. En el sector circular AOB, 
el radio y el arco miden 3a cm cada uno; 
además, los puntos E y C trisecan al seg- 
mento OA. Calcule el área de la región 
sombreada. 


3a? ] 
A) > cm?  B) 3atem? C) = cm” 
D) 2a? cm? E) 4a? cm? 
Determine la relación numérica entre las 
áreas del trapecio circular ABEC y el sector 
circular AOB. (mAB = 2m0ÚD). 


27, 


A) 


B) 


C) 


D) 


E) 


w|m 0D] c0Djoo co mn (|-J 


Las poleas A y B están al mismo nivel y 
r =2om. Calcule la suma de las medidas 


de los ángulos girados, en radianes, por 
ambas poleas para que las esferas disten 
107. cm de altura. 


A a 
D) 41 


B) 27. C) 31 


E) 5r 


- En el gráfico, se muestra un disco de diá- 


metro 2 cm, el cual gira en el sentido indi- 
cado y sin resbalar. Si el disco se desplaza 
del punto A al punto B, ¿cuál es la distancia 
de la nueva posición del punto P al suelo? 


99 


WA 0o— 


100 


29, Dos ruedas cuyos 


o 


yl, 


radios miden 15 cm y 
3 cm recorren espacios iguales. ¿Cuánto 
debe medir el radio de una tercera rueda 
para que al recorrer el doble del espacio 
de las anteriores realice como número de 
vueltas 5 veces la diferencia del número de 
vueltas de las anteriores? 


C) 6cm 
E) 10cm 


A) 2cm B) 4cm 


D) 8cm 


En el gráfico, AOB es un sector circular y 
O, es el centro de la circunferencia. Si 
OP=0,B=2 em, calcule el área de la re- 
gión sombreada. 


0 


A) (2443) cm? 
B) 22443 Jem 
O) 2(n 4/3) cm? 
D) ES 3)em? 
E) (21 /3 -2) cm? 


Calcule el número de vueltas que da la rue- 
da de radio 5 m para ir desde su posición 
inicial hasta:tocar la pared. Considere la me- 
dida del ángulo 9 en radianes. (8=ax rad). 


F[10(V2-0,5)+12,51]m- 
A) 2-3a B) 2a C) 1+a 
D) 2 E) a 


. En el sistema de engranajes mostrado, el 


disco A gira 60%. Calcule la medida del án- 
gulo que gira el disco C. 


A) 352 B) 4p9 0 450 
- En el gráfico, los radios de las ruedas M- 
s A y B están 


den 8 cm y 2 cm. Los punto 

dichas ruedas. Si la rueda 
as y la menor 20 vet 
s indicadas, ¿cuál es 
posici ni 


marcados sobre 
mayor avanza 5 vuelt. 
tas, en las direccione 
la distancia de A a B en SU nueva 


A). 8(207+1) cm 
B) 8(207-1) cm 
O) 6(107+1) cm : 
D) 8(107+1) cm 
E) 6(201-1) cm 


34. En el gráfico, las poleas A, C y D tienen 
2 cm de radio. Las poleas B y E tienen 4 cm 
y 1 cm de radio, respectivamente. Si la po- 
lea A realiza 16 vueltas, calcule el número 
de vueltas que da la polea E. 


A) 2 B) 3 0) > 
10 
D) 4 E) — 
) ) E 
37. % a 
a 4 B) 6 O 16 í. SIAOB, MON, ROT y POF son sectores cir 


culares, tal que OP=PR=RM=MA, calcule 


D) 32 Ej 6n el área de la región sombreada. 


35. En el sistema, la polea mayor gira % rad. 
¿Qué ángulo gira la polea cuyo radio mide 
25 cm? 


3T 5T 5rT 

as B) = Cc) — 

| A Jn > 

JE Tr sa Y 3n 27 
A) a rad B) E rad Oh a rad D) A E) E 


DE E z 
) 3 rad E) 2 ad 38. Se sabe que AOB, MON y ROT son sectores 


circulares. Si MN = 10, calcule AB. 
36. Sobre una mesa se colocan tres discos del : 


mismo radio, tangentes entre sí dos a dos A) /12 
como se indica en el gráfico. Mantenien- 


A 


do fijos los discos no sombreados, se hace B) yA 
rodar el tercer disco en el sentido que se O) Y17 
indica. Si dicho disco regresa a su posición D) /19 
inicial, ¿cuántas vueltas sobre su centro ha 

realizado? E) YI5 
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39. Si AOB, MON, ROT y POF son sectores cir- 


40. 


41. 


culares, calcule la relación entre la región 
sombreada y la región no sombreada. 


A) 


D) 


Calcule la longitud que describe el centro 
de la rueda al recorrer la superficie AC si 
0,A//0,C. Considere a AO¡B y BO,C secto- 
res circulares. 


ALO. 
120902 


Í 

t 

1 

' 

1 

1 

1 
17 
1 

Y 


Si AOB, NOM y TOR son sectores circula- 


res, calcule MN en términos de a y b; ade- 
más, AB=byTR=a. 


un 


E 
99) 


. Del gráfico, calcule el área som 


2 2 2 2 2 
A at+b B) ar+b O dee 
a+b 2a 9 
2 2 
at+b ep 
D E 
) b-a ) ab 


Nivel avanzado 


. Si el perímetro del sector circular COM es 


20 cm y AC=CO, calcule el área del trapecio 
circular ABMC cuando-el área del sector 
circular COM adopte su máximo valor. 


Á 


2 
A) 2502 B) 500 Oti 
D) 80 cm? E) 10 


breada si 


ircular. 
MN=4. Considere AOB sector circu 


z 


o E 
s/3,5|3, 013,013, 83, 


2 


g 


————— 


48. En el gráfico, AOB y POR con sectores 
circulares. Calcule el área de la región 
sombreada si las longitudes de los arcos QS 
y TB son como 2 es a 3. Considere O y Q 
centros, además, OQ=2 cm. (M, N y Z son 
puntos de tangencia). 


5T 2 5T 2 T 2 
A = B = OS 
) . cm ) e C ) cm 
D) Se ol E EE 
2 24 


43. Del siguiente gráfico, calcule el número 
de vueltas que da la rueda de radio r al ir 
de A hacia D pasando por los puntos B y C. 


(2. + tan o coro — 0; BC=215; CD=31) 


3n 9 

Ay == Lol 

y , B) z On 
5T 

0) E ae 
2 E) 2 


46. Enel gráfico mostrado, halle el área de la re- 


gión sombreada si se sabe que PM=2(AP) y 
AO=y13+6v2 u. (O: centro). 


T 2 
D) =— 
Y q 


, Siendo n el número de vueltas que da la 


rueda de radio r al recorrer el perímetro 
de la región sombreada (una sola vez), 
calcule rr(n—1) si A y O son centros. 


A) RQ-cos0) 
B) R(Ú-—cos0+8) 
C) RO+cos0+8) 
D) R(Q-cos8+0) 
E) RU +sen6) 
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A 


48. A partir del gráfico, determine la longitud 
que recorre el centro de la rueda de radio r 
sobre el sector POQ. (O: centro). 


6Gy5 


5/5 +3 
720 
147(545 +3) 
360 


o 147: (4/5 +3) 
360 
143r(545 +2) 
720 


143r(545 +3) 4/5 
1440 


A) 


B) 


D) 
E) 


49, En el sector circular mostrado, si PO//OB, 


li 
OP=a y PA=b, halle 2) x 8. (O: centro). 
BA 


A 
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. Del gráfico mostrado, halle la longitud 


A) arcsen( E seno) 
a+b . 


B) arcsen(asen0) 


C) 2arcsen(a+b) 


D) arccos| S seno) 
a+b 


E) arctan(a?+b?) 


del arco PQ si ABCD es un cuadrado. se 
sabe que AOB es un triángulo equiiátero y 
AO=2u. (O: centro). ; 


A) E/2-/3 u 
3 

B) 9-3 

C) —u 


D) Ea 3 
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CAPÍTULO IV 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS EN UN 
TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


Objetivos 

- Comprender las razones trigonométricas de un ángulo agudo en un triángulo rectángulo. 

«Aplicar la trigonometría del triángulo rectángulo para resolver problemas geométricos. 

+ Identificar los ángulos verticales en un triángulo rectángulo y en su aplicación en casos de 
la vida práctica. : 


Introducción 

Desde la Antigiiedad, los babilonios y los egipcios ya empleaban los ángulos de un triángulo y las 
“razones trigonométricas para realizar medidas en la agricultura y en la construcción de las pirámi- 
des. Encontramos otras aplicaciones en la astronomía y la navegación, casos en los que no es posi- 
ble hacer mediciones de manera directa. En la astronomía, se utilizan las razones trigonométricas 
para el cálculo de la posición de los cuerpos celestes y la predicción de sus órbitas, en los calenda- 


rios y el cálculo del tiempo; en la navegación, para mejorar la exactitud de la posición y de las rutas. 


En la actualidad, las razones trigonométricas se aplican en la topografía, donde se manipulan ins- 
trumentos, como el teodolito, el metro y las reglas graduadas con el objeto de medir ángulos y 
distancias generalmente en triángulos, ya que la triangulación es muy empleada para trabajos de 
topografía, que son indispensables en la preparación y ejecución de proyectos de ingeniería, como 


la construcción de carreteras, puentes, canales y edificaciones. 


En este capítulo, se estudiará la trigonometría del triángulo rectángulo y su aplicación práctica en 
el desarrollo de la matemática; aprenderemos, además, procedimientos para resolver muchos 
problemas prácticos, en particular los que se relacionen con longitudes, alturas y distancias inac- 


cesibles, como la distancia de la Tierra a la Luna o la medida del radio del Sol. 
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AS 


1» TRIÁNGULO RECTÁNGULO Sora =S] +82 +S3 
Es un triángulo que tiene UN ángulo recto, es E + 2) (Be ab a 2 ab 
decir, un ángulo que mide 90%. El lado opuesto 29 "9 ME 
al ángulo recto se llama hipotenusa y los dos (arb? abre +ab 
lados restantes se llaman catetos.: 2 E 
Un cateto puede ser opuesto 0 adyacente se- (a+b)=c*+2ab 
gún el ángulo agudo que se considere. Veamos. a? +2ab +b*=c*+2ab 
B 
d+bi=a 
E : 
a a 2 » RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE UN 
ÁNGULO AGUDO 
Son los cocientes de las longitudes de dos de 
ds b CA b € los lados de un triángulo rectángulo respecto 
Respecto a $ Respecto a QU de uno de sus ángulos agudos. 
a: cateto opuesto a: cateto adyacente Son seis los cocientes que se pueden forma! 
b:.cateto adyacente b: ateto opuesto respecto a un ángulo agudo, de allí que ten- 
c: hipotenusa c: hipotenusa gamos seis razones trigonométricas, las cuales 


4.1 A són el seno, coseno, tangente, cotangente, Se- 
4. TEOREMA DE PITAGORAS cante y cosecante, representados por sen, C0S, 


El cuadrado de la hipotenusa es igual a la tan, cot, sec y CSC, respectivamente. 
suma de los cuadrados de los catetos. 


B 
n m 
a 38 
p 
E B A _ longitud del cateto opuestoal = 
| ——Jongitud de la hipotent 


, - ym 
longitud del cateto adyacente Ó 1 


- Demostración 
longitud de la hipote 


En el gráfico 


n 
cad 
longitud del cateto opuest =ñ 


Tongitud del cateo ady 


= 


a 


3 longitud del cate 
—Jongitud del cateto0 
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a 


| longitud de la hipotenusa P 
secd=—— Se == 
E “*ongitud del cateto adyacente a0 mn 


| 0 longitud de la hipotenusa o! 
O longitud del cateto opuestoa0 n ] 


Aplicación 1 
Si sena = o a € (09 909), 


calcule esca + cota. 


Resolución 
Del dato 
12 12n  cateto opuesto a Q. 
sena = = = — => ——_——_——_—_— 
13 13n hipotenusa 
Graficamos. 


Por teorema de Pitágoras 
(130)? =(12n) +2 
169n?=144n? + 2 


Éé=25 
x=5n 
Luego 

M=csca + cota 
12n  12n 
13, 5n 
12 12n 
13 5 18 

M=-“42%- 
1212712 

mM=? 
2 


Aplicación 2 
Del gráfico, calcule seno, 


Resolución 
Calculamos x por teorema de Pitágoras. 


(2)? + (4x-1)?= (4x + 1)? 
4x?+16x?-8x + 1=16x?+8x+ 1 
4x?-16x=0 

4x(x-4)=0 


> x=0 yv x=4 


Para x=0, los lados del triángulo rectángulo 
miden 0, —1 y 1; esto no es posible. 


Para x=4, los lados del triángulo rectángulo 
miden 8, 15 y 17; sí es posible. 


17 $ 


PO TORA 
17 


Aplicación 3 
Del gráfico, calcule tan6. 


nel 


Z 4 


109 


Resolución 


Del gráfico 


pt 
A 


> 6n=2(n+1) 
3In=n+1 


1 
2n=1 > n=> 


Reemplazamos. 


Nin|— 


tan8=1 = 
2 
S nds 
4 


Aplicación 4 
Según el gráfico, calcule cot8—tana. 


SS 


y 


Resolución 
En el gráfico 


PS 


y 


> M=cot8-tana 


n+3_n 

2 2 
mMm=2,3_N 

22 2 
M2 

2 


Aplicación 5 
Si AB=3(CN), calcule sena seng. : 


A B 


Resolución 
En el gráfico 


> M=senasen8 
m 3 
M=|=—l|— 
at 


1 
M== 
3 


pLoS NOTABLES 


ya 
en]los 3 
pos 2 os 


3» TRIÁNGULOS RECTÁNG 
Son aquellos triángulos rectángu e 
les conociendo las medidas de $ p 
agudos se puede establece! la prop 
la que se encuentran sus lados. 


pÉ 
' x ACTO 
2.1. TRIÁNGULO RECTÁNGULO É 


30* Y 699 


30%=- ll ese30=a 


QA SE ES o o 
, escama 
: 5 
2 [seca 2 : al E 
cot30%= v3 Ccot372= a 
sen60%= y3 cese 60%= 23 e Send30== | eses3o= 2. = 
2 qe O Ss ds 
cos60%= a sec60%=2 cos 53 =-= secó3o= 3 
tan60%=V/3 | cot60o= yY3 tans39= A | cot53%= z E 
| 3 NS o A 
3.2. TRIÁNGULO RECTÁNGULO EXACTO DE 3,4. CÁLCULO DE LAS RAZONES TRIGONO. 
450 Y 450 MÉTRICAS DE LA MITAD DE UN ÁNGULO 


AGUDO 


sen45%= as esc459= y/2 
| 
cos45%= = - sec45%= 2 
E E 8 =Ccot0 + csco 
| tan45%=1 y cot45"=] Ss 2 


3.3. TRIÁNGULO RECTÁNGULO APROXIMADO 


Ejemplos 
DE 37" Y 530 o 5.49 
Y 53 , coto = esc37o+cot370= 3+5=53=3 
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A 


5.3 8 Resolución 
. coro—=escs3o+cotB3%= q += =2 En el gráfico 


2n 


3.5. OTROS TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS Ss M=sectkb+ tando 


EXACTOS 2 2 
M= (2) (28) 
D 3 3 
M= 21 + 12 = 33 
ñ 9.9 9 
5 e 11 
(2443 )n M= So 
Aplicación 7 
Del gráfico, calcule cot6. 
n 
a , 
(+ Dn 


Resolución 


3.6.0TROS TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS . 
En el gráfico 


APROXIMADOS 


Aplicación 6 
Es a , “. cotg=— 
el gráfico, calcule sec*9 + tan?0. 2 
Aplicación 8 


Del gráfico, calcule tanG< +80). 
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Resolución 
En el gráfico 


n+3n 


tan (x +89) = 
. tan(x+89)= Es 
7 

» Nota 


triángulo rectángulo de 37% y 332, 


Ejemplos 


Si los lados de un triángulo rectángulo es- 
tán en progresión aritmética, se trata del 


4» PROPIEDADES DE LAS RAZONES TRI- 
GONOMÉTRICAS DE UN ÁNGULO AGUDO 


4.1.RAZONES TRIGONOMÉTRICAS RECÍ. 
PROCAS 
Son pares de razones trigonométricas de 
un mismo ángulo que multiplicados dan la 
unidad. 


a Cc 
sen0=—, csco=— 
C a 


E cosO= 


; secg=£ 
b 


En general, se cumple que 


RS 
| sen0 csco=1 
| cos9sec6 =1 ] 
| tano E | 

Teorema 


Six e y son ángulos agudos, se cumple que 
* senxcscy=l => x=y 
* Cosxsecy=l1 => x=y 
* .tanxcoty=1 => x=y 


Aplicación 9 
Six es un ángulo agudo que cumple 
sen(3x-109) csc(2x + 109) = 1, calcule x. 


Resolución 
sen(3x-109%csc(2x + 109) =1 
> 3x=10%=2x+100 


. x=200 
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Aplicación 10 | 
Halle el valor de x en la siguiente igualdad: 
cos[7x? +3) sec(25x -9)2=1 


Resolución 


cos[7x? +3)" sec(25x -9)=1 
> 712+3=25x-9 


7 -25x+12=0 
Por aspa simple 
(7x + (-4) =0 
. x=4 


»» Observación 

No es necesario recordar las seis razones 
trisonométricas. Basta recordar las tres 
primeras (seno, coseno y tangente), las 
otras tres se deducen de las anteriores, ya 
que son sus recíprocas. 


“>0sc0= e A e secd.= 
en0 cosb 
e. cot0O= Es 


tan0 
Ejemplos 


* senGa.= > Ccsca=8 


[> 001 — 


A + 
* -COSsp= —= - SEeChH.—— 
B Se sech n 


Teorema 


Si x e y son ángulos agudos, se cumple 
*  Ssenx=C0Sy —> x+y=909 
tanx=coty => x+y=900 
SECX=CSCY => x+y=900 


Aplicación 11 
Si sen(2a. + 10%) = cos(a + 200), 
halle el valor de «z. 


Resolución 

De la condición del problema 
(20. + 109) + (a + 20%) =909 
30. + 30% = 909 
3a. = 609 
a. =200 


Aplicación 12 


Si tan2a. tan40* = 1, halle el valor de a.. 


Resolución 


De la condición del problema 


Ends == 
me an 400 


tan2a = cot409 
> 2a+40%=909 

20. =509 

a =250 


»» Observación 


. “ . £ 104 » 

La razón trigonométrica de un e e 
es igual a la co-razón trigonometrc 

E P Y e 
complemento de ce (90-01); es deci, 


1 
» tano=10 => cotó==— 
cotó 10 


4,2, RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁN- 


RT(a) = CORT(90%-0) |, 
GULOS COMPLEMENTARIOS e) 


Ejemplos A hy 
“+ sen20%= cos(90%-202) = COS 70 
19 
» cot10?=tan(90"-10)= tans0 - 
* ese250=sec(90%-25%= secos” 


a 
B sen08 =—, cosa. = 
Cc 


a 
tan8=-—, cota = 
b 


jo TIA aja 


Cc 
secB==, esca = 
A b C b 


Si a y 8 son ángulos complementarios, es de . = 
cir, a. +8=90%, se cumple : 
* sen8=cosa 

tan9 = cota. Le sech= 
secB=csca * . > 
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Aplicación 13 
Halle el valor de 


cos(70%+y) tan(x+180) 
—sen(20%-y)  cot(720-x) 


Resolución 
Aplicamos complemento. 


- sen(90%-70%-y)  cot(90*-x-180) 


sen(20%—y) cot(72%—x) 
_sen(20-y)  cot(722-x) 
—sen(20%-y) cot(722-x) 
M=1+1 


. M=2 


5 » RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
RECTÁNGULOS 

Resolver un triángulo rectángulo significa cal- 
cular las medidas de todos los ángulos inter- 
nos y las longitudes de todos los lados. 


Esto se puede hacer si se dan las longitudes de 
dos de sus lados o la longitud de un lado y la 
medida de un ángulo agudo. 


5.1. RESOLVER UN TRIÁNGULO DADAS 
LAS LONGITUDES DE DOS LADOS 
Por el teorema de Pitágoras, si se conocen dos 
lados, se puede calcular el tercero. Luego se 
puede hallar cualquier razón trigonométrica 
de cualquiera de los ángulos desconocidos y 
consultando una tabla de valores o usando una 
. Calculadora, se hallará el valor de dicho ángulo. 


Aplicación 14 


Calcule el valor de x y las medidas de los án- 
gulos a, y 8. 


Resolución 

Por el teorema de Pitágoras 
13=5? 412 
169 =25+x? | 
É=144 > x=12 


Luego, sena. = 2 
13 


Usamos una tabla de valores o la calculadora 
> 0=22,6 


Luego, como a. + 0 = 909 


> 0=90%-a 
0 =90%-22,6% = 67,40 


x=12; a=22,6% » 0=67,40 


VER UN TRIÁNGULO RECTÁN- 
JN ÁNGULO AGUDO Y LA 
SEE E Ss00 


ES UN Lal 


Para esta dediidn existen tres casos. 


Si en un triángulo rectángulo se conoce un 
ángulo agudo a. y la hipotenusa a. 


dd 


> a aseno. 


COSA 


Demostración 
a 
y 
E 
x 
*« 2=C08A > X=acosa 
a 
» Y sena —> y=asena 
a 
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A — 
Aplicación 16 | 


Aplicación 15 
Calcule x en términos de 9 y Ol. 


En un triángulo rectángulo AB 
BC=a y mI ACB=0. Halle la altura relativa a 


C, recto en A, 


la hipotenusa. 


Resolución 
Nos piden AH. 
. h A SS 
H— 2 -— 
A 
Resolución 
acosa En el gráfico 
B H C 
> G ——— - 
O ÉS (o 
xcot6 Hh— 2 


En 4BAC, AC = acosa. 
—————- xeota ——— 


Finalmente, en 4AHC 


AH = acosa seno > xcoto + 2 =xcota 


x(cota.—cot6) = 2 
5.2.2. Caso 2 
y 2 


Si en un triángulo rectángulo se án- “. X= 
g g conoce un án cota -cotd 


gulo agudo a y su cateto opuesto a. 


5.2.3. Caso 3 y 
unán 


Si en un triángulo rectángulo se conoce 
nte 4. 


gulo agudo al y su cateto adyace 


atana 


Demostración Ki de 
Q 
Demostración 
y Xx 
a 
E: 
iia > x=acota  * 
a 
e 
q > y =acsca y y 
a 
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Aplicación 17 
Del gráfico, halle x en términos de a; al y f. 


Resolución 
Nos piden x. 


En 4ADC, AC =aseco. 


Finalmente, en AACB 
x=asecasecf 


5.3.ÁREA DE UNA REGIÓN TRIANGULAR 
EN FORMA TRIGONOMÉTRICA 


B 
S MN 
E b A 


Anagc =absene 


Aplicación 18 
Del gráfico, calcule seng 


A 
13 13 
10 


Resolución 
Se traza BM_LAC. 
> AM=MC=5 


En AAMB 
(BM)? +5*=13? 
(BM)?= 144 
BM=12 


Igualamos el área del triángulo ABC en forma 
geométrica y en forma trigonométrica. 


e = 200143) = (13)13)sen0 
120 = 169sen0 


: 120 
n0=— 

se 169 * 

Aplicación 19 

En un triángulo ABC se traza la bisectriz in- 

terior BD. Si AB=4; BC=8 y mxABC =600, 

calcule BD. 


Resolución 


Graficamos. 
B 
BO 
4 8 
4 D E 
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> Ano + Anogc = Anasc 
Ax sen30%+7x8 sen30%= (0)(8)sen 609 


lot /3 
tad (018) 
4x7 +8x> SS 
6x =164/3 
¿1643 
NS 
843 
x=— 
3 


G» ÁNGULOS VERTICALES 

Son los ángulos contenidos en un plano vertical; 
están formados por la línea visual y la línea hori- 
zontal. Pueden ser de elevación o de depresión. 


Si en el enunciado no se indica la altura del 
observador, se le considera como un punto y 
se le ubica de esa forma en el plano de refe- 
rencia. Al piso se le considera como un plano 


horizontal y a los postes, árboles, torres, etc., 
se les considera verticales. 


6.1. ÁNGULO DE ELEVACIÓN 

Es el ángulo formado por la línea visual y la lí- 
nea horizontal cuando el objeto observado se 
encuentra por encima dei observador. 


tínea horizontal 


AA 


O: ángulo de elevación 


Aplicación 20 

Para calcular la altura de una montaña, un to- 
pógrafo observa la parte más alta de esta con 
un ángulo de elevación a, luego se aleja una 
distancia d y observa el mismo punto con un 


ángulo de elevación f. Si la altura del teodolito 
es h, halle la altura de la montaña. 


118 


Resolución 
Sea H la altura de la montaña. 


En 4BCD, BC = (H-h)cota. 


Luego, en 44CD, AC = (H-h)cotf 
> AB+BC=AC 

d + (H-h)cota = (H-h)cotf 

d =(H=h)cotB-(H-h)cota 

d =(H-H)XcotB—cota) 
d 


H-h= 
cotfB—cota 


d 
= + 
cotf—cota 


6.2. ÁNGULO DE DEPRESIÓN 
Es el ángulo formado por la línea visual y la If 
nea horizontal cuando el objeto observado S€ 
encuentra por debajo del observador. 


fa línea horizontal 


x £ 
¡ón 
u: ángulo de depresió 


5 án 
Aplicación 21 Ñ 50m ost 
Desde lo alto de un acantilado “e que están ,s s 
gulos de depresión de dos bo on de 30 y! 
el mar en la misma dirección $ 


otes? 
¿Qué distancia hay entre los D 


Resolución 
Graficamos. 
P 


Del gráfico 
mxBPC=15% => PB=BC=x 


En APAB 
x= 560 csc3oo 
x=60(02) 


. x=120m 
6.3. ÁNGULO DE OBSERVACIÓN 
Es el ángulo con el cual se observa un objeto. 


Por lo general está formado por dos líneas vi- 
suales. 


: línea visual 


CNN 


5: ángulo de observación 


Aplicación 22 

Desde un punto en tierra se observa una ante- 
na ubicada en la parte superior de un edificio 
con un ángulo de 8%. Si la parte más alta de 
la antena es observada con un ángulo de ele- 
vación de 45? y el edificio tiene una altura de 
24 m, halle la altura de la antena. 


Resolución 
Graficamos. 


donde h es la altura de la antena. 


En el APAB de 37" y 539 
AP = 24cot370 


AP = 24(5)=32 


En el 4PAC de 45" y 452 
AP =AC 
32=24+h 


h=8m 
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Aplicaciones de las funciones en la arquitectura 


En la actualidad, el uso de la trigonometría en la arquitectura moderna se entiende como un 
hecho necesario, de tal modo que, si no se usase, estaríamos frente a una arquitectura incom- 
pleta. Las formas de gran estrella en los edificios, las hermosas estructuras curvas de acero, 
piedra, vidrio, entre otros materiales, no serían posibles sin el uso de la trigonometría. Incluso, 
mientras se decide el interior de los hogares y oficinas, la trigonometría juega un papel vita. 
También puede ser utilizada para la construcción de edificios, de túneles a través de montañas 
O para calcular el lugar en donde se desea que finalice el túnel. : 


Conozcamos el Puente de la Paz (Georgia), símbolo 
contemporáneo, diseñado por el arquitecto Michele 
de Lucchi a principios de 2010 y que tiene 150 m 
de largo. La forma de este puente pertenece a una 
función trigonométrica, ya que si localizamos este 
diseño en un plano cartesiano, podemos ver que el 
inicio del puente pasa por la coordenada (0;1) y con 
esto podemos deducir que la silueta de este puente 
pertenece a la función coseno. 


Por otro lado, tenemos el museo Zentrum de 
Klee (Suiza), obra diseñada en conjunto a 
quitecto suizo Renzo Piano y el artista A. 

en el año 1999. Esta obra representa is le 

la aplicación de las funciones trigonoméltl 

la arquitectura, ya que, si colocamos 

edificio en un plano cartesiano, 

que el contorno del edifico pasa 
coordenadas, lo cual nos indica que en este edificio se aplicó la función Seno. 


Adaptado de <htrps://pgbustoswW 


»- Problemas resueltos 4 


Problema 1 

En un triángulo rectángulo ABC, recto en 
B, se cumple que cotCsenA=3. Calcule 
esc C—-3secA+2. 


Resolución 
Graficamos. 


Del dato 
cotCsenA = 3 


a?= 3bc 


Nos piden 
M=csc?C-3secA +2 


2 
=a+e y ai=3bc 


Problema 2 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en B, se 
cumple que 


senA+>senC=I 


Calcule tanA + cscC-2. 


Resolución 
Graficamos. 


a 


8 € Á 


Por Pitágoras 
bi=a+c? 


+ A=bia 


Del dato - 


sen A+3senC =1 | 


2 (5)=1 
b 21b 
2a+c=2b 
c=2(b-a) 


Elevamos al cuadrado. 
c?=4(b-aY 


Aplicamos Pitágoras y diferencia de cuadrados. 
b?-a?s A(b-ay 
(b + aJ(b-a) = 4(b-ay 


b+a=4(b-a) 
5a= 3b 
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B AR A 


Reemplazamos en lo que nos piden. 
M=tanáÁ + escC—-2 


Problema 3 
Si = = = halle el valor numérico de 


M=842c0s0. 


A 

A B ( 
Resolución 
En el gráfico 

N 

12 
n 
Ln O 
A AR B 3R C 


En el triángulo rectángulo ACN 
(12)?=(7k? 4 n? 


n?= 14449? 0) 
En el triángulo rectángulo BCN 

(8)?= (3? + n? 

n”=64-9R? (1D) 
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Igualamos (1) y (ID. 
144-49k?= 649%? 
40%? =80 


k?=2 > k=vV2 
Nos piden 

M=842c0s0u 

MBR 


M=6 


Problema 4 
Si0<x<l y sendx=2; 
8 8 
calcule sen(45%+2x) + /7 cot(45%-2x). 


Resolución 


Ubicamos el ángulo 4x en un triángulo rectán- 
gulo y construimos un triángulo isósceles. 


Nos piden. 
M = sen(450+2x)+ /7 cot(45%-2%) 


7 mando: 
Aplicamos complemento al Lan 
M=cos(45%-2x)+ J7 cot(45 


Reemplazamos. 

9 9 ] 

M 2 
3 

=-=+3 

já 4 
15 

gir 


pa 


Problema 5 Resolución 
si ABCD es un cuadrado y MD=MC, determine colo. lrazamos NM y OM. 


B E 


20R 


Resolución 
Trazamos la otra diagonal del cuadrado ABCD. M 


En el triángulo rectángulo NMO 


3 cosg= Qu 
2h ON 
0=— 
cos 20% 
h 9 
== 
RS 
Como G es baricentro del triángulo BCD Problema 7 
> GC=2(NG) Si CD=15(A4B), calcule cotx. 
En el triángulo rectángulo BNG 
cotO= EE 
3R 
. Ccot8= z 
3 
Problema 6 
Si AOB es un cuadrante, calcule cos6. Resolución 


En el gráfico 
B 5 


> c+16n=9n+1l5c 
Tn=14c 
n=2c 


Reemplazamos en lo que nos piden. 
_9n+15c 

-12n 

_18c+15c 

== 24c 


cotx 


cotx 


a 
8 


Problema 8 
Si AOB es un cuadrante y MP = PN, halle tan6. 


Á 


0 B 


Resolución 
En el gráfico, trazamos ON. 


0) a+b B 


Aplicamos Pitágoras en el triángulo rectángulo OMN. 


(a +b)?= (2ay +b? 
a?+2ab+b*=4a?+b? 
2ab = 3a? 
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En el triángulo rectángulo Omp 


nf 
a 


tan0 = 


N]|u 


Problema 9 


Si ABCD es un cuadrado, MN =BC y AM=MB 
halle tan8. : 


Resolución 


De los datos 


a=— 


2 


En el trapecio ABCF 


2h+Hh 
4R+R= 
2 
10% 
> h= 3 


AAK<— 


Del gráfico, calculamos tan6.  M= ¿2 -=1+1 
2R 
tan0 = 2h ah . M=42 
ns 
si ET Problema 11 
_  R Sisen(20)esc(9+30%)=1 y sen(9-Isec(x+0)=1; 
> tand=+— 2 
10% calcule el valor numérico de 
—— +2R 
3 _ sen(8-—a) 
cos 20. 
“ot A El 
A E Resolución 
Desarrollamos las condiciones del problema. 
»  sen(2a)csc(0 + 30%) = 1 
Problema 10 
> 20a=0+300 (D 
Si AOB es un cuadrante y MB = MC = MN, halle 
tanó + tan20. j *  sen(0-x)sec(x+a)=1 
sen(8- x) = _ 
sec(x+0) 


sen(09—x) =cos(x + (2) 
> B-x+x+a=900 


98 +0a=909 (ID 
Resolvemos las ecuaciones (D) y (ID. 
Resolución 20 =8+309 
De los datos 20.5 90%-a + 300 
3a.= 1209 
0.=400 
> 0=509 
Luego 
_sen(9-a) 
cos20l 
o 
Del gráfico se observa = e 
ad enié 
20 = 450 = 
_ 450 sen102 
2 ] ¿e M= 1 
Reemplazamos. | Problema 12 


M=tan0 + tan28 


a AB 
450 : O 
M= tan +tan 450 Sia+B 7” calcule el valor de 


1 1 _1+cos(20.+38$-0)  2-sec(3a+P+0) 
JE4Io — I+sen(20+8B+0) 2-csc(a+38P-0) 


M= 


Resolución R En el triángulo rectángulo CMP 


De la condición del problema MC = 2sena 
459 => MB=?2sena 
+ B = > 
> 4a+4P=900 En el triángulo rectángulo ANC 
CN = 3sena 
* 2a+20+3P+fP=909 AN =3cosa 


- (20. +38-8) + (20. + B +0) = 909 


En el triángulo rectángul 
> cos(20-+ 38-08) = sen(2o. + B +0) E aii 


tano= E 
. == p 
30 +0+B+3B=90 ; y 3c0sa 
(3a-+B+0)+(0.+38-0) =900 7 7sena 


> sec(3a+B+0)=csc(a +3P-0) ads 
7 


Reemplazamos en M. 


: 3 
_I+sen(20+P+6) 2-csc(a+3P-0) “. lanbtaha== 
I+sen(20+B+0) 2-csc(a+38-0) 
M=1+1 
E oblema 14 
1M=2 á Problema 1 


¡ Si 3(4M)=2(MB), halle cot8 en términos de ayb. 


Problema 13 
Si CM=MB, calcule tan8 tana. 


Á 3 7 > a 
Resolución 
En el gráfico 


Resolución 
Del gráfico 


ZO 
Á P 
>. ME=MR+RE 
ME = 3kcota + 3kcotB 


Luego, S=2(1)sen8 cose 


PQ =PF+FQ 
S= 
PQ =2kcot0 + 2Rcot8 2sen8 cos 
= 4RcotO 
dd Problema 16 
o Si AM=MD= 1 y AB=5, calcule tan9. 


> 3k(cota + cotf) = 4RcotO 
- 3(cota + cotfB) = 4cot8 


.. cotO= (cota + cotB) 


Problema 15 


Calcule el área de la región sombreada en tér- 
minos de 6. 


Resolución 
De los datos 


Resolución 
Completamos medidas. En el triángulo rectángulo MDC 


Maa 
5 


B tan A! a 
B  v2tan8 Ñ 


En el triángulo rectángulo ANB 
NB=5sena a AN=5co0s0, 


En el triángulo rectángulo CPB 
PB= ¿cosa 


> PN=2cosa-—5sena 


En el triángulo rectángulo ANP 
En el triángulo rectángulo BMN PN 


tan0=— 
MN = /2tan6seno ll 
2cosa. -5sena 
En el triá neo Sosa 
el triángulo rectángulo AQM 3coso. 
MO=J2 a 
cot6cosf tang=-tano: 
Calculamos el área del rectán: 0 
gulo MNPQ. tang=%-- 
S= (MN)(MQ) AE 
S=(V2tanOsen 8)(V2 cot8cosa) 
tan9 = 


S= 2(tano cot8)sen8 cose 
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o 


Problema 17 Problema 18 ! 


Si ABCM es un cuadrado, tal que EM=2 y CG=3, 


Un avión vuela horizontalmente au 
halle FH. 


constante y antes de pasar sobre Me en 
en tierra, M y N, los observa con cl 
depresión de a. y f, respectivamente, Si E a 
do el avión está sobre N es visto desde M E 
un ángulo de elevación 6, calcule cotb, 4 
Resolución 

Graficamos. 


Resolución 
En el gráfico 


A E 
Reota M  kcot0 N 

Rcota + Rcot8 | 

> cotf = —————— | 

R | 

cotf = cota: + cot8 | 

Observamos. ¡ron 

j 5 =cotf— 

* AH=xtana Ga 


. HB=xcota 
Problema 19 


Una persona de 2 m de estatura observa la E 
te superior de un edificio de 22M de a ón, 
un ángulo de elevación 6. En la misma AR 
la persona se acerca 12 m al edificio, y €!" 


> AH+HB= x(tana + cota) 
n= x(tana + cota) (1 


En el triángulo rectángulo EMA 


mo 
sl ángulo de elevación con que A 
id a (1 punto es el complemento de 9. Halle 
En el triángulo rectángulo BCG Resolución 
Graficamos. 
n 
tana = 3 (11D 


Reemplazamos (1D y (ID) en (D. 


Del gráfico 
20 


tan0= 20tano 


Ente 3+5tan0 


3tan0 + 5tan?0 =5 


5tan?09 + 3tan8-5 = 0 


Aplicamos fórmula general de una cuadrática. 


3% V(3) -4(5)1(5) 


tan0= 
ee 2(5) 


Como 0 e (0%; 909), tan6 > 0. 


41109 - 3 
10 


> tanO= 


. 10tan0+3=-/109 


Problema 20 


Un barco y un avión viajan en la misma direc-- 


ción y sentido. El barco observa al avión delante 
con un ángulo de elevación de 53%, marcando 
la posición con una boya en ese momento. Lue- 
go lo vuelve a ver, esta vez con un ángulo de ele- 
vación de 16". Si para ese instante el avión reco- 
rrió 19/4 de lo que recorrió el barco, y observa 
: la boya con ángulo de depresión 6, calcule tan0. 


Resolución 
Graficamos. 


ae 96h 


=> 21h + 19% =4k + 96h 


15k =75h 
k=5h 
Luego 
tano=—h__ 
211 +19k 
28h 
lanis === 
M2 21n+196A) 
tán 
116 
7 
tan9== 
an 29 
Problema 21 


Del gráfico, calcule tana tan6. 


í 


Resolución 


Aplicamos teorema de Thales. 


> M=tanatan0 


ml 


SR 
4n 


: 


ut 
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Problema 22 


Del gráfico, calcule tan6. 


Resolución 
Del gráfico 


B 3-3a N.-34.€ 
" 


A 3-3a M 34D 


Como tana =5 > NP=2a y NC=3a 


Aplicamos relaciones métricas en el triángu- 


lo APD. 
(2-2a) =(3-30)(3a) 
4-8a + 4a?=9a-9a? 
13a?-174+4=0 
13a -4 
a A -1 
(13a-0(a=1)=0 
> l3a-4=0 
4 


a== 
13 


En el triángulo rectángulo BNP 
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Problema 23 


En el gráfico, las áreas de las regiones BMC, 
MFE y ABMF son iguales. Calcule COSO, 


C 


A F E 


Resolución 
Los triángulos CMB y MFE son congruentes. Si 
EM=n, entonces BC=n. 


n seme- 


0 
Además, los triángulos MFÉ y CAE $ 
jantes, entonces se cumple 
s 38 


> CE = /3n 


Reemplazamos. 


A ——— 


Problema 24 Resolución 
En el gráfico, MN = 10, AM=45-1 y CN = 5 +1, Completamos medidas y ángulos. 
Si AB+BC es mínimo, halle tan6. 

E 


M B NÑN 
Resolución O B 2/2 M 
Para que AB + BC sea mínimo, Del gráfico, se observa 
> mxABM=m=xCBN 1809-28 + 1809-20, = 909 


a+P=1350 


Reemplazamos. 
M =sen0+ 7 cos8 


2 
me) 
22, 70 2 
a 
men2 742 
4.4 
M=242 
Problema 26 


Calcule el ángulo agudo 6 si 
*  tan3xtan3ytan3z tan30 =1 


+.  sen(x+y) =tan(z + y) 


Problema 25 *  sec(x+2y)=cscly +2x) 
Si AOB es un cuadrante y BM = 2(NB), halle e sec3(x+y=Z) =cot(x—z + 239) 
sen0+ 7 cosg 


Resolución 
A” Del tercer dato 
sec(x + 2y) = escly + 2x) 
> x+2y+y+2x=900 - 
x+y=300 (D 


En el segundo dato 
sen(x + y) =tan(z + y) 


=> sen30 =tan(z + y) 
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bo Resolución 
2. tan(z + y) Trazamos el rectángulo ABCD. 
530 
y+z= (ID 
2 
Restamos (D y (ID. 
530 
(+9) -0=2)=300-E 
o 
X-=2Z=>— 100 
2 (UD 
Reemplazamos (D) y (II) en el cuarto dato. - NL 
sec3(x + y-z) = cot(x—z + 230) A 4 
o 
sec3(30%-z)=cot (2 + 239) Del rectángulo ABCD construido se observa que 
2 
E AB=CD 
sec(90%-3z)= dato > 6cosa.=x + 4sena 
S x =6c0sa.—4sena 
esc3z =2 
> 32=300 x = 2(3cosa—4sena) 
5 
Í «4 
| | x ñ 


Del primer dato 


tan3x tan3y tan3z tan30 =1 a | 
tan3xtan3(30%-x)tan30 tan30 = 1 | 
tan3xtan(90*-3x)tan30%tan30= 1 Problema 28 | 
tan3x cot3xtan30%tan308 =1 Un niño parado sobre un banco observa E | 
1 padre con un ángulo de depresión 6 a SU “a 
(Jun 38=1 za; y con un ángulo de depresión 0 4 sus Es, | 
tan 30 = /3 A su vez, el padre observa los pe a E de : | 
39 = 60% con un ángulo de depresión 0. si la altu | 
9=200 niño es d, halle la altura del padre: 
Resolución | 
Problema 27 Graficamos. | 
Si3cosa—2sena=>, A : 
halle el valor de x. [ ón ¡tan 
mtanó 


dd 


| míanó $ 


—_— a 


> d=mtanb + mtan6 


Problema 30 
ño tano) Desde un punto situado sobre una colina se 
= nd Hanó (D observa que el ángulo de elevación de su cima 
es de 45%. Después de caminar 500 m hacia la 
hatos ] cima subiendo por un camino que tiene una 
inclinación de 30% con la horizontal, el obser- 
x+mtang A dsd 
tan a, = == vador encuentra que el ángulo de elevación de 
la cima es de 75%. ¿A qué altura está la cima 
mtana =x + mtanó y e 
x=m(tana-—tang) a respecto al primer punto de observación? 
Resolución 
Reemplazamos (1) en (ID. Graficamos. 


_d(tana—tang) 
tan8+tand 


Problema 29 


Descendiendo por una colina que tiene un ángu- 
lo de inclinación 9 con respecto a un plano ho- 
rizontal, un hombre observa un objeto en dicho 
plano con un ángulo de depresión a. A la tercera 
parte del descenso observa el mismo objeto con 
un ángulo de depresión f. Halle 3cota.—2cotf. 


Resolución las 
Graficamos. 


Ys] 


En el triángulo rectángulo ANM 
NM = 500sen152 


En el triángulo rectángulo MNC 
MC = 1000sen15" 


En el triángulo rectángulo MPC 
PC = (1000sen15%)cos152 


PC=500(2sen15%cos159) 
12h PC =500sen300 


PC = 500/ ) = 250 


=== 2hicotB- 


3 2, hcotb 


BC=250+250= 500 
cota = 2hcotB+hcot0 


3h Problema 31 
3cota.=2cot En un triángulo ABC, si se sabe que AB=1, 
Ñ ii BC=10, mxBAC=30 y mxBCA=8, calcule 
: : tan0) 
S Scota—2c0tf = coto. 7 (cot20+tan 
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a. E 


Resolución 
Graficamos. 
E 
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Construyamos los triángulos isósceles ABP y PNC. 


Reemplazamos en la expresión. 
M=w/7(cot20+tan0) 


(3,1 

m1 7) 
M=3+1 

. M=4 

Problema 32 


Si sec40=8, donde 0<8< > 
calcule M= tan6 tan28 tan30 tan40. 
Resolución 


Como 0<0<G > 0<40<* 
- 2 


Graficamos. 


E 


Reemplazamos. 
M=tanBtan20 tan30tan40 


1547 (1547 
2 
5 
2 


ES) + 


Aaa 


7 N3HK 7 
M=5 
Problema 33 


Del gráfico, calcule tan%0. 


Resolución 
En el gráfico 


Los triángulos ACB 
(ALA). 
> AN=CB=RkR 


Aplicamos antiparalelas eN 
k2=(2-K)0) 
R24+2k=4 
r?+2k+1=4+1 
(R+1D?=5 
R+1= 45 


el triángulo la 


En el triángulo rectángulo MEB El triángulo PAM es recto en A 


> mxAPM=60% y mxAMP=300, 
tan0= 38 
—k+1 
el gráfico, se observa que 
B Del gráfi b 
nO 0=60%+45% => 0=1059 
3 Reemplazamos en 
“ tan?g=2 0 
5 M =tan E + 60) 
Problema 34 M=tan379 
Del gráfico, calcule el valor de 
M=3 
tan 2 + 160) si AB=BC. 4 
Problema 35 


Del gráfico, calcule tan9. 


Á 


Resolución 
- Construimos el triángulo rectángulo PBM, tal Resolución 
que PB=MB=J?2. En el gráfico 


Trazamos AM, tal que los triángulos ABM y PBC 
son congruentes (LAL). 


> PC=AM=4v/3 


Por teorema de Thales 


AB _4sen0 
y AC 5c0s0 
AB _2c058 
" AC 9sen0 


4sen8 _ 2cos8 
5cos9 9IsenB 
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2tana + cot 
E > /(2tanod(cot 0) 


onto eoid 
5 9 


tano= E | mo 20 
36Mtano tan 0 > 2/2 
tan? B= Lal 
36 -. (tan O)mín = 2/2 
10 
. tan9= = Problema 37 
Problema 36 


Si tans0 =>; 0"<0.< 159 
Si AB =BC, halle el mínimo valor de tan6. halle el valor de 


M=5csc20-26c0548 


Resolución 
Del dato 
DO<B<15% => 0<689 < 902 


Entonces 


Resolución 
Trazamos la altura AP. 


és los 
Construimos el triángulo ACM y despU 
triángulos isósceles ACN y CNM. 


Rcota.  N 

Por base media en el triángulo rectángulo APC 
AP=2k a BN=k 

> PN=NC=kcota 


SS 
Reota. € 


En el triángulo rectángulo MNB 


Del gráfico, calculamos 
tano = 2RIano+ koto, 


AM 
csc20=—— 
tan9 = 2tana + cota, 26c0540+13 
hor csc20 = A 
Pplicamos ” ; 
media media AN 
aritmética geométrica | 


“ M=13 . 
136 ñ 


Problema 38 


Si BC=2 y ME=4(AC), halle tan8. Considere 
que AE es de longitud mínima. 


B 
Y 


O (ES 
A C M E 


Resolución 


Completamos con los datos. 


A ?2tanó E 2cot0 M Stano == £ 
En el triángulo rectángulo ACB 
AC= 2tane 


> ME=8tane 


En el triángulo rectángulo BCM 
CM= 2cot0 


Del gráfico 


AE=10tano + 2cot0 


Para que AE sea mínimo se debe cumplir que 
lOtane = 2cot0 
tano 
tan? 8= 1 


". tano = Y5 
5. 


Problema 39 


Sobre un pedestal de altura 4 m está colocada 
una estatua de altura 10m. ¿A qué distancia 
del monumento se debe colocar un observa- 


dor de 2 m de altura para ver la estatua con un 
ángulo máximo? 


Resolución 
Graficamos. 


Observamos que 


5k 
tano —_—_——____ 
6ktana +Rcota 
tang = z > 
máximo  Btana.+ cota 
mínimo 


> 6tana+cota =2/(6)(1) 
6 + cota = 2/6 
o 


cota — 2/6 cota +6=0 
2 

(cota.-/6) =0 

cota =4/6 . 


2 46 
2 =yJ6 
2 


x=24/6 
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Problema 40 


Desde lo alto de un árbol H ubicado en el centro de un parque de forma circular se observa a dos 
niños diametralmente opuestos con ángulos de depresión 0. Calcule la distancia que los separa 


cuando uno de ellos ha recorrido un arco correspondiente a un ángulo central de 90" y el otro de 
135%. Considere que los niños no se cruzan. 


Resolución 
Graficamos. 


Del gráfico 
M'N'=2Hcot8 cos22,5% 


o 
MN =2H cotocos| 5) 


MN =2H coto 24% 


MN =42+/2Hcot0 
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»- Test 


En un triángulo ABC, recto en B, se cumple 
que secC=3secA. Calcule tanA+tanC. 


10 1 5 

pi B) — ca pe 
3 ) ) 

5 17 
D 5 E) = 
JE ) 


En un triángulo ABC, recto en B, se tiene que 


senAsenC = > Calcule (secA secC + 2)? 


A) 2 
D 8 


B) 3 C) 9 


E) .16 


En un triángulo ABC, recto en B, se cumple 
que tanA +tanC=4. Calcule secA secC. 


A) 2 
D 8 


B) 4 C) 6 


E) 10 


En un triángulo ABC, recto en C, se cum- 
ple que 3cscA escB=7. Calcule el valor de 
3(cotA+cotB). 


A 1 
D 7 


B 3 C)+5 


E) 9 


- Enun triángulo ABC, recto en B, se cum- 
ple que tanA+cotC=3. Calcule el valor de 
senA +senC. 


y E NE ¿YE 
5 13 4. 
D) 3/13 E) A 


- Enun triángulo rectángulo ABC, recto en A, 
se cumple que 2bcotC+asecB=3acosB. 
Calcule el valor de senB senC. 


10, 


En un triángulo ABC, recto en B, se cumple 
que tan4+tanC=3. Calcule senA +senC. 


5 3 5 
A) 3 B) 45 C) Vo 
[9 
D) 5 E) 1 


Si tan(9+c0s30%cot(9+sen8)=1, halle el 
valor de tan6. 


En un triángulo ABC, recto en B, se cumple 
que tanÁ = 12 y su perímetro es 90 u. Halle 


la longitud de su hipotenusa. 


B) 36u C) 39u 


E) 45u 


A) 15u 
D) 40 u 


En un triángulo rectángulo, la tangente de 
uno de sus ángulos agudos es igual a los die- 
ciséis novenos de la tangente del otro ángulo 
agudo. Calcule el área de la región triangular 
si se sabe que su perímetro es 60 m. 


CO) 90m? 
E) 100'm? 


A) 150 m? B) 120 m? 


D) 80m? 
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NETAS 
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11. 


13, 


gitud se encuen- 
d, la cual forma 
secante es 


Una escalera de 6 mdelon 
tra apoyada sobre una pare 
un ángulo 6 con el piso, cuya CO 
31m. Calcule la distancia entre el pie de la 


escalera y la pared. 


Cc) 3m 
E) 5m 


A 1m 32m 


D 4m 


Desde la ventana de un edificio se ve Una 
torre de televisión que está a 150 m de dis: 
tancia horizontalmente. El ángulo de eleva- 
ción del extremo superior de la torre es de 
20" y el ángulo de depresión de la base de la 
torre es de 22*. Calcule la altura de la torre si 


9 2 
tan20=— At 220=-= 
EA an E 


C) 120m 
E) 154 m 


A) 114m B) 106 m 


D) 96m 


En un triángulo rectángulo ABC, recto en Bs 
AB=12, BC=5 y mxBAC=0.. Calcule 


ian[ 4522) 
2 


»» 
LAVES 


14, 


15. 


2 
Am 1 B) = 3 
2 
= 5 
D) 5 E 


En un triángulo ABC, recto en A, reduzca 


la expresión 


(a+c)tan? (5) —(a+b)tan? (5) 


A) a+b B) c+a C) b-c 
D) a-b E) a-c 
En un triángulo ABC, recto en B, se cum- 
ple que 


2 
(cosA" e =09 


Calcule cotá. 


A) a B) Y2 o 2h 
e 
D) y2 E 3 
z | 
1013 má 
e 13 | 
125% S 


> Problemas propuestos 4 


Nivel básico 


. SIBM=MC, halle cscó—cotaz. 


y 2 B) v2 y 
4 3 
2 E) 242. 


. Si a y € son las medidas de dos ages 
complementarios, tales que 


tano= 441 y tano =2+2 
x—1 +6 
calcule 17 cote + 2 sec 0. 
A) 434 B) y17 0)2417 
D) 17 E) 34 


- Sisen(x+309)= cos(y+159), calcule 

sen” (+15) +sen?(x-150)-cos? (y +609) 

lO Y +sen lx 10%)-cos"(y+60") 
sen? (602-y) 


1 
A) 5 B) 2 (0) n 
DJ O E) 1 


- Enun triángulo rectángulo ABC, recto en A, 
S€ sabe que b+c=14 y senB senC=0,48. 
Determine la longitud de la hipotenusa. 


ET 


mea 


A) 10 
D) 9 


B) 12 C) 20 


E) 15 


En un triángulo rectángulo, recto en B, se cum- 
ple que secA+tan4+1=2(secC+tanC+1). 
Si el área de la región triangular es 8 u?, 
halle su perímetro. 


A) 2(3+45) u 
B) 4(3+45) u 
O) V2(3+ 45) u 
D) 2/2(3+/5) u 
E) 4V/2(3+v/5) u 


En un: triángulo rectángulo ABC, recto en C, 
se cumple que + 


esc?B + csc?A =r(cot?B - cot?A). 


Calcule cos*B-—cos%a. 


al B) 2 e) 
r r 


NI ¿als 


+ E) 
r 


Si AM=MB, halle 2tana.—1. 
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8, Enuntriángulo ABC (B=909), se cumple que 
senA-senC 
cos A+cosC 


Calcule Vtan A + tan C (sen A + sen C)sen6. 


Considere que 6 es agudo. 


cosO = 


A) 1 B) 2 C) y2 
D) 4 E) a 


9. Sia y 6 son ángulos agudos, tal que 


6 -tan8 +/tano-v/6 = 4cosa.-/6 


halle TO cscócota.. 


A) v5 B) Y2 
D) v7 


O 6 
E) - 7 


10. En un triángulo ABC, recto en B, se cumple . 
que c?=2a*+ab. Calcule sena. 


a 413 -3 B) 4/13 -2 O 413 +1 
6 6 6 
D) 4/13 -1 E) 18,89 
6 6 
11. Si DE=EC=EF=2, halle tans. 
Á B 
> 
OQ 
mm 
D E C 
3 
A) = 
) A BlL.= O 43 
4/3 
D) —= 
) 3 E) 1 
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12. Si ABCD y BGFE son cuadrados, halle tano, 


12. Si ABCD es un cuadrado, calcule 


TO sec9+tan8 


A) 4 
B) 5 
C) 6 
D 7 
E) 8 


14. Si AM=MB, calcule cotx. 


A) /3 
B) 243 
C) 343 
D) 443 
E) 543 


15. 


16, 


De las siguientes condiciones: 
+ sec(2y+z +59) cos(2x)=1 
*  sen(2x+3%esc(y + 189) =1 
*  tan(8y-5%) =cot(13z) 


halle x-y—z. 
A) -22 B) -12 C) 09 
D) 19 E) 20 


Si sen(x-2y)sec(2x-y)=1, calcule 

cot(6x — 8y - 909%) + cos(2x — 2y) 

A A OA A) 
cot(3x—5y)+sen(x- y) 


A 1 
D) 4 


B) 2 O 3 


E) 5 


- Se tiene dos postes de 7 m y 1 m de altura. 


distanciados 8 m. Calcule el mínimo valor 
del ángulo de elevación con que una perso- 
na observaría lo alto del poste menor, des- 
de un punto ubicado entre los dos postes, 
si se sabe que el ángulo de elevación para 
el poste mayor desde ese punto es el com- 
plemento del ángulo que se pide calcular. 


A) 450 
D) 160 


B) 80 C) 309 


E) 370 


Un avión que está por aterrizar observa 
en su misma trayectoria la pista de ate- 
rrizaje. Si se observa al extremo más ale- 
jado con un ángulo de depresión 0-f; al 
extremo más cercano, con un ángulo de 
depresión 9; y al punto medio de la pista 


con un ángulo de depresión 9-a, halle 
tanf(cota.+cotg). 


A 1 


B) 4 
D 5 


0) 2 
E) 3 


— 


19, 


20, 


21. 


ze 


Un observador divisa, desde el suelo, lo 
alto de una torre con un ángulo de eleva- 
ción a. Desde el mismo punto sube una co- 
lina de inclinación o, respecto a la horizon- 
tal alejándose de la torre y cuando alcanza 
Una altura h divisa nuevamente lo alto de 
la torre con un ángulo de elevación P. Si 
la altura de la torre es H, calcule tana. cotf. 


H-h H h 
A B C) —— 
) H+h ) H+h ) H-h 
H+h 2 
D E 
) H-h ) H+h 


En un triángulo de perímetro 840, se tiene 
que 7cotA=10cotB=24, Calcule la longitud 
del lado mayor. 


A) 324 
D) 408 


B) 426 C) 308 


E) 250 


En un triángulo ABC, recto en A, se cumple que 
1. 1 


e? 
Calcule 8cos?B. 


e 
pe 


A) 417+1 
B) 417 +2 
O) 417 -1 
D) 417 -2 
E) 417 +3 


Si tan(3a+f)=cot(38-a), calcule 


sen(4a +28) —cos(28 - 20) + V2sen(a+ 2B) 
1+sec(a +3B)- csc(a + $) 


A) 


N|= w]|— 


D) 
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Nivel intermedio 


23. Si BM=M)N, halle coty. 


A) 2cotz-cotx 
B) 2cotz+2tanx 
C) 2tanz-tanx 
D) 2tanz+tanx 
E) 2tanz+3tanx 


24, Si PC=3(AP), halle el valor de cot6. 


A) 43 B) A O 2/3 
D) a E) 343 


25. Si ABCD es un cuadrado, CE=3(ED) y 
AR=3(RE), calcule tan6. 


B 
N 


¡9 


A) 


D) 


aj w|— 


26. SiN y M son puntos de tangencia, 


cot6-—1 
calcule ] 
cota 


IO Bs 0 
D) 2 E) 


tan8 
27. Del gráfico, halle ——. 
e tana 


A) 


B) 


Bo jaj ouj_ 


C) 


D) 


a ul_— 


E) 


28, Del gráfico, calcule x. 


A) cot8+1 
D) tan8+1 


B) tan6-1 O) coto-1 


E) 1-cot8 


29, SI ABCD es un cuadrado, calcule 
tan*9—tan?8 + tano 


B Ñ € 

M a 

í 

3 

Á D 
1 3 2 
A) — B):= Oo £ 
JE 5 23 
2 1 
D £ E 
de E, 


30. Si ABCD es un cuadrado, halle tan8+tana. 


Á D 
A 1 B) ; O 2 
1 
Y E) 3 


31, Desde la parte superior e inferior del 


segundo piso de un edificio de 4 pi- 
sos iguales se observa una piedra en 
el suelo, a una distancia de 9 m y con 
ángulos de depresión a y 0, respectiva- 
mente. Desde la parte más alta del edifi- 
cio la depresión angular para la piedra 


1 
es B; además, pao cianO=> Calcule 


la medida del ángulo de depresión con 
que se ve a la piedra desde la parte supe- 
rior del tercer piso. 


A) 309 
D) 379 


B) 450 C) 530 


E) 60% 


32, Si cosa=3cosf, halle el valor de x?. 


A) 1,4 B) 3,6 C) 1,9 
D) 2,5 E) 1,1 
39. Si 3(4B)=2(PC), calcule tana. 
B 
18 
Á M P E 
ñ A y 
A A B) 7 C) 3 
ñ y A 
D) Em ) 2 


145 


A — 


34. En un triángulo rectángulo ABC, que es 
recto en C, se cumple que 2senB=sen'A. 


Calcule sectA- 6cot'B . 


A 1 B) 2 C) 4 
D 3 E) 5 


35. SIABCD es un cuadrado, además, CM=MD, 
BN=NR y AR=RM, calcule cot6. 


B C 
N Ú 
DA 
y 

0 =D 


3 5 2 
a? B) 2 (SE 
) > ) > ) 5 

2 1 
Dn) £ Sl 
) 3 E) a 

35. Si BC=CM=ME, calcule cota. 

A 

SS 

0 PSSS 

B C M E 
A) 43 B) 2/3 C) 3v3 
D) 443 E) 543 


37. Se sabe que a y 8 son ángulos agudos, tales que 


* Cosa. + 2seca = sen + 2csc8 
sen20.+c0520. _ sen2a 
sen30+c0s38  sen30 


Calcule a.-6. 
A) 182 B) 169 C) 109 
D) 22* E) go 
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38. Si sen(x+3y)sec(2x+3y)=1, lu 
2tan(6x +3y)-1 A 


S cot(3y -3x)-cos(2x+4y) 
A) 1 B) 2 O -1 
D) -2 E) 1 
2 
Nivel avanzado 


39. Si AM=MC, calcule tanx en términos de, 


B 


e 
ANS 
4 M (6 
A) Ycot0 B) coto  C) tanó 
D) Vtan0 E) Ytanó 
40. Si a. y O son ángulos agudos, tal que Ds 
es mínimo; además, tana = 2tan8 +3c0l%, 
calcule 5cos?8 + 24csc?o. | 
A) 31 B) 29 c) 2 
D) 25 E) 23 


41. si AM=MN=NB, calcule 3col- 


42. Si AM=CN, calcule sen0. 45. Del gráfico, calcule tanx+tany-tanxtany. 


1 1 
1 1 , lo 1 lo 1 A - B) + 27! 
Ame Doe tt 4 2 
/3 2 ) V3 J6 ) 2 46 ; 
D) 2 E) = 
D) 1_1 n_-L : 3 
42 3 2-3 
O 45. Calcule el mínimo valor del área de la re- 
+ sen(2x+5%)csc(3x-59)=tanlxtan20x.. xtang90 eSmaRCa. 
. tan3x tan4x tan5xtan6x = 2,4tan39 B C 
calcule : O E 
3tanxtan8x-26c0529+5csc8+5cot0-26c0s9 o 
A) 27 E iO 
B) 25 : 
O 26 
D) 24 E : 
E) 28 Á 1 
44. Del gráfico, calcule A 6 B) 5 0d 8 
m-2cOsOsecKf+b "Do E) 4. 


ctanBcota 


47, Del gráfico, calcule secx+tanx. 


A) 1 1 
sd de de A) tan?8 B) tan0 C) vcot8 
1 
D) > E 3 -— D) cot8 E) cotlg 
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FF e——— 
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48. Calcule el área máxima de la región som- 
breada. 


A) 3 B) 5 Cc) 6 
D) 4 E) 2 


49, Una persona y un árbol, de alturas h y H, 
respectivamente, se encuentran sobre una 
colina de inclinación 0. El árbol se encuen- 
tra en el pie de dicha colina, en un primer 
momento la persona observa su parte más 
alta con un ángulo de elevación 8, luego 
avanza una distancia H y observa que el 
punto anterior se encuentra a su mismo 
nivel. Halle sen6. 


H-h y- 

=> PoR 

a e 0) a 
H+h 

D) Sa E 


, Desde cada extremo de un camino el 


líneo, el ángulo de elevación para la pare 


1 e 
A) U(cot? 9- cot? p)2 3 


1 3 
B) ((cot?0-cot? 4) 2 3 
a E 
0) ¿(col $ -cot? 9) 2 

0 qe 
D) ¿(co 89-—cot? 9) 2 


1 
E) l (tan? 9-tan? 9)? 
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CAPÍTULO V 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE UN ÁNGULO 
EN POSICIÓN NORMAL 


Objetivos 

+ Aprender a calcular el valor de las razones trigonométricas de un ángulo de cualquier mag- 
nitud e identificar su signo de acuerdo a la ubicación de su cuadrante. 

* Reconocer los ángulos cuadrantales y calcular las razones trigonométricas de dichos ángulos. 


+ Identificar los ángulos coterminales y aplicar sus propiedades. 


Introducción 

El ser humano siempre ha tenido la necesidad de ubicar objetos en un espacio determinado, ta- 
les como ciudades, casas, montañas, ríos, planetas, estrellas, etc., para lo cual elabora diferentes 
sistemas de referencias. Uno de los más comunes es el conocido como sistema de coordenadas 
rectangulares o sistema de coordenadas cartesianas, en honor al filósofo y matemático francés 
René Descartes, considerado como el iniciador de la geometría analítica. 


En el capítulo anterior, hemos aprendido a calcular las razones trigonométricas de un ángulo agudo 
en un triángulo rectángulo; sin embargo, también se puede calcular las razones trigonométricas de 
un ángulo de cualquier medida, sean estos negativos o incluso mayores de 360” y hasta negativos. 
Para ello, estudiaremos en este capítulo los ángulos en posición normal, los cuales se definen en 
términos de la rotación de uno de sus rayos. 


Previamente, estudiaremos los elementos asociados al plano cartesiano, denominado también sistema 
de coordenadas rectangulares. Una de las características fundamentales del plano cartesiano es que, 
como todo plano, solo posee dos dimensiones: alto y largo; es decir, no posee profundidad. Es por esto 
que el plano cartesiano es considerado un sistema bidimensional, donde se encuentran coordenadas car- 
tesianas que corresponden a un tipo de coordenadas denominadas ortogonales (mediante este término 
se denomina la característica general de perpendicularidad). En el plano cartesiano, además, pueden ser 
representadas funciones, a partir de gráficos, como las que se utilizan en geometría analítica o en física. 


Dentro del plano cartesiano, las coordenadas utilizan como referencia unos ejes denominados 
ortogonales, los cuales se cortan entre sí en un punto de origen. De este modo, las coordenadas 
cartesianas responden y se definen de acuerdo a la distancia respecto del origen que poseen las 
Proyecciones ortogonales, de acuerdo a los ejes. El plano de coordenadas se puede usar para tra- 
Zar puntos y líneas de gráficos. Este sistema permite describir relaciones algebraicas en un sentido 
visual. También ayuda a crear e interpretar conceptos algebraicos. Como aplicación práctica de la 
Vida cotidiana, puede mencionarse el posicionamiento en mapas y planos cartográficos que res- 
Ponden a la necesidad de ubicación del ser humano. : 
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1)» HOCIONES PREVIAS 


1,1. RECTA NUMÉRICA 

Los números reales pueden estar represen- 
tados por puntos en una recta, tal que a cada 
punto Je corresponda un número real de ma- 
nera ordenada. Esto se llama correspondencia 
uno a uno (biunivoca). 


Púmero escogemos el punto O, el cual lo denomi- 
naremos orígen, y lo asociamos con el número 0. 


OA BCESDp 

LAA AAA A A ÁX— y + 

e) ] Y ] 2 3 Á 
“—números reales— 


positivos 
HUmero 
e 0i4los —> 


ny JaUvos 


El número asociado a cada punto se denomi- 
na coordenada del punto. Por ejemplo, la coor- 
denada del punto B es el número 2. 


1.2. SISTEMA DE COORDENADAS RECTAN- 
GULARES 

Introducimos un sistema de coordenadas rec- 
tangulares o cartesianas en un plano compuesto 
por dos rectas perpendiculares llamados ejes 
coordenados que se cruzan en el origen O: la recta 
horizontal es el eje X y la recta vertical es el eje Y. 


Los ejes coordenados dividen el plano en cua- 
tro regiones denominadas cuadrantes (primer, 
segundo, tercero y cuarto), señalados con l, Il, 
II y IV, Los puntos sobre los ejes no pertenecen 
a cuadrante alguno. Veamos. 


y 
43 
9 2 IC 
| 
3 -2 -] 
AAA == 
2 O O 
me LY Ive 
28 


1.3. COORDENADAS DE UN PUNTO 

A cada punto P en un plano Xy se le asigna 
un par ordenado (a; b). El valor a se denomina 
coordenada X (abscisa) de P, y al valor b, coor- 
denada Y (ordenada) de P. 


Decimos entonces que P tiene coordenadas 
(a; b). Recíprocamente, todo par ordenado (a; b) 
determina un punto P con coordenadas a yb. 


Ejemplo 


B(7; 0) 


E(3; -4) 


En el gráfico se observa lo siguiente: 
+ la abscisa del punto D es -3. 

+ la ordenada del punto E es -4. 

+ la abscisa del punto G es 2. 

+ la ordenada del punto Á es 3. 


+ la abscisa del punto F es 0. 


pos PUNTOS 


puntos, P ¡(7 yy 
e calculó 


1,4. DISTANCIA ENTRE 
La distancia d entre dos E 
Pa(xo; y»), en un plano coordenado 


de la siguiente manera: 


Aplicación 1 
Halle la distancia ent 
B(3; -2). 


Resolución 
Sea d la distancia entre los puntos A y B. 


d=(s-D% + ((2)-6) 
d=v6? +(8Y 

. d=10 

Aplicación 2 


Determine el tipo de triángulo definido por los 
puntos A(—1; -3), B(6; 1D) y C(2; -5). 


Resolución 


Calculamos las distancias entre los puntos co- 
lineales. 


* dy: distancia entre los puntos A(—1;-3) y B(6; 1) 
> a= 6-1 
d=472+4 > d=4/65 

*  d): distancia entre los puntos B(6; 1) y C(2;-5) 


EN 
d) =4? +6? > de =V52 


* dz: distancia entre los puntos C(2;-5) y A1;-3) 


> di= 2D + (5) 37 


de=14324+(2 > d¿=413 


Observamos que 
(da +(d,? =(a,Y 
=> ACI+BC?=AB? 


Por lo tanto, el triángulo ABC es rectángulo. 
Aplicación 3 


Dados los puntos A 


di (1,7) y B(=3;2), encuentre una 
só 


to Pl » 
9P(x; y) esté en la mediatriz del segmento AB. 


mula que exprese el hecho de que un pun- 


Resolución 

El punto P estará en la mediatriz de AB si y solo 
si la distancia de P al punto A es igual a la dis- 
tancia de P al punto B. Sea 

*  d: distancia de P(x; y) al punto AC; 7) 

*  d»: distancia de P(x; y) al punto B(-3; 2) 
donde d¡=d.. 


EN CN A 


Por lo tanto, al efectuar se obtiene la condición 
8x+10y=37 


1.5, RADIO VECTOR DE UN PUNTO (r) 
Dado un punto P(. y» la distancia del punto 
al origen de coordenadas se denomina radio 


vector (r) del punto P, y se halla de la siguiente 
Manera: 


a 

Es A+ytor>0 | 
Aplicación 4 

Calcule el radio vector del punto Q(-7; 6). 


Resolución 
Aplicamos la fórmula del radio vector para OQ. : 


r=l(=n? +6? 
1/85 


1.8. COORDENADAS DEL PUNTO MEDIO 
Las coordenadas del punto medio M del seg- 
mento de recta determinado por los puntos 
Pi (1; y) y PaGc; y2) son 

A 


do 
O 


Aplicación 5 
Halle las coordenadas del punto medio M del 
segmento de recta determinado por los puntos 


P,(-2; 3) y PA(4; -2). 
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Resolución 
Usamos la fórmula del punto medio de un seg- 


mento para P;, y Po. 


q, a] 


2 


Por lo tanto, las coordenadas del punto medio M 
1 
son| 1-1. 
n( 3) 


Aplicación 6 

Sean los puntos A(0; 6), B(8; 0) y O(0; 0), ori- 
gen de coordenadas. Calcule la distancia del 
punto O al segmento AB. 


Resolución 

Sean las distancias entre los puntos 

+ OA: distancia entre O(0; 0) y A(0; 6) 
OA=Y0? +6? =6 

+ OB: distancia entre O(0; 0) y B(8; 0) 
OB=V0? +8? =8 

+ AB: distancia entre A(0; 6) y B(8; 0) 


AB=W (0-8) +(6-0)=10 


ol 8 B(8;0) X 


Del gráfico, igualamos el área del triángulo ABC. 
(10)h _6x8 
22 


. h=4,58 


4.7 DIVISIÓN DE UN SEGMENTO 
RAZON DADA 

Dados los dos puntos fijos A(x;; Y 
un punto P(a; b) perteneciente al 


il 


tal que 2. 
PB 


EN UNA 


) Y Bl y») y 
SegmentoAB, 


entonces las coordenadas del punto P se ha- 


llan de la siguiente manera: 


Aplicación 7 
En el gráfico, halle las coordenadas d 


AP _2 


3 


si— 
PB 
B 


A(2:3) 


Resolución ' 

Calculamos las coordenadas del pun 
2 

de la condición PB =3 


el puntoP 


(7,9 


rap 


uy] 
e 
o 
o 
= 


PAIN AT 


cd o de 


B+3A 2(7,9)+3(2;3 
prat p-2(09)+3(2;3) 
A 5 
p 14 18)+(6:9) e pa (MES 19) 
5 5 5 


Por lo tanto, las coordenadas del punto P son 
27 

q 

5 ) 


Aplicación 8 
Determine las coordenadas del baricentro de la 
región triangular ABC. Considere A(0; 6) y C(8; 0). 


YA 


Resolución 


Consideremos a M punto medio de AC. 
=> M(4; 3) 


En el gráfico 


Y 


ÁCO; 6) 


B(0; 0) ACTAS 


donde G es baricentro, 


> G=2M+1B 
3 


G=24:3)+(0;0) _ (8,6) +(0;0) 
3 o 3 


Por lo tanto, las coordenadas del baricentro del 


triángulo ABC son (5 2) 


1.2, COORDENADAS DEL BARIGENTRO 

Dados los vértices A(x;; y¡), BQxz; yo) y C(x3; Y3) 
correspondientes a un triángulo, entonces las 
coordenadas del baricentro (G) se determina por 


fs 
| X+X9+X3 Y +7 Y2+Y3)] | 
es decir 
A+B+C 
3 


G= 


Aplicación 9 

Dados los puntos A(3; 2), B(7;-4) y C(-4; 14) 
correspondientes a los vértices de un triángu- 
lo. Halle las coordenadas del baricentro. 


Resolución 
Sea G el baricentro de la región triangular ABC, 
entonces sus coordenadas son 
qee, ms) 
3 y 3 


G(2; 4) 


1.9. CÁLCULO DEL ÁREA DE UNA REGIÓN - 
TRIANGULAR 

Aplicación 10 

A partir del gráfico, calcule el área de la región 
triangular ABC. 


des AM 


>< y 


BQ;-2 
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Resolución 
En el gráfico 


-  S: área sombreada 
> S=42-(7+10+6) 
S=19 u? 
En general, dado el AABC de área S 
C(x3; yg) 


Blxa; yo) 


AX; y1) 


se cumple que 
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donde D e / son valores Obtenidos de] 
arreglo numérico: 


D=X/Y2+X9Y3+X3Y 
[=y¡X29+Y2X3+Y3X; 


Aplicación 11 
Calcule el área de la región triangular de la 
aplicación anterior con ayuda de la fórmula. 


Resolución 

Ordenamos los vértices del triángulo en sent: 
do antihorario, tal que se repita las coordena: 
das del primer vértice en la cuarta fila. 


4 4 
D=8+6+8=22 
-3 2 
> 
e ¡=-12+4-8=-16 
4 4 


, MAL 

1.10. ÁNGULOS EN POSICIÓN ” 
. o 

Si introducimos un sistema. po nn 
rectangular, entonces la posición E” 
tomar el vé 
o inicial cono! 
hace gar 
s maneci Be 


un ángulo se obtiene al 
origen y hacer que el lad 
el eje X positivo. Luego, $! se 


Ñ . a 2 
en sentido contrario al. de l osició 
rio) hasta Y 
positivo: 


reloj (sentido antihora 


¡dera 
terminal, el ángulo se consid 


Ejemplos 


Por otro lado, si se hace girar el rayo en el sen- 
tido de las manecillas del reloj (horario), el 
ángulo es negativo. Esta posición estándar se 
denomina posición canónica o posición nor- 
mal de ángulos en sentido horario. 


Ejemplos 
y 


2200 


Enambos casos (sentido horario o antihorario), si 
el lado terminal (o final) de un ángulo en posición 
hormal cae en uno de los cuadrantes, diremos 
que dicho ángulo pertenece a dicho cuadrante. 


De los gráficos se afirma 
* QaÉlcC 
e BellIC 
e BelvC 


»» Observación a 

«Si el lado terminal de un ángulo. en posi: 
ción normal coincide con uno de los se- 
miejes, dicho ángulo no pertenece a nin-* 
gún cuadrante. + A 


2» DEFINICIÓN DE LAS RAZONES TRIGO- 
NOMÉTRICAS PARA UN ÁNGULO EN POSI- 
CIÓN NORMAL 

En el gráfico 


Poy dl 


donde 
- 0: medida de un ángulo en posición normal 
-  r:Yadio vector del punto P 


Se definen las razones trigonométricas de la 
siguiente manera: . 


157 


ordenada deP _ y 
radio vector Y 


senó0 


abscisa de P 
cost A O = 
radio vector 


ordenada deP y 
tan 0 = —————— = 
abscisa de P 


* abscisa de P 
cot 0 = —_—_—_—_—_—=— 
ordenada de P 


radio vector PF 
sec = ————— = — 
abscisadeP x 


radio vector ñ 


Ñ ordenada de P 3 y 


Aplicación 12 
Del gráfico, calcule sen8+cos60. 


P(3,4) F 


y 


Resolución 
Para el punto P, calculamos el radio vector. 


rola +4? > r=5 


Por definición 


4 mE 
* seng== * cosg=— 
9 5 


seno+coso=2+[P)=? 
5 5 5 


Aplicación 13 
A partir del gráfico, calcule secO+tan. 
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Resolución 
Calculamos el radio vector del punto P. 


r=los + (12? > r=13 


Por definición 


. seco== .« tan8=— 


secO+tan0==- 


Aplicación 14 
Calcule cos120*. 


Resolución 
Graficamos el ángulo 1202. 


1209 
A 


: e 
Al punto P le asociamos las coord 
además, el radio vector es 2. 


-1 
0.3 
cos120 2 


nadas (1) 


Aplicación 15 
Calcule tan(-1359). 


Resolución 
Graficamos el ángulo — 135". 


Al punto Q le asociamos las coordenadas 


(-1;-D. 


z tan(-1359) == =1 


2.1,SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONO- 
MÉTRICAS EN LOS CUADEANTES 

Dependiendo del cuadrante al que pertenece 
Un ángulo en posición normal, el valor de las 


razones trigonométricas puede ser positivo o 
negativo. 


A continuación se muestra un cuadro con los 
Signos de las razones trigonométricas de acuer- 
do ala ubicación del cuadrante del ángulo. 


Tambié 

1€ 

sio. 10 podernos resumir de acuerdo al 
Sulente esquema: 


y 
ue IC 


sen ae RT 
eno (+)| todas las RT 
cosecante (+) 


XK 
tangente l, | coseno (E 
nl á | E 

Ol INZO 
Ejemplos 
»  sen120*: (+) *  sec250%: (-) 
*  tan220": (+) «  tanE120):(40) 
*  Ccos300*: (+) *  cos(-3009): (+) 
*  cos140%:() .  sen(-1909): (+) 


Aplicación 16 
Determine el cuadrante del ángulo € si 
sen0 < 0 y tan6 > 0. 


Resolución 

De los datos 

* senó<0d => BElNIC v IVC 
+ tan6>0 > 8€IlC y IlIC 


Por lo tanto, 6 e 1IIC. 
Aplicación 17 


Determine el cuadrante del ángulo 0 si sec8 < 0 
y seng8 >0. 


- Resolución 


De los datos 
* secó<0 > BE€EINC y INC 
*« seng>0 > 08€IC v IC 


Por lo tanto, 8 e IIC. 


Aplicación 18 
Si sen%86cos8 < 0 y tan9 < cos6, determine el 


cuadrante para el ángulo 6. 
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Resolución 
De la primera condición 
sen?8cosg<0 
== 
+ 
se encuentra que cos0 < 0. 
> B8€lIC v IHMIC 


De la segunda condición 
tan8<cos8 
cos 


se encuentra que tan8 < 0. 
> B€IlC v IVC 


Por lo tanto, de (D y (ID, O e IIC. 


Aplicación 19 


- Si y-tan8cos8>0, halle el cuadrante del 


ángulo 6. 


Resolución 
De la condición del problema 


y/—tan8cosg>0 
pl 


+ 
se deduce que cos8 > 0 


> B€IC v IVC 
También 
/—tan8 > 0 
-tan8>0 —> tan8<0 
> BElC v IVC 
Por lo tanto, de (D) y (ID, 0 e IVC. 


Aplicación 20 


Si tan8 = > cos8 < 0, calcule sen6. 


Resolución 
De la condición 


tano= >; cosg<0 


se obtiene que 0 e IIC. 
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(D 


(ID) 


(D 


) 


Del gráfico, calculamos el radio vector de P. 
r=/C12+(5) =13 j 


sen9== 
13 


Una formía práctica para desarrollar este tipo 
de problemas es la siguiente: 


5 
tan8== > BElTIC 
an 12 


Graficamos tan8 en un triángulo rectángulo. 


el 
Calculamos el valor de sen0 y agregamos 


signo de acuerdo al cuadrante E. 
5 


e== 
sen 13 


Aplicación 21 


Si sen8= > BEIvC, calcule secó. 


Resolución 


Empleamos la forma práctica: 


3 pemos- 
Consideremos sen9=5 y grafid 


a 


Por último, agregamos el signo correspondien- 
te al cuadrante y a la razón trigonométrica. 


5 
: scb= 


3» ÁNGULOS CUADRANTALES 

Son aquellos ángulos cuyos lados finales 
- coinciden con uno de los ejes coordenados : 
del plano cartesiano. 


Ejemplos 


vA OS 


ggo á 
0 55 O Xx 


» Nota. 


Un ángulo cuadrantal no penenes. 
ce a ningún cuadrante. 


“La medida de un ángulo cuadranio 
tal es dela siguiente for ma: 


1099) ve Az > Jon donden e Zo EN 


Es cos180%= 


Aplicación 22 
Calcule las razones trigonométricas de los án- 
gulos 90 y 180%, 


Resolución 
Primero, calculamos las razones trigonométri- 
cas del ángulo de 90*. 


YA 


PR(O; 1) 
r=] e 
DN 
ol E: 


Del gráfico, asumimos un punto R(0; 1) en el 
lado final de 90%, tal que -: 


. seng0o=!- 1 > cscg0”=1 


1 
*  cosg90%= - 


=0 > sec900= (no definido) 


. tang09=— (no definido) > cot900=9- 


Finalmente, calculamos las razones trigono- 
métricas del ángulo de 180", 


Del gráfico, asumimos un punto S(—1; 0) en el 
lado final de 180%, tal que 


0 E 
*  senl80%=-"=0 > ese1800= (no definido) 


il > secl800=L=-1 


. tan1809==0 > cot180o= (no definido) 
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A ——— 


Los valores de las razones trigonométricas de 
otros ángulos cuadrantales se obtienen me- 
diante procedimientos similares a los ejem- 
plos anteriores. 

En el cuadro adjunto se tienen los valores de 


las razones trigonométricas de los ángulos 
cuadrantales de mayor aplicación. 


donde ND es no definido. 


4» ÁNGULOS COTERMINALES 
Dos o más ángulos son coterminales si presen- 
tan el mismo lado inicial, lado terminal y vértice. 


Si estos ángulos se presentan en posición nor- 
mal y se aplican las definiciones de las razones 
trigonométricas, podemos concluir que las ra- 
zones trigonométricas de los ángulos cotermi- 
nales son respectivamente iguales. 


Ejemplo 


(4; 92 


Del gráfico, a. y KB son ángulos coterminales, 


donde por definición se cumple 
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. mann cosfima 


3 3 
« tana=--=;t === 
0 4 anf 7 


4,1. PROPIEDAD DE ÁNGULOS COTERMINALES | 
Siendo a y $ ángulos coterminales, se cumple 


a—p=360%7; neZ ] 
| RT(a)=RT(B) | | 


En esta última relación se observa que el nú- 
mero entero de vueltas se elimina. 


Ejemplos 


l : Y 
. sen750%= sen(2x360% +30%) = sen30”=> 


*  cos1125%=cos (3360% + 450) = cos45"="7" 


. le an 2052) 10 65 A 
3 3 

1. BN 

tanz | 

0) l 

. esc(—17630) =ese(-5x360+37 ) so 
esc3ra3 


» Nota e, S o os 40 
De los ejemplos anteriores 22%. ba 
17639 son 7 


230% 115, 2% y 
¡ames 


-con E 45%, = a y ga RES 


Satélite artificial de telecomunicaciones 


Se entiende por satélite artificial todo cuerpo fabricado por el hombre y puesto por él en órbita 
terrestre, lunar o alrededor de otro astro del sistema solar. 


En teoría, el principio fundamental en que se basa la comunicación vía satélite es bastante 
simple, pero resulta muy complejo de llevarlo a la práctica. Una vez situado en órbita, el satélite 
de telecomunicaciones es un punto fijo en el espacio que puede ser utilizado para reflejar o 
retransmitir una señal de radio de alta frecuencia, 


La señal de audio o video que se transmite se envía al espacio y es recibida por el satélite, el cual la 
amplifica y la retransmite a la Tierra. Esto permite que la señal, que solamente puede viajar en línea 
recta, “rebote” a lo largo de miles de kilómetros hasta las localidades situadas en todo el mundo. 


Salvo raras excepciones, los satélites de telecomunicaciones son geoestacionarios o están co- 
locados en una órbita especial, a casi 36000 km de altura sobre el ecuador, con una velocidad 
angular igual a la terrestre, por lo que:se mantienen fijos respecto a un punto cualquiera de 
la superficie de la Tierra. Los satélites geoestacionarios ofrecen a las telecomunicaciones las 

ventajas siguientes: ; | 
Tres satélites son suficientes para cubrir toda la Aoperle terrestre (excluidos los casquetes 
polares). : | 


En conjunto, el sistema de telecomunicaciones (satélites y estaciones terrestres) tiene una 
configuración fija, lo que simplifica considerablemente el modo de operar y hace que las - 
interferencias puedan controlarse mejor; todo ello permite la instalación en el espacio de 

una gran capacidad de comunicación. O OS : A , 


Uso y. funciones de satélites artificiales”. 
Én a Ihistoriayblogéafias com>. 


Adaptado de “¿Qué es un satélite artificial? 


> Problemas resueltos 


Problema 1 


El punto P(2; a 242) pertenece al lado final del 


ángulo en posición normal 6. Calcule 


M= 4/3 (sen0-/2c050) 


Resolución 
Graficamos el ángulo 6. 


donde 
2 + (9/2) = 
12=% > r=243 
Luego a ha 
22 _ 2 
sen0= 23 = NE 
. A A 
] 2/3 43 
> M=+3(sen0-/2c0s0) 
42 
0-12 3) 
M=-4/2-J/2 
M=-24/2 
Problema 2 


A partir del gráfico, calcule 25ec8 si AB = 342. 


Resolución 
En el gráfico 


En el DMAAB 
AH=BH=3 
> OH=2 


Luego, las coordenadas de B son (-2; 3). 
Se pide calcular 


2sec0 = 8) 


2sec8=-413 


Problema 3 , 
En el gráfico, AB=6 y AO=3. Calcule el Y 
M=(cota+1) 


or de 


Resolución 
En el gráfico 


AAA 


En el IN BHA —2 


- tanf== 
BH=3; AH =34/3 3 
1 
Luego, las coordenadas de B son El +34/3);3). -- tana+tanf= 3 
Nos piden 
) Problema 5 
M =(cota + y? == E + ] Se muestra una semicircunferencia con centro 
3 en O. Calcule £ = /5 (sen 8 + cos8). 
2 2 
mM =(-(1+ 4/3) +1)" =(-43) , 
. M=3 
Problema 4 


En el gráfico, BC=6; DE=EC=2 y BF=FC. Calcule 
el valor de tana. +tanf. 


Resolución 
En el gráfico 


Resolución 
En el gráfico 


Consideremos OC=0B=5. 
> OP=5; OH=3; OM=4 


Luego, las coordenadas de P son (-4; 8). 
> AP=r 


r=i(ay +8 > r=445 


Nos piden 
L=WV5(sen8 + cos0) 


. L=1 
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De la condición del problema 


Problema 6 Resolución | 


En el gráfico, los puntos B y T son de tan- eebre 
gencia; además, O es el centro de la circun- (») 
ferencia. Si OM es paralelo a TH, calcule Poradefinición 


Z=34(sena+cosa) b a 
. sen0= ES * cosg== 
/ Cc 


Reemplazamos en (*). 


Resolución 
En el gráfico 


Nos piden 
O=tan0+cot0 


Problema 8 


i j del punto P es 
Consideremos que OB=0T=3k. Si el radio vector del p 
> OH=5k M=yY10sen8+3tand 


J10, calcule 


Luego, las coordenadas de O son (-5k; -3k). 
> rMa(-3k)+(-5k) 


r= /34k 
Nos piden 
Z = 34 (sena + cosa) P(a-1,a+1) 
—_3R  -—5k 
Z= e + E) Resolución 
/34kR — /34k En el gráfico 
. Z=-8 
Problema 7 


La longitud del radio vector del punto P(a; b) 
es c; además, asen9+bcos8=c. Si O es la medi- 
«da del ángulo en posición normal asociado al 
punto P, calcule Q=tan0+cotb. 


P(a-1; a+) 
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u 


: 2 
> (a-1+(a+1 =y10 
2(a?+1)=10 
a?=4 > a=-2 


Luego, las coordenadas de P son (-3; —1). 


Nos piden 
M=Y10sen0+3tan0 


e) 
. M=0 


Problema 9 


Los ángulo a y f están en posición nor- 


mal, donde a pertenece al tercer cuadran-. 


te y B, al cuarto cuadrante, tal que tana=2; 
esch=seca+csca. 


Calcule L = 5 senf + [E cost 


Resolución 
Para el ángulo a. e MIC 


e) 


El; -2) 
Del gráfico 


y5 
seca = =Ssco= 


P ició 
Or Condición del problema ' 
“seB=seca+esca 


csef=-J5 43 
9. 
esep = 345 
2 


Luego, para f e IVC 


(a; —-2) 


Calculamos el valor de la abscisa (a). 


a? +(2) =(3,/5) > a=W41 


Nos piden 


L=/5seng + [5 cos$ 


als) 
Ls 
Problema 10. 


La medida de un ángulo a, perteneciente al ter- 


PE (4senZa+3) 
cer cuadrante, es tal que (4/2) e a 


Calcule el valor de M=2c0s0—seca. 


Resolución 
De la condición del problema 
4sen? 0,+3) 4 
(ajeeteo (5) 


> 4senta+3=4 


nta=osenu=+ 
s =a a 


- Para o. e HC 
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Del gráfico Problema 12 


a+ (-1?=2 En el gráfico adjunto, las coorde 
A son (1; 2). Calcule el va] 
a | alor d 


nadas de Punto 
eM =csc O cotg, 


Y 
Nos piden Á 


M=-2cosa.—seca 


0D 3 


X 
M=43 + 2 
43 
Resolución 
M= 543 En el gráfico 
3 
Problema 11 


Si a es un ángulo en posición normal pertene- 
ciente al tercer cuadrante; además, 


a 
sena = =p b<a<0, calcule Z=acota.+bcosa. 


Resolución 
De la condición del problema Nos piden 
2 
sena ==; b<a<o0 M=csc*8-—cot8 
2 
(81 -2 
11 ] 
M=3 
Problema 13 expresos 
Determine los signos de las siguientes 
P(x; a) 


L  sec160%tan250 
IL. csc300%+c0s2102 


Nos piden III. sen120%-cot330% 
Z=acota+bcosa Ls 
Resolución 
Z= a() + ES Ll. sec160%: (2) 
il =p tan2500: (+) 
- Z=0 > sec160tan250%(-) 
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€ 


IL esc300% 
cos210%: (>) 
5 csc300%+cos210%: (+2) =0) 


sen120": (+) 
cot330%: (-) 
> sen120”-cot330% (+) (2 =(4) 


IT. 


a: 


Por lo tanto, los signos de las expresiones 1, II y 
Ill son (7); O); (+), respectivamente. 


Problema 14 
SicosB= -3y csc8 <0, calcule el valor de n enla 


siguiente igualdad: 2/2 cot8 +2n =sec 0. 


Resolución 
De las condiciones 


cosg= 5 cscg<0 


se deduce que 6 e IIIC. 


y 


> ED'+m?=3? 
m=8 > m=-24/2 


Finalmente, en la igualdad 


2/2 c0t0+2n =secg 


ae 


" N=-2 - 


Problema 15 
TE, E 
aa 


expresiones: 
l.. M=c0s20 


IL N= sen[ $) 
2 


III. P=tan30 


Si oc ) halle los signos de las siguientes 


Resolución 
I.. Del dato 


Leader 
4 2 


To29<n 
2 


> 20€ lIC 


Luego, cos28 < 0. 


A M<O0 


IL. - Del mismo modo 


Fur de PRE 
4 2 
31 30 3n 
AA — <X— 
g8 2 4 


> Sel y IC 


Luego, sen[=) >0. 


2 
N>0 

III. Para 30 
27 
4 2 


> 38€lC y NIC 
.Luego, tan30<0 v tan30 >0 


Por lo tanto, los signos de M, N y P son (2), (+), 
(+), respectivamente. 
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Problema 16 
¿Cuántos ángulos cuadrantales existen en el 
intervalo (200%; 19009)? 


Resolución 
Sea O la medida de un ángulo cuadrantal. 


=> 0=90%%R;¡keZ 
Por condición del problema 
200% <8 < 19009 
2002 < 90% < 19002 
20 <R< id 
9 9 
> k:334;5;...; 21 
AAA A ASAK<XKX 
19 valores 
Por lo tanto, existen 19 ángulos cuadrantales 
en el intervalo (2009; 1900). 


Problema 17 


Para un cierto ángulo se cumple que 
a z 
cosB =—; a>0; además, tanf < 0. 
a+l ( 
Calcule M=cscf+cotf. 
Resolución 


Por condición del problema, cos f es positivo y 
tan $ es negativo; entonces f e IVC. 


YA 


> dry=(a+1) 


Nos piden 
M=cscpf+cotf 
a+l a 


-/1+2a  -/1+2a 


M=-y2a+1 


Problema 18 


Si a y O son ángulos cuadrantales positivos me. 


nores que una vuelta, tal que 


Vtand = senta —1a>8 
calcule a.+08. 


Resolución 


Por condición del problema 


/tan8 =sen* a. —1 


donde a y 9 son ángulos cuadrantales positivos 


menores que una vuelta. 
> tan0=0 > 0=1802 
Reemplazamos. 

O=senta-1 

senta=1 

sena =+1 


Como a > 0 
> sena=-1 


Identificamos Q.. 
a.=2709 


a+8=4502 


Problema 19 


Enel gráfico mostrado, calcu 


l 
JeN=seb escot 


AA 


Resolución : Resolución 
En el gráfico En el gráfico 


E a H 


QUE; -2) 


Consideremos las distancias 


. PH=a;, OH=b 
Consideramos los puntos P y Q que pertene- 


cen a la recta de ecuación y=2x. Entonces el ángulo 8 en posición normal será 


: iguiente manera: 
Luego, damos valores a las coordenadas de P: dela:siguiente manera 


la abscisa igual a 1, entonces su ordenada será 
2; también para el punto Q, tomemos abscisa 


YN 


(-1), entonces su ordenada será (-2). X 
Nos piden 

N=sec8csca +1 l iS 

EE). : z 4 : Eb; -a) 

112 SS 
] N=3 E Del gráfico * 
. -2 seno > a=-rsenó 
! r 

Problema 20 


. a > b=-rcos0 
r 


En el gráfico, d 
» Cetermine la suma de las coor- Luego, las coordenadas del punto P son 


denadas del punto P si su radio vector tiene (-a:b) 
longitud y. E 


—a+b=r(sen9-cost) 


Problema 21 


Six es la medida de un ángulo en posición nor- 
mal, tal que 

343 
4g3secx 
calcule el valor de escx+cotx. Considere cotx<0. 


= sen15%-cos75%-sen2709 
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A a 


Resolución 


Resolución 
En el gráfico 


De la condición del problema 
3e9 =sen15%-cos75%-sen2709 
ggsee ¿ 
La cos75%-cos752-(-1) 
4gsecx 
343 


49secx = 


EEN 73 a (72 Jo 


Luego 


secx= y 
, 9) 

Á M 

Además, cotx <0, entonces x € IVC. as BN perpendicular alejeX y Mipe: 


Empleamos la forma práctica para calcular pendicular a BM. 


iS Observamos que los triangulos ONB y AMB son 


congruentes. . 
> BM=7;AM=3 
Luego, las coordenadas del punto Á Son 
(4; -10). 3 
Nos piden 
E T=2tan9+6 


3 
e. CSOCX=-— 
v3 E r=2o-7)+6=1 


2 
e.  COotx=-—= : 
v5 Problema 23 
“. Csex+cotx=-45 Para los ángulos a y B se cumple 0 
cosasenf > 0 panas 3 + jsenbl- 
Problema 22 Calcule el valor de Q=4/13 (sena- 


En el gráfico mostrado, calcule T=2tan8+6. 


coso). 


Resolución 
De la segunda condición de 
senf-1=0 A 2tana+3= 


cé 
¡ problema, $€ dedu 


3 
> senf=1;tana ==> 


roblemá * 


De la primera condición delp 
cosa.senf > 0 
cosa(1) > 0 

> cosa >0 


OS 70 ca 
EEES IA ARETES ad úl 
e is il e rt di 


Se deduce que o. € IVC. 
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pr 


Empleamos la forma práctica para calcular 
seno: y COSO. 


donde 
5 Cosa ES 
A=-===; === 
Nos piden 


O = 13 (sena - cosa) 


o ((55)-75) 
. Q=-5 


Problema 24 


Sia es un ángulo positivo y menor que una vuel- 
ta, y no pertenece al primer cuadrante; además 
tana. +/-cos? 8 = 1, 8 e (-1; 0), calcule 
M=sen(28+01) 


Resolución 
De la condición del problema 


tana. +Y-cos?g =] 


Se obtiene 
-cos%9 > 
cos%8 <Q, 


Sin embargo, cos? > q 
3 c0sg=( " 


Luego, ya que -T<9<0 
a 9-5 
2 


Respecto aa 
tana=] 
> QU= 5n 
4 


Nos piden 
M=sen(20+0) 


M sen (a+). sen[+) 
4 4 


2 
Ms 
Problema 25 


Del gráfico, calcule el valor de tana tan6. 


Pla: =b) 


"Resolución 


En el gráfico 


Pía; =b) 


y 


donde tan al = E 
a 


Tornamos el punto Q, opuesto al punto P, es 
decir, Q(-a; b). 


De esta manera, 6 es un ángulo en posición normal. 


>o tano=-2. 
a 


Nos piden 


0 


b 
tanatan0=|=— 
a 
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Problema 26 Problema 27 


El triángulo ABO es equilátero; y M y N son pun- Si 0 es un ángulo del segundo cuadrante 
tos de trisección de AB. Calcule cot6. 


tal que 


(sen9y “050 =$ sen?9 
calcule el valor de A=+/143 (tan 12seng 
Resolución 
De la condición del problema 

(sen) 95 - (seng2 


), 


> costs > 
12 


TT A 
12 


Resolución donde 6 e IIC. 

En el gráfico etas , 
Empleamos la forma práctica para el cálculo 
de sen y tan6. 


Del gráfico 
4143 143 
. n8= +. tan0=—— 
12 1 
Consideremos AB=6, N id 
os piden 
> AN=4; AQ=2; NQ= 
=4; AQ=2; NQ=24/3 A=4143 (tan0-12sen0) 
En consecuencia, QH=1 y OH=3, = 4143 (E Y E) (18) 
12 
De esta manera, tomamos a 9 como un ángulo 
en posición normal. 
. A=-286 
Problema 28 


ciente 
Sea a la medida de un ángulo Po calce 
tercer cuadrante, tal que tanos 
el válor de Z= 40seca—41sena: 


Resolución 
Del dato, tana.=0,225. 


| 9 
: =2 0 € MC 
=3 tana 40 
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0 | 3 


. 


Empleamos el método práctico para el cálculo Luego 
ol. 
de seca y Sen mas E 
a+b 
41 
9 tana = A 
a+axy2 
40 ES 
tan Q= _va(y2-1) = 2 == AZ 
Entonces (Ya + 12 3 ») 
n 
o sena = pj 
* seca==7p A Luego 
tan? a =6- 4/2 
Nos piden 
. Z=40seca—41sena . 4/2+tan?2a=6 
z- s0[-£)-41(57) 
40 41 
Z=-41+9 Problema 30 
- Z=-32 Sean a: y Blas medidas de dos ángulos cotermi- 
+ nales, tal que tan a = iaa y cotf = q 
Problema 29 ida te 


Los puntos A(a+b; b) y B(b; a=b) pertenecen Calcule el valor de 4tana +5. Considere a e MIC. 


al lado terminal del ángulo a: en-posición nor- 


mal. Calcule 4/2 +tan? a. Considere b >0. Resolución 
Reiciadión Como d: y B son coterminales, tana. =tanfB. 
Graficamos los puntos A y B. 2R+3 e 4R 
4R+5 8R+2 
y 16%?+28k+6=16%?+20% 


8kR=-6 


Luego, reemplazamos en el dato. 


8R+2 

otf = er 
_ (E6)+2_4 
cotf = as 3 


. 4 
Como a. y B son coterminales, cota. = 3 


> nas 
4 


4tana+5=8 
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Problema 31 

En el gráfico, las coordenadas del punto B son 
(-b; a). Si AB=b-a; OA=a+b, calcule 
M=cscg-sec8 


C O X 


Resolución 
En el gráfico 


donde 
2 2_ 2 2 
a“+b*=(b+a)-(b-a) 
a?+b*=4ab 


> tan8+cot0=-4 
secgcscgO=-4 


Nos piden 
M=csc08-—secg 


M?=sec*0+csc*0—2secg esco 
M?*=sec?0 esc? - 2sec8 esca 
M*=(-4-2(-4) | 


M=2v46 
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Problema 32 
Si AM=3MB, calcule tana. 


Resolución 
En el gráfico, ubicamos el punto /. 


El punto A(x; 3) pertenec 
3x+2y-3=0 
> 3x+6-3=0 > x=-1 


Luego, tenemos las coordenadas d 
y B(1; 0). 


Calculamos las coordenadas del P 


la razón dada. 
3(1,0)+1(-1,3) 
4 


1.3 
7 m(53) 


: do 
El punto N se obtiene considera 


e ala recta de ecuación 


e A) 


mo 


donde 1 
tana = El 

4 

2 

tana. =-* 

3 

Problema 33 


Si a. y 8 son ángulos cuadrantales positivos me- 


hores que una vuelta, además sen8+|cosa.|=2, 
calcule el valor de 


senía. — 8) + tan? 5 


sen(60% +9) 
Resolución 


De la condición del problema sen8+|cosa|=2 
se deduce que sen9=1 y |cosa|=1. 


Luego 


Bs? 


También 
| cosa |=1 


CosQ=- 1] 3 Q=5T 


Nos piden 
senla.- 9 20 
ma )+tan : 


sen(60%+9) 
sení y tan? Y 
M= pb E 


T T 
sen| “4% 
+) 


1 Z 
AER 


". M=8 


Problema 34 


Si 0 y f pertenecen al intervalo (0; 211), además 
son ángulos cuadrantales que cumplen 


yescfB—1+/tand = a 


calcule el valor de N= a+ sen Jsec[*2) 


Resolución 
De la condición del problema 


yJescB—1+Ytan8 =a 


Como B y O son cuadrantales 
» cscp=+1 > cscf=1 
+  tang8=0 


Luego se concluye que a=0. 
e csef=1 > B => 


* tan9=0. >. 0=x 


Nos piden 
2B 


N=a+ e sec B 
A 4 3 


» PT 
Qg¿sénsecz 


N=42 


Problema 35 


Dada la ecuación x?+4xc0s9+4senf$+8=0; 
donde x e R; además, 0 y B son las medidas de 
dos ángulos positivos y menores que una vuelta. 


Le) 
Calcule Q =sen(PB - 8) + secz. 


Resolución 

Para la ecuación 
x2+4xc0s0+4senf+8=0; 
A>0 


> (4cos0)?-4(1)(4senfB+8) > 0 
16cos*8-16(senf+2) > 0 
cos*0-(senf+2)>0 


cos*8 > senf+2”. (5 
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Además 
cos9<1 

> 1>senf+2 
-1 > senf 


Luego deducimos que senf$=-1 
> p=2700 


En (*) 
cos8 > 1 
> cos“9=1 
cosg=-1 => 0=1809 
Nos piden 
0 
Q=sen(B- 9) +secz 
Q=sen90%+sec 602 


Q=3 


Problema 36 
Se conoce que 


Vl+sena +4-1-sena = cos? f +sen? 8 


donde a, $ y € son ángulos positivos menores - 


que una vuelta, tal que a.> 0 > f. Calcule 0.+8=0. 


Resolución 

De la condición del problema 
—-1-sena > 0 
-1 > sena 

>3 sena=-1 >= qa=2709 


Reemplazamos en la condición. 
0=c0s*B+sen? 


Se obtiene 
sen?8=0; cos*B=0 
> sen8=0; cosB=0 


Tenemos que los posibles valores de B y 8 son 


90* y 180%, ya que, además, deben ser meno- 
res que 0.=2700, " 


Por condición del problema (a > 8 > p) 
> 0=180% B=900 


a+Pp-08=1800 


—u 


Problema 37 


Los puntos P, M y T son de tan ¡ 
Ñ gencia; 
mx QBT=m=xQAN. Calcule tano. además, 


Resolución 
Consideremos al punto O centro de la circun- 
ferencia. 


Consideramos OP=07T=1. 
>.00=WV2 


Luego 


MO=BQ=YV2+1 
EnMBQT 


1 
AS Al 
tana. = 2-1 


« ceriptible) 
En el cuadrilátero ANOB (inscripti 


9=45%+0 
> tanO=tan(45%+0) 
q 
tan 11421) 


a 
mA 


tang=V2+1 


pa — 


Problema 38 


De acuerdo al gráfico, calcule Z=tanfB-2tan az. 


Considere AB=AC. 


Resolución 
Trazamos AH 1 BC. 


Como AB=AC=r 


BH=HC=rseng 
> AH=rcosg 


Conseguimo: 


AyB: A sasílas coordenadas de los puntos 


=Fsen0; =n) y B(-2rsen6; m). 


Nos piden 
Z=tanfB-2tana 
al qe 
“sen 8 —2rsen6 


Za 10M. rcosg 
rsenóo 


" Z=cotg 


a 
rsen8 


> : | 


Problema 39 


En el gráfico, se muestra una circunferencia de 
tana — tan8 


secó 


radio r. Calcule el valor de 


YA 


Resolución 
Señalamos los puntos P y Q. 


Q(0; +) 


Para el punto P(x; y) 


x . 
* ==C080 > x=rcosg 


=sené > y=rsen8 


> P(rcos 0; rsen8) 


Luego, M es punto medio de PQ 
ES pseno=r] 
> M | |——=; —_—_—_— 


2 2 


Por definición 


rsen0-r 


tana =—2— 
rcos6 


2 
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Consideremos BH=HC=a; AH= b 


sen0-—1 
sind cos0 a 
tana.=tan9-sec 0 di => 
tana — tan8 sel 
secO Luego 
e a+b=17 
Problema 40 : e Puta 
El punto O es centro para la circunferencia. 
Calcule cotf si AC=7 y AB=5. 
En el MAOH 
b> 23) 
2 
b>a 
> b=4;a=3 


Para el gráfico 


cota.=cotfB 


y 


Además 
Resolución Aaa cota =b 
En el gráfico Ó ? 

ona cota =4 
2 2 

3tan*a+3=8tana 
3+3cot%0=8 cota 


3cot%a-8cota+3=0 


4+v7 


> cota = 


P- Test 


. Si send== y 8 € IIC, calcule sec9+tan8. 


AY <1 B) -2 O) -3 
D) 2 E) 3 


. Seacosó= 13 tan0 > 0. Calcule sen9+c0s6. 


17 7 7 
pr B 2 a 
3 E O =3 

2 3 
) 3 ) => 


E Calcule tan135%+/2 sec1350, 


A) -2 B) -3 C) -4 
D) -5 E) -y2 


De acuerdo al gráfico, calcule 
60(sec0—csco) - 


¿P12; 5) 


A) -22] 


B) -222 C) -223 
D) -224 i . 


E) -225 


a En el gráfi 


€o, calcule la suma de coordena- 
as del p 


Unto P. Considere OP= 10. 


A) -2 B) 2 C) -4 
D) 4 E) 6 


o_ o 
Calcule el valor de 2sen90%-sec3600 


4tan180%+2 

Sa Bl 0) 1 
en 3 

1 3 

DsÉ- LS Ey í 

) 7 j 5 


¿Cuántos ángulos cuadrantales se encuentran 
comprendidos en el intervalo de (209; 6909)? 


A) 5 B) 6 O 7 

D) 8 E) 9 

De acuerdo al gráfico, calcule ie a. 
Pla; 2b) 

Xx 

3 3 4 

aa B) 2 oz 

A) ; ) 5 ) 5 

4 2 

a Ey £ 

DIE JE 
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10. En el gráfico, calcule 13 (sec0—csc6). 12, Calcule el valor de Atan“2400+co12 403 
A) 12 B) 15 09 35 
3 
=> 37 


13, La medida del ángulo € cumple la condi 
ción 5sen0-tan*60%=0; además, pertenece 
al segundo cuadrante. Calcule tan9-cotp, 


7 12 7 
13 : A) = BD) = ¿E 
y =5 ) 13 dE O =7 
el 14. Calcule el valor de 
C) $9 2sen90%+4c0s1809 
s 3c0s180%+4 
9 á 
D) =2 A), £2 B) 2 0) o 
E) 33 D) 3 E) = 
á 15. Para un ángulo 6, cuadrantal, positivo Y 
11.S tl ea menor que una vuelta, se cumple que 
: ea un ángulo en posición AOIAL, de me- | Sén8=2c0s1 809 +sen902 
dida a, tal que 64tan“a.- cota=0. Calcule Calcule 2c5c8+4c058. 
sena cosa. Considere a e IVC. 
2/2 22 4/2 A) -1 
yal pa y 2 Ez 
' di E o 2 
D) 4y2 | E) 5y2 D) 4 
3 9 E) -4 


»»: 

LAVES 
4 7 
5 Eu 8 
653 9 
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> Problemas propuestos 4 


Nivel básico 


El lado final de un ángulo en posición nor- 
mal, cuya medida es 0, pasa por el pun- 
to P(3; -7). Calcule /58 (Icos 0| -Isen0)). 


A) -1 B) -2 O) -3 
D) -4 E) -5 


Si a. es la medida de un ángulo en posición 
normal, además cos 0:=0,25; 270% < a < 3600, 
seca. — esca 


calcule el valor de 
l-cota 


A) 24 B) 4 O 245 
D) -2415 - El 2 


Los puntos P y Q de coordenadas (-1; a) 
y (b; —9), respectivamente, pertenecen al 
lado final de un ángulo en posición normal 


3 
de medida 6. Si sen0 = -—=, calcule a+b. 
10 y 
A -4 B) -5 CO) -6: 
D -7 E) -8 


. Sicos?9= 5 9 e (270%; 360%, calcule 4tan6. 


A) E B) -45 O) -245 
D) 6 E) -545 


- Para un ángulo 0 en posición normal se 


tiene que sec8 = > tan9<0. Calcule csc6. 


a 2 5 5 
E B) 3 (0) 3 
a E) 2 


6. 


10. 


La abscisa del punto P es —1 y su radio vec- 
tor es 2. Calcule sen0 cos6. 


1 
D) = E) 73 


Si cot8 = > 8 e IIC, calcule 26cos 0. 


A) =10. .B)-9 C) -8 
D) -6 | * E) -4 


El punto P(a; -2a), donde a < 0, pertenece 
al lado terminal del ángulo en posición nor- 
mal 0. Calcule el valor de /5 cscO—tan6. 


1 3 Í 
Ñ> B5 O 3 
9 

D) 4 E) a 


Si se cumple que sen89+csc8 < 0; 


-1 
secd= A , calcule 13(sen8+c0s 0). 


A) =8 B) -7 O -6 
D -5 E) -4 


El lado final de un ángulo en posición nor- 
mal, cuya medida es 6, pasa por el punto 
0(3; -7). Calcule /58 (sen0—cos0). 


C) -10 
E) -12 


A) -8 B) -9 
D) -11 
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A — 
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y ic strad , Mes punto medio : 
Te En el gráfico mostrado a a ( 
de AB. Calcule cot0. D -5 O). - 


14. Si se cumple que tan? 0 = Llano 


5 
calcule 4/26 esc 0-cot0. 


A) 20 B) 21 O 2 
D) 27 E) 31 


cotO 
15. En el gráfico mostrado, calcule E 


MQ: 3) 


NE] 

A) Y2 B) Y3 O 7 

E) B) > C) -- 5 1 Bl 
D) Ll E) 3 2 
6 9 AB=10y BC=2 


13, En el gráfico mostrado, las coordenadas 
del punto A son (-2; 3). Calcule el valor de 
6tana—13c0s%a. 


donde 0 pertenece al segundo Cuadrante, 


— 


17. Del gráfico mostrado, calcule tan8 si ABCD 


20. En el gráfico, calcule 3tanf —/10 seca. 
es un paralelogramo; además, CD=5. 


P(1; 3) Y 


A) -6 B) -8 C) -9 


nl == O D) -10 E) -11 
D) Me E) 3 Nivel intermedio 
7 7 


21. Del gráfico mostrado, calcule tana.+tanf. 
18, Enel gráfico, OA=5; AB=6 y OB=4. Calcule 


sec0+2. 
A 6 
B) 8 
0) 9 
D) 10 
E) 11 : 
25 
A) — 
) 12 
19 ) 27 
- Enel gráfico, OA=0B. Calcule csc8+tan $. Dx 


VY 
22. En el gráfico, las coordenadas del punto M 
ACM) son (-6; 8). Calcule el valor de 
5(sena+cos0)-6csc8 


B(3;m) 
10 
A) 2 B) TO +2 o J10 +1 
3 3 
D) M10+2 y 4523 A) -9 B) -8 O 3 


23, En el gráfico, OA=AB y cot0=-(2+ 3). 
Calcule tana. 


A) -5 
B) -4 
C) -43 
D) -/2 
E) -1 


24, En el gráfico mostrado, OPQ es un trián- 
gulo rectángulo e isósceles (recto en P) y 
M es punto medio de PQ. Calcule el valor 
eS cotB— cota 
cota, 


A) -1 UN 
D) -2 33 


25. Con los datos del gráfico, calcule el valor 
de la siguiente expresión: 


COS OLCOSf — 6 sena.senf 
A OR” VOS Senp 
cotK 


186 


1 
== yl 
20 Lee 


26. En el gráfico mostrado, calcule tand+cota, 


P(5; -12) 
i 144 Bo. 
A) eS BD] Y 
E : 169 
D) = E) 60 


97, De acuerdo al gráfico, calcule 


Y5 sena. + (34 cosb 


seno 


28, Del gráfico, calcule tana. 31. Enel gráfico mostrado, AVN=3NMB y las coor- 
denadas del punto N son (a; 0). Si el valor 


del área de la región triangular OAB es de 
calcule tana. 


A 
A) 0,4 B) 0,5 C) 0,6 2 3 1 
D) 0,8 E) 0,9 0 a O 3 
1 E) A 
29, Setiene una circunferencia tangente aleje X D 3 4 
y al segmento PQ. Si OA=AB y P(-9;0); + 
Q(0; -12), calcule tan6. 32, Dada la circunferencia con centro en P; y 
” OA=30H. Calcule tana. 
12 O iS z > : 4 s y 
9 X_ A A) -Y2 | 
; SO SY 
B Ss A 
D) /3- 5 
E) 2 
Qu 
2 
N A V2- a 3 
(Va 3) B) 2-43 is 32, En el gráfico mostrado, calcule cot0 coté. 
D) -J2 


E) 2/3-/2 ajledy y 
30, si OABC es un cu 
1 


adrado y tan8=-2, calcu- 
€ el área del cuadrado. 


-6 ) B) -4 C) -3 
E Es E) -1 
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34. Del gráfico mostrado, calcule tan0 si 
DP=PC. Considere AOB sector circular. 


n= 
a) 
O 5 
D) 5 
E) 2 


35. Del gráfico mostrado, sea P(-16; - 12) y el 
punto O es centro de la circunferencia. Si 
00 es paralelo al eje Y calcule tano.—3cot6. 


A) -1 
B) -3 
O 2 
D) -4 
2 

2 


36. Si a, B| y € son ángulos cuadrantales dis- 
tintos, mayores o iguales que 0% pero 
menores O iguales que 270%, tal que 


cosP=/seng-/sena:, calcule cos (a+ B+0). 


A) -2 
D) 1 


B) -1 00 


E) 2 


37. Si8 y a son las medidas de dos ángulos cua- 
drantales positivos, diferentes y menores 
que una vuelta, tal que sena. < tan6, calcule 


cos8 +sena tan Y 


a, 0 
sen+ + cos— 
aa 
A) -2 B) -1 ey 
3 
D po? . 
) 3 ,E) 2 
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38. Si a, O y B pertenecen al intervalo (0;2 


39. 


40, 


41. 


> 


d m); 
además, son cuadrantales que cumplen la 


condición (cos0+1)”=tanf+cota, calcule 
el mayor valor de a.-0-f. 


3T T 
A) -= B) -2 sl 
) > ) -21 C) ; 
D) —T E) _á 
:2 

Calcule la media aritmética de todos los 


ángulos coterminales con 230%, menores 
que 3840" y mayores que una vuelta. 


C) 5370 
E) 221000 


A) 52709 
D) 201009 


B) 56309 


Nivel avanzado 


El valor del área de una región triangular es 
S, y dos de sus vértices tienen por qnen 
das (3; 2) y (5; 4). Además, el is . 


— 


la región triangular es (1; 4). Calcule 


cule 


CD es un rombo. Cal 
dere AM= 


En el gráfico, AB ; 
el valor de tan9+cot6. Consi 


42, En el gráfico, AH=5; AB=17 y OH=12. 


7 1 18 
Calcule tana. ST Pla O 
257 
a -— B Y D-2 4 
e ) 40 ) 41 
ET | | 
pe 45. Siendo a. y 0 ángulos cuadrantales, posi- 
0) 7349 tivos y menores que una vuelta; además, 
sena. +|cos8|=2, calcule 
py 21 
349 > sen(a—0)+tan? (5) 
E= 
Ey -269 cos(60*+8) 
71 
43, Del gráfico adjunto, halle el valor de E en A) ZÉ B) -1 ¡)0) 
términos de a. 2 
E=secg+csca D) -2 E) -4 
E | 46. Si 9 es un ángulo en posición normal y no 
pertenece al IVC, halle 
K=bcos0+acote 
Considere que sen8 = a b<a<0. 
AJO B) 1 O 2 
, D) a+b E) a-b 
A) 2a BD) <a o) , ¿ 
; 47, Calcule coté a partir del gráfico adjunto. 
D) aa? +1 va? +1 E) 2V/a?+1 Considere que P es punto de tangencia. 
a a 
4, 


= 


Del siguiente gráfico, determine el valor de 
l- ese? 

P=7Csec . 
Lesec?g Sl se sabe que HG=CF. 


48. Del siguiente gráfico, determine el valor de 


A=46 (cosa +cscf) 


3 2/3 4/2 «/2 
A BS AO 
D) mb ¿PE nn 


49. En el gráfico adjunto, se tiene la figura de 
una parábola cuyo vértice es (0; — 1), tam- 


bién se tiene el ángulo 9enposición normal... 


Calcule el área de la región sombreada si. . 


45 
daa 
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50. 


A) (1+345) u? 
B) (2+ 4/5) u? 
O (B- Bu? 


D) 4 u? 
E) 2u? 


Sean los puntos A(-3; 4), B(4; JyCE4 A 
calcule la tangente del ángulo en posición 
normal a. cuyo lado final pasa por el crei 
centro y ortocentro del triángulo ABC. E 
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CAPÍTULO VI 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
FUNDAMENTALES 


Objetivos 

e Conocerlas identidades fundamentales y auxiliares, y reconocer las formas alternativas de' 
cada una. 

+ Desarrollar los procesos algéebraicos que involucren el uso de las identidades trigonométricas. 

* Aplicar las identidades trigonométricas en simplificación y transformación de expresiones... 


trigonométricas. 


Introducción j 

En este capítulo se estudiará una serie de igualdades en las que intervienen expresiones trigono- 
métricas que son válidas para todos los valores de la variable. Estas igualdades reciben el nombre 
de identidades trigonométricas. 


Estas identidades fueron creadas a partir de la trigonometría plana y esférica para después ser 


perfeccionadas y lograr lo que hoy denominamos funciones trigonométricas. Según su forma, las 
identidades trigonométricas fundamentales adquieren distintos nombres: identidades trigonomé- 
tricas de cociente, recíprocas y pitagóricas. 


En este apartado, el alumno estará en la capacidad de reconocer y aplicar convenientemente las 
identidades fundamentales para simplificar expresiones trigonométricas más complejas y la com- 
Probación de otras identidades. 


Estas simplificaciones además de utilizar las identidades básicas, necesitan de las habilidades al- 
Sebraicas, como el desarrollo correcto de productos, factorizaciones, expresiones fraccionarias, 
tacionalización de denominadores y solución de ecuaciones. 


Estas identidades se aplicarán en los capítulos posteriores, como funciones trigonométricas y ecua- 
¿“iones e inecuaciones trigonométricas. 
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1» IDENTIDAD TRIGONOMÉTRICA 

Es una igualdad en la que intervienen expre- 
siones trigonométricas que se verifican para 
todo valor permitido de la variable. 


1.1. IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS RECÍ- 
PROCAS 


senxesex=1 


2. cosxsecx=1 ' 
x+(2n+DVDE;neZ l 
2 cos xXx 
A 
LA 
cotx 3 
nr 
xk—;neZ 
2 
Demostración 


(a; b) 


r 


seng=? y cscO= 
r b 


> senocsco=[?)][*) 
rKXb 


sen6cscó=1 


1.2. IDENTIDADES TRIGONOMÉT 


COCIENTE RICAS Pop 


x=(n+D>; nel 


Demostración 


a 
0] 
as 
S 

Nal 


tan0= 


a <jajx|o 2/10 


ja) 
e») 


le] 
e] 
97 
[en] 


: Ss 
1,3. IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICA 


PITAGÓRICAS 


2 2 
b a 

2 29=|= (9) 
sen“ 0+c0s” 8 (2) S 


b 
sen? 9+cos"0==3 
F 
2 
bi+a 
sen? 0 + cos? 9 == 
F 


y? 


sen? 8 +c0s? 9= == 
F 


sen?0+c0s*0=1 
Aplicación 1 
Halle el equivalente de 
M=[sen? x—cos? x)sen! x+cos! x)+ cos? x 


Resolución 
Tenemos lo siguiente: 


M=Wísen? x-cos? x)(sen* x+cos! x)+cos! y 


Reemplazamos 1 porsu equivalente sen%x+cos?x. 
M=Ísen? x + cos? x)(sen? x — cos? x) 


(sen! x+ cos? x) + cos? x 


Aplicamos diferencia de cuadrados. 
M= sen*x-cos* x)(sentx+cos* x)+cos8 y 


Aplicamos diferencia de cuadrados. 


—cean8 
M=sen Xx—COS*x + cosóx 


“ M= senéx 
D» Nota 


(Senx+cosx)=14+2senxcosx 


Aplicación 9 


Sis 
£N0+c059= > halle sen6 cos. 


Resolución 


(Send+ copy -[ 1 ) 
3). 


sen? 9+2sen0cos8+cos? 0=5 


l+2senGcoso=1 


9 
2sengcos9= 1 


2senfcos9=-- 


sendcos9 ==> 


») Nota 
PA 
vI+2sen8c050 =| sen0+cos0 | 
e A. 


o >: 
| v1-2sen0cos0 =| sen9—cos0| | 


Nr E 


Aplicación 3 
Si0e (o 2) calcule 
4 
M =YJ1+2sen0cos8 + /1 -2sen0cosd 
Resolución 
M =y1+2sen8cosO + Y1-2sen8cosg 


M =yvsen? 0 + cos? 8 + 2sen0cos9 + 


A vsen? 9 + cos? 9 - 2sen8coso 
M=W(sen9+cos0) + V(sen8 - cosg)? 


M=|sen8+cos9|+|sen8=cos8]| -(*) 


“ Aplicamos valor absoluto, 


e x>0 > 
e. x<0 => 


lx]=x 
l]==x 


Analizamos en la circunferencia trigonométrica 
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Del gráfico se observa que Resolución 
cos8 > sen9 l-cosx Y l=e , 
M= ES OS xXx y 1+3c05x 

sen9-cos9 <0 sen x senx sen x 


>, |sen9-cos0|=-(sen8-cos0) M E ESE 
|sen8—cos0|=cos9-—sen0 sen x sen x 


M -( = co 2c05x 
También se cumple que senx senx 
seng > 0 y cose >0 m =20-cosx)01+cosx) 
> |sen9+cos0|=sen8+ cosg > senta 
M= 2(1-cos? x) 
Reemplazamos en (*), an 
M=sen8+ cos9+ cos9-sen0 són? 
y 25enúx 
M=2c050 sen? x 


Y Nota 
i sentx+cosox=1 


SS > 
sen“x=1-cos"x : 
senxsenx=(1+c0sx)(1-cosx) 2. secóx= L+tanéx. 


x+(0n+DEneZ 


senx  l1-cosx 


1+ cos x senx 


, 558 Demostración 
senx__1+co5x a cocrl 
[I-cosx  senx Edi q 
l 10, 2 2 1 
sen” x , COS Xx. 
+ = E A 2 
1D, sen?x+cos'x=l : cos? x cos? x cos” X 


; 2 

“cos ix=1-sentx SEE tan?x+1=secóx 

cosxtosx=(1+senx)U-senx e 
> : X ) e Aplicación 5 

De la siguiente identidad 

l+secx+tanx_ _Cosx_ 


lasecx—tanx A-senx 
halle el valor de A. 


cosx  l-senx 
14 sen x COS Xx 


cosx  1l+senx o 
Iosenx cosx lio Resolución 
At A 1+secx+tanx 

CS “Tr secx-tanx 

. secx=1+tan'x 


Aplicación 4 2 241 a 
: secx-tan x= y21 o 


y ! Reduzca la expresión A Z 
WEE dl (secx+tamdlsecx e 


losex— a al ¿Hr 3cosx > secx -tanx= og +t 
1+ cosx senx ee 
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Reemplazamos. 


l+secx+tanx 
1 
secx+tanx 


M= 
l+ 


l+secx+tanx 
“secx+tanx+1 
secx+tanx 


M=secx+tanx 


M= 1 ¿ Senx 


COSX  COSX 


l+senx 
M= == 
COS x 


» Nota 
secóx=1+tantx 
sec?x-tan?x= 


(secx+tanx)lsecx—tan)=1 


: 1 
Ssecx+tanx=n >= secx—tanx=— 
n 


É 1 
SECXtanx=1M > secx+tany=-- 
m 


Sumamos. 


2seco+0=242 
> secg=2 
4 
Restamos, 
0+2tan0 =2-> 


> tang=2 
4 


A 
j 2 S 
escóx—cotóx =1 | 


escóx=1+cot?x 


x*nm ne Z 


bp] r 
cotóx =csc?x-1 


Demostración 


sen?x+cos?x= 1 


sen? x cost x 1 


sen?x sen?x sen? x 
l+cotÉx=csc?x 


Aplicación 7 
Reduzca la expresión 


M= E. Cot x 
CSCX —cotx 
Resolución 
* cscx=1+cotx 
escix—cot?x=1 
(cscx+cotx)(csex=cotx)=1 


1 


> esex+cotx = ——_—— 
escx—cotx 


Reemplazamos. 
M=cscx+cotx-cotx 


M=cscx 
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»» Nota SA 4 
, > l. | seníx+cos“x=1-2sentxcos?y 
escóx=14+coUóxX E UE 
escóx—eotóx=1 Demostración 


sentx+c0stx=1 


(osex+cot)lesex—cota)=1 Ñ a 
e (sen?x+cos?x)'=(1) 
y 1 4 2 2 
CSCXFCOLX=N > OSOXCO(ÍA=— senóx+2senóxcos“x+costx=1 
n ) Ss 4 4q_ 2 2 
o rre rte enx+c0s'x=1-2sen“xcos*x 
á y 
1 PA 6 2 2 
csex-=cotx=m > esex+cotx=— | 2 senvx+cos x=1-3seníxcos“x 
m 
e 
Demostración 
Aplicación 8 sen?x+cos*x=1 


3 

(sen?x+cos?x) =(1) 
sentr+costx+3sen2xcoslsen'x+cos xl 
senéx+coséx+3sen*xcos*x(1)=1 


Si Esex=cote=>, halle cscx y cotx. 


Resolución 
Sabemos que sentx+costx=1-3sentxcos'x 
3 . 
Ccsex—cotx=-> > o ) 2 
2 Ñ 3. Secóx + escóx=Secixoscox 
2 
> CSOX+COtx=> e 
3 Demostración ; 
2 2 ' —” 
escóx == + 
Sumamos. : lid cos? x sen” x 
2 2 os” X 
2cscx+0==2+-= 2 ly MAA 
secóx+oscóx= AE 
2 3 cos? xsen*X 
13 1 
2csex=— 2 IA 
sctx= 
6 secóx+c Pe poa x 
CSOX == 2 | a, 
12 sec x+csc” Xx (zz sen” X 
2 2 
Restamos. sectx+esc?x=secxesc Xx 
3 2 . de 
0-2cotx=-=-“ bs =séec , 
273 4 tanx+cobr=secxesex 
—2 cotx =- Ó 
Demostración nx cosX 
rca? tanx +cotx= cos x senz 
tanx+cotx == ¿ys ysenx 
2» IDENTIDADES AUXILIARES e 
Se emplean en problemas específicos con la tanx+cotx= cos xsenXx 
finalidad de agilizar la simplificación o cálculo 1 E) 
de una expresión trigonométrica, Se demues- tanx+cotx= (= senx 
tran a partir de las identidades trigonométricas 
fundamentales. tanx+cotx=5ecxcseX 
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5. e rrscnicicos: A +00) ) 


e. 3 


| (l+senx— —cosx)*= 200 


Boas cos)*=2(1-send dl +c0sx) 


co me 


Demostración 
M=(l +senx+cosx)? 
M=1+sen?x+c0s*x+2senx+ 

2cosx+2senxcosx 

M=1+1+2senx+2c08x + 2senxcosx 
M=2+2senx+2cosx+2senxcosx 
M=2(1+senx) +2cosx(1 +senx) 
M=2(1+senx)(l +cosx) 


» Nota 


En algunos problemas se usan ls siguien- 

tes equivalencias: . 

2 sect xHandy=]- +2sec” rtandx 

* osectx- tan” x=1+3sec%xtan?x 

esctr+cor! x=l+20sc%xcot?x 

Scott r=l+3esc? xcotóx +E, 

senó aos x= 2sen” XCOS "x-4sen” xCOS cl 

sen! “Ecos! A=5sen lxcos! "e-bsení XCOS Ae 

So sen! “k+coS! *=1-Gsen? xCOS' e ; 
NN “9sen” xcos!x=2sen Srcosbe 

SR Lec! A=sec! o xese o x=2sec OS e ES 


Teorema 
Si asenx 
+bcosx=c 2 2 
cumple AUS y aó+b*=c*, entonces se 
S qe 
ps y cosx=? 
c 
Demostración 
“em +brosx=e 
o ==beosy 
ASenY 
A =(c=bcosx)? 
all == 2cb cosx+b*cos?x 
l=c05 2)= 


=c?-2bc cosx+b*costx 


Reemplazamos c*=4?*+p?. 
2 0200021 2,12 iD 
a a cos x=a*+b*-2bccosx+b*costx 
b*—2bccosx+(a*+b2cos*x=0 
b?-2bccosx+c*costx=0 
(b—ccosx)?=0 
b-ccosx=0 


b 
> COosx=-= 
Cc 


Reemplazamos. 
asenx=c—bceosx 


asenx =0-b[2) 
c 


- (2-p? 
asenx= 
Cc 
ds 
asenx ==— 
Cc 


¿q 
> senx=-— 
Cc 


Ejemplos 
+ 3sena+4cosa=5 y 3+42=5? 


3 4 
> sena E y sd 
+ —5seno—12cosa=13 y (-5)+(-12)=(13) 


se A 
+ se Ey E 
* sena—2c0sa=v45 y 1 (5) 


1 
> sena =-= 


$5 


y cojas 


V5 


Aplicación 9 
Si y2x =y2x+1csc08 -— cot6, x>0, calcule tan6. 


Resolución 
) cosQ 


V2x =2x +1 SS senó 
/2x sen9+cos0=vV/2x +1 


Como 


al +0? (ay 


/2x 1 
ES 0= —= 
> sen0= sl y 503 +1 
sen0 _ ox 
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Aplicaciones de la trigonometría en la ingeniería 


i Las primeras aplicaciones de la trigonometría se hicieron en los campos de la Navegación, la 
geodesia y la astronomía, en las que el principal problema era determinar una distancia inac- 
A cesible, como la distancia entre la Tierra y la Luna, las distancias entre estrellas próximas, en la 
ñ medición de distancias entre puntos geográficos, y en sistemas de navegación. 


Particularmente, en la ingeniería civil, se usa para el trazo y levantamiento en terrenos, en 
la construcción de estructuras exactas como armaduras principalmente, en calcular empuje 
hidroestático, pendientes para cuencas de agua y para el módulo de elasticidad de los mate- 
riales. : 


Asimismo se puede encontrar la aplicación de la trigonometría en distintos experimentos de la 
ciencia, en la geografía por ejemplo. En el año 1806, la Corona británica inicio un ambicioso 
p estudio consistente en medir las alturas de las montañas (monte Everest) que se extendían a lo 
] largo del meridiano. Los cálculos se basaban en mediciones de distancias y ángulos hechas a 
pie de campo con ayuda de teodolitos, también para medir la altura de un edificio, para calcular 
el ángulo de tiro para dar en el blanco, eta. 


Otra aplicación se puede encontrar en la arquitectura, ya que la medida de los ángulos £S 

imprescindible en esta área, por ejemplo para la creación de un plano se debe medir con 

exactitud los ángulos de cada pared y columna, debido a que esta podría desplomarse mes 

ángulos no son rectos (909), y esto se debe al fundamento de que una deformidad pequeña 
- con el tiempo se convierte en una grande. 


En la ingeniería mecánica se utiliza para proyectar las fuerzas, el diseño y la la medición E 
piezas. En la ingeniería química se utiliza en los gradientes transversales de a ven ¿ 
líquidos newtonianos para determinar la viscosidad de un fluido en mecánica de cata 
la ingeniería electrónica se utilizan funciones poa para conocer el comp0 

de series y de señales: > 

¡ enla html? 


E “ronometria- 
Adaptado dé <hupi lleciucamats. blogspot cor/2015/01/apicacionssideorigonome 
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» Problemas resueltos 


Problema 1 Como (9)*+(40)?=(41)? 
si secgcscg-cot0=2—secb, 


2 => IIA A cs 
1-2sen0+sen* 8 41 4 


calcule M = 2 
cos” 0 
Reemplazamos. 
Resolución - M=40tanx 
. secgcscg-cotó=2-secO M= 40senx 
tan8+cot0-— cot8=2—secO COS xXx 
tan9=2-=sec6 El 
sec9+tan9=2 M=40 41 | 
1 E 
> dió 41 
, y -1-2sen0 + sen? 9 He MA 
cos? 0 
__ 1. 2sen6 x sen? 9 >, Problema 3 
cos?9 cos?8 cos?0 : Si la igualdad - 
Y 4 ga a 
Museo (200) A Jtanto En xsecr X =atan?x+btanx+c 
cos9 Jl cos0 : f  sectx+tanx£, 
M=sec*8-2tand secó +tan?e at? es una identidad, calcule a+b+c. 
e 2 se : > SN : 
M= ec0tané) ¿Resolución 
M= 8 E -. Sea la expresión 
. j Ñ y -tanóx+sec x 
% mol sec? x+tanx 
Ñ _tandx+1+tan? x 
Problema ) I+tan? x+tanx 
Si se cumple de: M= tan? x+2tan? x+1-tan? x 
E = == E 
decx+40csex=4] (tanx+cotx) tan e +tanx+1 
Calcule el valor de 40tan. M= (tan? x+1)' (tana x+1) -(tanxY 
Resolución o tan? x+tanx+1 


decx+40cscx=41 (tanx+cotx) 


Secx+4escx=41 (secxescx) Aplicamos diferencia de cuadrados. 


Ysecx y A0csex m lan? x+1+ tam ltan? x +1-tanx) 
SECA CSC A EuER l (tan? x+tanx+1) 
40 M=tan?x-tanx+1 
O. ; 
“SC x seex A > a=lAb=-1 2 c=1 


9s 
ENx+40cosx=4] - ar+b+c=1 
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Problema 4 

A partir de la condición 
2sen*x-—3senix+4sen*x=n 
halle el equivalente de 
M=2cos'x-3cos'x+4cos*x 


Resolución 
Sabemos que 


M=2coséx-3cos*x+4c0s*x 
n=2sentx-3senix+4sen*x 


Sumamos. 
M+n=2(sentx+costx)-3(sentx+costx)+ 
A(sen?x+cos*x) 
Man=2(1 -3sen*xcos*x)-3(1-2sen?xcos?x)H4(1) 
M+n=2-6sen?xcos*x-3+6sen?xcos*x+4 
M+n=3 


. M=3—n 


Problema 5 

Calcule el valor de n para que la expresión 
M=sentx+cos'x+n(sentx+cos1x) 

sea independiente de x. 


Resolución : 
M=sen'x+cos'x+n(sentx+cosix) 
M=1-3sen?xcostx+n(1- 2sen?xcos?x) 
M=1-3sen?xcostx+n-2nsen?txcos?x 
M=(1+n)-sen?xcos*x(2n +3) 

Para que M sea independiente de x, se debe 

cumplir que 


2n+3=0 


3 
n=--— 


Problema 6 


Sisen8cos9=2, calcule sen? 8-cos* 8 
3 sen9-—cosg * 


202 . 


Resolución 
Ml sen? 9-cos' 9 
sen68-cosg 


Aplicamos cocientes notables. 
M=sen*e+sen*0cosg+sen?8cos%+ 
sen8cos*8+cos'y 
M=sen*8+c0s*0+sen*8cos*0+ 
sen8cos0lsen*9+cos%s) 


M=1-2sen*08cos*08+sen*8cos*0+sentcosa(1) 


M=1-=sen?*0cos*0+sendcos0 


2 
1? 1 
a A E 
ia (3) +3 


9 3 
m=? 
9 
Problema 7 
¡1+senx _ , halle 
l+cosx 


(csex+1 —cotx)” 


Resolución 
l+senx _ 
l+cosx 


(+ senx)(1-C05% q 
(1+ cos x)(1-cosx) 


2(1+senxD(1-005% - 2n 


1- cos? x 


2 
(+senx-cosx) _ 2 
sen? x 
2 
L+senxc08%] -2n 
A 
senX 


2 mn 
cosx | -2n 
senx senx St 


(cscx+1- cotx)?=2n 


Problema 8 
Si -csex=secx—tanx, calcule cscx+cosx. 


Resolución 
Sabemos que 
—csex=secx-tanx 


1 senx 
-csex= - 
COSX  COSX 
l-senx 
=esex = ————= 
cos Xx 
(1-senx)(+ sen x) 
=esex = —_—AA 
cosx(l+senx) 
1-sen? x 
=escx= EA 
cosx(l+sen x) 
cos? x 
=escx=z IE" 
cosx(1+senx) 
co 
=CSCX= _LOSX_ 
l+senx 


=cscx(l +senx)=cosx 
—CSCX—CSCASONA=COSX 
=Cscx=1l=cosx 


 CSCX+COS1=-] 


Problema 9 
Simplifique la expresión 
M= tan“ 9+ sen* 9-tan*0sente 
tan? 9 
Resolución 
d 2 
M=2100+ sent 0 - (tan? Osen? 0)” 
tan? 9 


Ree 
Mplazamos tan“0sen?9=tan?e-sen?e. 


4 
m=ln 8+sen* 8 - (tan? 9 - sen? e) 
Eo ds tan? 9 

Matan Otsen! 0tan” 8-2tan?0sen?0+sen*o) 
, tan?o 

m-?2tan? Osen? y 

E 
tan? g 
* M=2sen?g 


Problema 10 


Si se cumple la condición 


2 
2sen” a 
sen? 9-sen? q = LEEL 


sec? 0 
tan? 9 


tan? (0) 


halle el valor de 


Resolución 


2 


sen“9sec*0-senlasec*0=2sen%a 


sen? o 2 


) 2sen? a + sen? asec? g 


cos? 9 
tan? 0=senta (2 +sec? 0) 
tan?8=senta(2+1-+tan?0) 


tan?0=senta(3+tan?0) 
Il _3+ tan? 8 


senza  tan?0 


cscta= 3cot”0+ 1 
1 +cota=3cot?0+ 1 


cot?a=3cot?0 


a) 
tanta  ltan?0 


2 
a, 8 -3 
tan” a 
Problema 11 


A partir de las condiciones 
secó-tan8=n 

cscg+ cotg=m 

elimine la variable 6. 


Resolución 
.« “secO-tané=n 


1 
> secó+tand==" 


Restamos. 


1 
(sec9—tan0)-(sec0+tan0)=n-- 


j nm -1 
secó-tan0—secB-tan0 = E 


203 


2 
—2tan0 = ga 


2ntan0=1-n? (1 


*  Ccscg+cot0=rm 


> cora . 
m 


Restamos. 


(csc9 + cot0) -(cscó-cot08) =m a 
m 


- 2_ 
escO+cot8-cscO+coto= 4 l 


2mcot8=m?-1 (ID 


Multiplicamos (1) y (ID. 
(2ntan9)(2mcot0) =(1-n2(m?-1) 
4mn(tan6 cot8)=(1-n)m?-1) 
4mn(D)=(1-n2)lm?-1) 


(1-n2 Am? =1 = 4mn 


Problema 12 


Si cosx+c0s*x= 1, calcule el valor de 


cotéx-2cosx+sen?x 


Resolución 
Sabemos que 


cosx+cos*x=1 


cosx=1-cos*x 


> cosx=sentx (1 


Luego 
cosx=senxsenx 
COS x 


senx 
cotx=senx 


=senx 


> cotlx=sen?x 0D) 


Reemplazamos (D y (1D. 
M=cot'x-2cosx+sen?x 
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- 1 
M=sen'“"x(sen"*'x+C08 


M=sen*x-2sen*x+sen?x 
M=2sen*x-2sen?x 


M=0 


Problema 13 

Si tan?a=2tan*x+ 1, halle el valor de 

y=c0s*0+sen?x 

Resolución 
tanla=2tan?x+1 
secta-1=2tan?x+1 
secta=2+2tan*x 
secta=2(1+tan?x) 


secta=2sec?x 


1 1 
=> =2 2 
cos” a cos” Xx 


costx=2c0s%0 


1 -sen?x=2c0s%0. 
1-sen?x=c0st0+ cosa 
1 -cos?a=cos?a+sen'x 
senla=y 


y=senfa 


Problema 14 
Si cotf'x=cscx, nál, 


calcule el valor de 
2+My) 


' Resolución 


e  cotfUx=cscx 
costx_-1_ 
senix senx 

sen” x 

senx 


cos” x= 


2 
cos"x=sen" "Xx 


4 


2 
+ M=sen'” ndsen”*lx+cos?*" xx) 


l-n n+1 1-n 2 


M=sen' “xsen"*'x+sen'""xcos +A 


M=sen*x+sen' “Mxcos"xcostx 


Reemplazamos. 


cos"x=sen "lx 


M=sen?x+sen' "xsen""lxcostx 


M=sen?x+senóx costx 
M=sen*x+(1)cos*x 
M=sen?*x+costx 


. M=1 


Problema 15 


Elimine la variable 0 si 
sen8+cosg=m 
tan8—cotO=n 


Resolución 
*  sen6+cosé=m 


(sen8+ cosg)?=m? 
2 
sen“0+ 2senf8cos9+cost8=rm? 


1+2senfcosO=5m? 


2 
sen9cosg= MÓ—1 


Gl 1 Ja 
cscollseca) 2 


secOcsco = 2 


E I 
e (0 
" an6-cotO=n 


(tanó-coto)?=p 


tan?g- 2tan0 cot8+cot?9=p? 


sectg-1_ =2(D+csc?9-1]=pn? 
Sec? MAS 


pa £, ze bh 
- 992) 4 $989) 


S —— A 
€c0cseg— a a -uU 


"992 (ID 


Igualamos (D y (UD. 


+4 


mé -1 


(m?-1) n?+4=2 


Problema 16 
Si tanf$=cosa y secf=cotax, 


calcule senta. 


Resolución 
De la identidad 


sec*B=1+tan*p 


Reemplazamos las condiciones. 
cotta=1+c08%0 
escta—-1=1+1-senta 
escto+senta=3 


+senta=3 


sen? [04 


1 +senta=3sena 


sen“o-3sen%a+1=0 


Aplicamos fórmula general de una cuadrática. 


ió 2(1) 


2 3+45 
2 


sen QO= 


Como 0 < senta < 1 


2, 3-45 
2 


sen Qa= 


Problema 17 
SiN no depende de € 


x(1-sen0-— - cose)" +y(l+sen0— cosg)” 


N= > 
1- cose 


calcule el valor de N. e 


Resolución 


diz (1-cos8) 
N=2x(1-sen8)+2y(1 +sen0) 


N=2x-2xsen8+2y+2ysen0 
N=(2x+2y)+2sen0(y-x) (5) 


Para que N no dependa de 0 
N =2x+2y+2sen8(y-x) 
—_—y 


0 
> y-x=0 


x=y 

Reemplazamos en (*). 

* x=y > N=2x+2y=2y+2y=4y 

e y=x > N=2x+2y=2x+2x=4x 
N=4y v N=4x 

Problema 18 


Si tanx-—1=cosx, calcule 
senxcosx-—2c0sx 


—Ssecx 
tanx-—1 
Resolución 
tanx-1=cosx (D 
senx 
=1=cosx 
Cos xXx 
senx 
=1+c0sx 
cos x 
1 I+cosx 
cosx  senx 
l _ senx 
cosx 1-cosx 
l-cosx=senxcosx (ID 


Reemplazamos (1) y (ID) en la expresión 


mM =3enxcosx-2c0sx 
E 
tanx-1 
l-cosx-— 
MaE 2c0sx 
cos x 
1-3c0s x 
Ma —2 AA. 
 COSX 
M=secx-3-secx 


M=-3 


—Secx 
—Secx 


=Ssecx 
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x-2(1-sen0l1-cos0)+y-2(1+sen8)l(1—cos0) 


Problema 19 


Si se cumple que acos! x + bsent y -_0b 


2 a+ 
calcule el valor de tan*x. 


Resolución 
(acosix+bsentwW(a +b)=ab 


a“cos'x+abcos'x+absentx+b*senti=ap 


a?costx+ablsentx+coslx)+b*senti=ab 
alcostx+abl1 - 2sen?xcos*x)+b*sen'x=ab 
a?costx+ab-—2absen?xcos*x+b*sentx=ab 
a?cos*x-2absen?xcostx+b*sentx=0 
2 
(acos?x—bsen?x) =0 
> acostx-bsen*x=0 
2 2 
acos“x=bsen"x 


sen?x_a 


costx  b 


tan? x= 


oia 


Problema 20 


Simplifique la expresión 
e 
sect +sec tan cta A 


M= 
sec? x+tan? x 
3 
Resolución 2 
4 2 ( x- -1)+ (tan x) 
sec" x+sec" Xx sec” 4 
M= sex +sec x- y 
4 lees e 
M sect x+sec* x sec 3 ¿ 
= 3 Es 7 
sec x+sec e 
2 6 y 3sectxt3 ; 
2sec* x-sec” x+sec jes 1 5 
mes s0bnises 3 j 
ex! 


$ y —sec E 


sec 
La sec 3 +sec” e : 
2 + 
sec Sy (sect x- LS 
M= sec? x+sec Ns 
(sec? Y (sec l 
7 ger +secóx o”: 


p-———— 


Aplicamos diferencia de cuadrados. 
3 2 


(sec? x +sec? x - sec x-sec x+1) 


sec? x+sec? x—1 


. M=secx-secx+1 


Problema 21 


Calcule el mínimo valor de la expresión 


tan9 + sen8cos0, y <(0, ,) 


M = 
sen? 8 


Resolución 


tan8  sen6cos0 


M= 


sen? 8 sen? 0 


M=tanBcsc? 0 + cd 
sen0 


M= tanel1 +cot40)+ coto 


M=tan0+tanOcot?0+cotO 
M=tan8+cot0+ coto 


M=tan8+2cot0 


Aplicamos * 
media E media 
aritmética ” geométrica : 
tan9+2cot6 | 
> 2 tan 0 2 cot0) 
M 
— > 
7 2v2 
M>2/2. 
de Monín = 2/2 


Problema 29 


Sig 
€ IC, reduzca la expresión 


M=tang [<5c0+ coto 
CscO— coto 


Resolución 
M= tano [esco cot8)(cscO + cot0) 
(cscO—cotO)MescO + cot 5) 


2 
Mianó peces sn 
csc0—cot*0 
M=tan0|cscó+cot0]| 


1+c0s0 
en6 


M=tan0 


Como BE IIC => 0<1+cosé<1 a sene>0 


us M=tano 10950) 
sen0 
m=2en9 (toco) 
cosól sen0 
_ 1+c0s0 
== cosO 
. M=sece+l 
Problema 23. 


Si MNPO es un cuadrado, calcule la variación 
de cot6. E 


Resolución 
Del triángulo dado 
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sena +seca Como —/2 < sen0-— cos0 < /2 


. cot0= 
Cosa 4/2 <n<yJ2 
a > n=42+1 
COSA. COSA 
Tara 
coló=tano+sec“a Nos piden sec8cscO. 
cot0=tana+ 1 +tan?o 1 1 
1 1 > M=sec8ecsc8= —_—_—=——— 
cot0=tant a+ tana +=+1-- sen8cosó8 senB- cost 
4 4 1 1 
1? 3 MS 
cot0=[tanas+ 3) + = 
M=yYV2-1 
«  Comoa e (09% 909 
a Problema 25 | 
tana + > > > Elimine x de las condiciones | 
1 3 1 3 esctx+cotlx=m 
(tana +3) += >-+- 6 6 
2 474 4 cscox—cotóix=n 
cat 1 Resolución 
cotó € (1; +20) e escix=collx=1 
2. 42.92 (1 y 
Problema 24 (esc'x=cota0"=(1) 


. 2 2 Ax= 
Si sen6 cos9=sen6—cosa, halle sec8cscó. esctx-2escóxcotóx+cot Xx 1 


42 
escix+cotóx=1+4+20sc%xCobx 


Resolución 
Por dato m=1+2csc2xcobx 
sen09 cosg=sen8—cosg (D 2 m-1 (1) 


esc? xcot? x= 

Hacemos cambio de variable. 
sen0-cosg=n (ID » esclxcotx=1 
(sen9-cos9)?=n? 


2 (csetx-cotx)?= (o 
sen“9-2sen8 cos0+cos?g=n? 


22 
2 Cobo 
(cs x= O 
8 cofx—3esexcobx(cs 
1-2sen8 cosO=n? A ste 
Se-cotóx-3escóxcot x(D= 


is pm cse 
sen09cos6 = : 
: (ID o =1+3c0scoxcobX 
Reemplazamos (ID) y (IID) en (D. E n=1+305cxcobx (1D 
2 == 
a CN 
O 
r+2n=1 | Igualamos (1) y (D. 
0+2n+1=1+1 m-1_n-1 
(n+1)=2 E qa 
n+1=+42 o 
Aladiog |  3m-2n=1 
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roblema 26 2senx 
p A A 


Si se cumple que 1+sen9=c0s0 esca, COS.X 
. 2 2 
cos” a+ 2tan* 0 2senx 
halle el valor de a M==== 41-senx(cos x) 
secótanO COS X 
ió 2senx 
Resolución M= secos] 
l+sen0 COS X 
= CSC 
cos8 m - 25enx-senxcos? x 1 
at 
cosg 1 COS x t 
l-senó8 sena m - 25senx-sen x(1- sen? x) 1 
l-sen8 o COS Xx Ñl 
sena, = == 
cosO M= 2senx — senx + sen? x +1 
= A SM 
ns 1 _sen6 COS xXx 
cosé  cos8 m=enx+sentx 
sena=sec0—tang Cos x 
Reemplazamos en la expresión. MELEZ.q 
cos? a +2tan? 9 ad 
MS EA M=1+1 
secótane 
m-1-sen*a+2tan?9 -. M=2 
Ss tratan 0 
secOtanó 
E 2 24 
m-=1-(secO-tan0)” +2tan?6 Problema 28 
secOtano0 a ! 
M= l- sec”8-2secOtane+tan?0)+2tan?o Si cos'x=senx=cosx, halle 
: secótano 2cotx—cos*x 
m=Hl+tan?o-2secOtano+tan?0)+2tan2ó o 
secdtanó Resolución 
2 
m=1-(1+2tan?0- 2secOtane)+2tan? 0 COS" X=SENXx—COsx 
secOtand (cos?x)?=(senx-cosx)? 
m-=1-1-2tan?g+ 2secO0tan8 + 2tan? 8 cosix=senlx-2senxcosx+cos?x 
, secótanO costx=1-2senxcosx 
seco 
M= A2Mlan8 2senxcosx=1=costx 
SsecBtan8 
". M=2 


Aplicamos diferencia de cuadrados. 
Problema 97 2senxcosx=(1+c0s*x)(1-cos*x) 


Si sen3 2senxcosx=(1-+cos?x)sen?x 
E+SeNx=cOSx, calcule el valor de 2 
2cosx=(1+cosíx)senx 


=Atanx+ Cos”x-—senty 
CSoluc;j 2c05X _ l+c0s? x 
ón E 
M=2 : senx a 
- a costx— sentx = 2cotx=1+c0s%x 
-= “Sen 
ld +1-sen? x 4 2v=1 
COS x sen” x “. 2CO0tx-COSsíx= 
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Problema 29 
Dada la siguiente igualdad: 
cosa+cos?a+costa=senta 
halle seca +cosa.. 
Resolución 
senda—cosa—costa—costa=0 
2 
(senta) -coso-costa—costa=0 
2 
(1 - cos%a) -cosa—costa—costa=0 
4 2 2 3n_ 
cos"a—2c0s"a+1-—cosa—costa—-cos a=0 
4 3 2 _ 
cos“a—cosa—3cosa—cosa+1=0 


cos*alcos? 


a cosa—3-seca+sec? )= 0 
> costa+secta-(cosa+seca)-3=0 
costa+2+secta—(cosa+seca)-5=0 


(cosa+seca)?-(cosa+seca)=5=0 


Aplicamos fórmula general de una cuadrática. 


(DEV? 4065) 


2(D 
14/21 
> COSaA+Sseca = 2 


COS al + Seca = 


Como cosa+seca<-2 vw cosotseca > 2 


144/21 
2 


seca + Cosa = 


Problema 30 
Si tan"0+tan'8=tanla+tan” o 
y tana—tan8%0, calcule 
M= tan? Ocos? Q- tan? a.cos? 8 
tan' a—tan' 8 
Resolución 
tan e+tan 'O=tanla+tan”a 
tan” 0(1+tan? 8) =tan” a(1+ tan? a) 


tan"9sec*9=tan'asec?a 


halle M = 


tan” 0 _ tan” a 


sec? a sec? 9 


> tan'0=nsecía a tan 'o=nsec?a 


Reemplazamos. 
-M- tan? Otan” Ocos? a —tan? atan” acos*p 
tan a—tan' 9 

has tan20(nsec?aJcos?a-tanlalnsec? Olcos%a 
nsec?0-nsecta 
y - LADO tan amo 
n(1+ tan? 9)-n(1+tan? a) 

_ nltan? 9- tan? a) 

o nltan? 9- tan? a) 


M=1 


M 


Problema 31 


. ¿ 2 
Si sectx=tan?tx=2c0s'x, 
1-2senf x 


sen? x cos? x 


Resolución 
á 2 
. sectx-tan?x=2c0S Xx 
2 
1 sen” Xx _2c0s"x 


cos! x Cos Xx 


6 
lu 
1 -sen?xcos“x=2C08 X 


0) 


2 2 
1 —2costx=seníxcos'x 


M 1- 2sen' Xx 
. = — 
sen? x cos” X (1) 


2 
2 sx 
1 -2senéx=Msen Xx CO 


2 
Sumamos (1) y (1D. onto 
2-2Asenx+ cosix)=( 


2 2y)= 
_9(1 -3senx COS 
2 2(1 3s envx COS X 


6sen?x cos.x=(M+ 1)s 
6=M+1 
M=5 


j 


Problema 32 


Sisecó+tan8=m y cscó+cotO=n, 
halle (msecó-ncscO)cot8+ncot%0. 


Resolución 
. secó+tan8=m 
1 
sec0-tan8=— 
m 
2 2 
+1 -1 
> secg= A tano= 4 
2m 2m 


*  cscó+cotO=n 
deh-co> 
n 
> cscg= 


Reemplazamos. 
M=(msec8—ncsc8)cot0+ncot?9 


M= cotO[msec8-nescó+ncoto] 


2 2 2 
M=coo [7 NE E >) 
2m 2n 2n 
> 
+ 
2 


- Mm 
Problema 33 

'Mine la variable x de las siguientes condiciones: 
eosecot=esaty 
b Hesercotx= cotéx 
Resolución 


2 


q pal 
cse Xx=cotPtx=] 


E 
levamos al cuadrado. 


2 , 
sr cot?Z ay 


1 
Ú 
105 £ 


esclx-2csctxcotx+cotlóx=1 


4 


> cscix+cotix=1+2csc%xcot2x 


Elevamos al cuadrado. 
2 2 
(esctx+cott) =(1+205c?xcotex) 


escóx+20sctxcottx+cotbx=1+4esc*xcotx+ 
desctxcottx 
8 8 4 4 2 2 
=> cscx+cotóx=2esc"xcot x+4escóxcotóx+1 


Reemplazamos las condiciones. 
a+2cscóxcottx+b+4esctxcolx= 
2cscóxcotix+4csctxcotx+1 


a+b=1 


Problema 34 

Si csecx-senx=1, 

halle tanéx+tantx+tan?x. 
Resolución 

* .cscx-senx=1 


-senx=1 
senx 


1-sen?x=senx 


costx=senx 
senx 


cos*x=tan?x 


=tan? x 


sec? x 

] > = tan? x 
l1+tan? x 
tantx+tanéx=1 (59 


+  M=tanix+tanix+tantx 

M= tan! x(tan* x+tan? x) +tan? x 
: (5) 
M=tantx(1)+tanix 
M=tanix+tan*x 


M=1 
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Problema 35 


En un triángulo ABC, recto en B, se traza 
la ceviana AM, tal que AM=CM, además, 


m=xBAM=0a y maCAM=0. 


Calcule 


cos? a 
20 


+ 2sena. 


Resolución 


Á cosoO cosO 


2cos0 
2cos*0=1+sena 


2 =1l+sena 
sec*0 
2 
sec*0= —ÍH— 
l+sena 


Reemplazamos. 
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2 
cos” aL 
M= y ib 2560 
cos” 0 ' 
M=co0s*0.sec*0+2sena 
M =cos* d+ 2sena 
l+sena 
2(1-sen? a) 
M == — +2sena 


l+sena 


Ms 2(1+sena)(1-—sena) 
l+sena 
M=2(1 =sena) +2sena 


+ 2sena 


M=2-2sena+2sena 


M=2 


Problema 36 


Calcule la variación de 


4 


M=sectx+escÍx 


Resolución 


M=sectx+escix+2sec?x esc?x-2sectxesey 


2 
M= (sectx+ esc?x) —2sectxesetx 


2 
M=(sec?txresctx) -2sectrescx 
M=sectxesctx-2sectxesctx 

2 
M=sectxesctx- 2sectrescóx+ 1-1 


M=(sec?xesctx- yal 


Por desigualdades 


tanx+cotx<-2 v tanx+cotx 22 


secrosexr<-2 v SsecxescxX 22 


2424 


2 
sectxescix>4 vw secixesc 
> sectxrescix-1>3 
2 
(sec2resctx-1) >9 


2 Y-128 


(sec xesclx—1 


M>8 
M e [8; +02) 


Otra forma 
Usaremos la desigualdad. 


4 2+1 
> sectr+oscx 22 
M2>8 


M e [8; +>2) 


ASAS 


Problema 37 
Calcule la variación de 


M=senóx+ cosex 


Resolución 
4 4 2 2 
servx+cos"x=1-2sen“xcostx 


(sentx+ costx) =(1 -2senixcos*x)” 
senéx+2senóxcosix+cos*x= 
1 -4sen?xcos*x+4sen'xcos!x 

senóx+costx=2sentxcostx-4sen?xcos*x+1 
> M=2(sentxcostx-2sen*%xcos*x)+ 1 

M=2Ísenóxcostx-2sentxcos*x+1-1)+1 

M=2l(senzxcos?x-1)'-1]+1 

M=2(sentxcos*x-1 Y-2 +1 


M=2(sen?xcos?x- iS 1 
Por desigualdades 
77 SÍ SEeNnxcCOosx < E 
2 2 


O<sen?xcos?y<A 


SS 


-I< sen? xcos? x-1<-2 
4 


12 (sen? xcos? y — y > - 


222 (sen? x cos? sei >> 


Otra forma 
Usaremos la desigualdad 


2 


"x+cos”x<l 


ya <senó x+cos* x<1 


Problema 38 


Si las raíces de la ecuación 
asenx+bcosx=c son o y 6, halle sena+sen6. 


Resolución . 

Sabemos que 
asenx+bcosx=C 
bcosx=c—asenx 


Elevamos al cuadrado. 
(bcosx)?=(c-asenx)? 
b?costx=c?-2acsenx+a?sentx 
PA1 =sentx)=c?-2acsenx+a?senx 
b?-b?sentx=c?-2acsenx+a*sentx 


(a?+b2)sen?x-2acsenx+ (2-12)=0 


Donde las raíces de esta ecuación son sena. y sen6. 


Aplicamos teorema de Cardano. 
-(-2ac) 


sena +senB= 
a? +b? 


2ac 
sena +sen0= e 
ar+b 


Problema 39 


Calcule la variación de 


M=3sentx-20081% xeR 
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Resolución ? : 
9M=2sen'x-18cos*x 64 < (cos? x+ ) < E 
9M=2(sen?x)*- 18c0s!x 

1 2 
9M=2(1 =costx) 18cos*x mn 2 -16(cos? x+2) col 
9M= Mi 2cos*x+cos x)- 18cos!x 9 1 9 , a 
add 16| cos? x+ pa 
9M=2-4cos*x+2c0sÍx- 18c0s*x 4 4 44 
9M=2-4cos*x-16cos'x 2 29M 2-18 
1 E 2M>-2 
9M =2-16| cost x+ cos? 9 
—2<M< - 
2 1 1 
9M=2-16|cosóx+- cos X+—=-— o 
64 64 Me , | 
9 
1 1 
9M=2-16 (cos? x+ 3) 5 
) » nata 
1 2 1 e  Elsenoverso O Verso de un ángulo 0, 
aii 16(cos? pe 3 +4 *denotado por vers(9), se define Po! 
5 4 vers(9)=1-cos0 ad 
Mide 16( cos? Xx+ Sy . a O El cosenoverso O coverso de e de 
ú | “=" gulo 9, denotado Por coví0), $ 
ne por 
Como xeR > -1<cosx<l e cov(0)=1-sen0 denotar 
a 7 ulo B. 

2 + La cosecante de UN áng 
O<cosíx<l , poratist (0), se define por 
Lecostx+ EY exsec(o)=sec07! 

8 8 8 3 
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Problema 40 


Si la expresión 


2 
M= (n +sen? 9) - (n +sen? De + cos? 9) + (n + cos? oy 
1-sen? Ocos? 0 


es independiente de 0, halle el valor de rn. 
Resolución 


M= ni + 2nsen? 9+sen! (5) -[n? +nc08* 0+ nsen?0+ sen? 9cos? e] 


+ 2ncos? 9+c0os* g 


1-sen?g cos? 9 


M= 2? +2n(sen? 0 + cos? 0) +sent0+costg— Ln? +nísenlo+ cos? 9) + sen? Ocos? e] 
1-sen*0cos? 0 
M 21? +2n(1)41-=2s0nBcos? 6 Ln? +n(1+sen? 0cos? a] 
SL 220 1+1 sen” Bcos” 8 Ln” + (1) +sen” 6cos* 8) 
1-sen*8cos? 9 


m1 +n+1-3sen? 8cos? 9 
Ss 9991 1609 Y 


l-sen?* 0cos? 9 ; 


M- n? +n-2+3-3sen* 0cos? 0 
= 4797 95en UCos..y 
1-sen? cos? 5) 
M= ni +n-2 3(1-—sen? 8cos? 0) 
= Tre yuU-sen Ucos 0) 
I-sen?8cos?g  1-sen?0cos?0 


M- Mn +3 
1-sen*08cos? 9 


Para que M sea independiente de 68 
> (M+2(n-1)=0 


n+2=0 y n-1=0 


6 n=-2 vn=1 


' 


Pp. Test < 
1. Calcule el valor de la expresión 7. Calcule el valor de la expresión 
escxísecx +1) -senxlesc? x +secxesc? x) _senx_,l+cosx__2 
l+cosx senx  senx 
A) -1 B 0 O) 1 0 
D) 2 E) -2 A) -1 B) => 00 
2, Reduzca la expresión D) $ E) 1 
cscO—sen0 2 
secO-—cosO .. , 
8. Simplifique la expresión 
A) coto B) tan%0 C) cos seca(1+2cos? a) - tanasena 
D) tan? E) cotl9 
A) 3cosa 
3. Dela siguiente identidad B) 2cosa 
1 SEnX__ + Btanóx C) 3sena 
l+senx 1-senx D) 2sena 
calcule (B+C)!, E) 3seca 
A) 27 E) 9 O al 9. Elimine la variable a de las siguientes Col: 
D) 16 E) 4 diciones: 
tanoc+ cota=a 
4. Simplifique la siguiente expresión: sena cosa=b 
2cscx+cotx+1 2 +2=ab 
22 a: -1=ab* O) € 
2secx+tanx+1 alado GA E) 20 
D) a+b=ab 
A) senx B) cosx C) tanx ón 
D) cotx E) cscx 10, Calcule el valor de la E ¡ 
s 
a 3(sen*0+cos” 0) -2(sen*0+c0 
5. Simplifique la siguiente expresión: y 
(Le senx+cosx) (1- cosx) a E): E) 3 
(1+senx)senxcosx D) 2 
A e B) senx C) 2tanx- 11. Reduzca la expresión 
| id sento+cost0+7_4 
6. Apartir de la condición 2-sen8cos0 
csex+cotr=3 
calcule tanx-senx. A) sen0 
1 B) cos8 
NG B) a o = C) sen8cos8 
20 10 20 
D) 1 1 D) 2sen8cos0 
? 8 E) 4sen'8 
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12, Halle el equivalente de la expresión 14, SiPltan?lx+ A le 


Metro str ts P(tanx)+ P(=tanx) 
2 —_————, 


calcule 
A) sec”x A) tan?x 
B) esc?x B) cot?x 
C) sectxesc?x C) sec?x 
D) sectx D) esctx 
E) escóx E) cos*x 


ñoQ E 
13. Si Plsen* 0 + cos! 0) =sec?8+csc9+ 5, 15. SiV5csco+/3cot0 va, 


halle P(1/2). calcule V2csc0 3 secB. 
A) 7 B) 10 O 8 A) 3V5 B) -45 O 5 | 
D) 12 E) 9 D) 245 E) -2/5 


2 ES 5 E 
eel Al 
3 6 Esa 
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no 


J. 


b- Problemas propuestos 


Nivel básico 
Si cCOSx+COS'X= 1, 


calcule esctx-tan?tx+1. 


A) -1 
D) 2 


B) 1 Cc) 0 


E) -2 


Si cos?x+sec?x=38, 
halle el valor de cosx-secx; x€ IC. 


A) 2/10 B) 6 0) -2410 
D) -6 E) 4/38 


Si acos9+bsent=a, calcule csc9+cotb. 


a b a-b 
A) = B) = e 
) b ) a ) a+b 
a+b' 2a 
D == py E 
) a-b ) b 


Si esex-cotx=2, calcule el valor de 
M =3|esex-senx 
Secx—Ccosx 


+CSCxX 


A) B) 4 O)»2 


D) 


N|— wm|— 


E) 3 


Si Y3+/2 senx+/3-/2 cos x = 46, 


calcule el valor de 


sec?x+csc?x 

A + B) E £0 
7 ) - a S 
36 

D) — 25 

de Ds 


Simplifique la expresión 


2 4 
cs 
cotx + SC X+cot” x 


CSC” Xx +COtx 


10. 


pan 


A) csex 
D) 2cotx 


B) cottx 


C) Cscty 
E) sectx 


Reduzca la siguiente expresión: 


e 2tan*0+1, 3cot? 9 


- sec?9-2  csct9-2 
A) 2tan9 B) 2cot0 0) 2 
D) tan?0 E) cot?9 
Simplifique la expresión 

seci0-—1 tan* 9-1 

secO8([cos9-secO) tandltand+ coto) 
ME B) 2 C) tan' 
D) -3tan?*08 E) 3cot'9 


Simplifique la expresión 

cos xcotx -—senxtanx 1 

A AA Ass 
CSCX —SOCX 


M= 


D) senx 
E) senxcosx 


Si se cumple que tanx+cotx=3 


determine el valor de 
M=(sectx=tan)lescx-col x) 


c 6 
E D B) 21 g) 18 
D 
Si sec9-cscO=3, 
halle el valor de á 
P=(1-cot0)?+(1-tan0) 

c) ! 
A 6 B) 12 E) 2 
D 8 


19, Si se verifica que 
secxr+tanx+senx=7 
halle el valor de 


senx+cosx+1, 


y COS X 


E IC 


13. Si secú y cscó son las raíces de la ecuación 
axk*+bx+c=0, determine la relación que 
existe entre a, b y c. 


A) a?+b*=-2ac 
B) a*-c*=2ab 
0) b?-a?=2ac 
D) b?-c?=2ac 


E) c2+a*=2ab 


14, SiV6 tana =3+vV15 seca, 
halle el valor de 4—/6 cota. 


B) 6 ¡E 

D) 7 E) 4 
15. Sisenéx=cos*y y SENXACOSX, 

Calcule el valor de 

(sen x - cos x)? 2 2 

Eo +sen*xcos” x 

A) -4 B) -3 E) =2 

D) -1 E) 0 


16, Reduzca la expresión 


l- cos? xÍcos! x-3c08s* x+ 3) 
A 4 

) sent B) cosétx C) sentx 
») tan*x E) costx 


17, 
Determine el equivalente de 


M= L+cosx +sen3 y 


E a 
05X +senxcosx(1- cos x) 


18, 


e 
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A 2 
D) 2cosx 


B) 2secx C) secx+1 


E) cosx+1 


Calcule el valor de la expresión 


(sec? X+SeOCxXx+ Dísec? X—SOCXx+ 1) —tan! x 


sec? XxX 


5, Siatanx—bsecx=b, 


calcule senxtanx en términos de a y b. 


4a?p? 2a?p? 2p? 
A) a 4 7 4 C) : 4 
a *—-b a*-b a*-b 
4 2p? 2 2p2 
DAA E At 
a +b a*+b 


Si 10senx+10costx-9=0, 
calcule el valor de 


sec?x+csctx 
A 7 B) 8 O 9 
D) 10 E) 11 


, Elimine 0 a partir de 


tan8+ cot8=a 
sec0-cscó=b 


A) a?+b*=2a 
B) a?-b*=2a 
O) a+b*=a 
D) a?-b*=a 
E) a?-b*=2b 


Nivel intermedio 


Calcule el mínimo valor de la expresión 
(tan6+ 1)(cot0+1) 

A) 4 B) 3 O 5 
D) 8 E) 6 
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23. Calcule el máximo valor de la expresión 


24, 


o 
nm 


ro 
[ey 


ZE, 


sen?x+cosx 


5 
A) B) Z 


N|[w a]|uw 


D) 


Simplifique la expresión 
sec? 9cscO-senO tan? 0 
(tan0 + cot0)cosO 


A) 1+sen0 
B) 1+sen?0 
C) 1+c050 
D) 1+c0s?0 
E) sen0+cos0 


3. Si se verifica que 


sen8csco=a 
cosBseca=b 


halle secta. 

a? +p? 
a? +1 

bla? 
a? -1 


A) 


D) 


_secó+tan0+1 
secó8+tan0-—1 


A) cscó-cot0 . 
B) cscO+tane 
C) tan?e 

D) cscó-tanó 
E) cscó+cot0 


Si se cumple que 


l+senx 
———— =n xe NC 
l+cosx 


calcule csex—cotx. 


A) 2n+1 
D) /2+n 


B) 2n-1 


C) 


N|— nn] ua 


E) 


a? -p? 
ac4l 
at p? 
a? -1 


E) 


« Halle el equivalente de la expresión 


O. J25-1 
E) 42n+1 


28. 


no 
«0 


31, 


Si se sabe que 


sen? x cos? x 
A 
l+senéx l+c0s* x 


halle sectx+esc?tx. 


a-2 a-2 
y > B a-2 
a ai Oia 
D) 1-2a E) l+2a 
a-1 a+] 


!. Si se verifica que 


sen?xtan?0+sec*x cot?0=2tanx 
halle el equivalente de tanx+cotx. 


C) 2tan' 
E) tan% 


A) 2sec?0 B) 2csc% 


D) 2cot?8 


30, Determine el equivalente de la expresión 


6 


sen" x= cost Xx 2 


3 —2sen? xcos” x 
2sen*x-—1 


A) senóx+cosx 


B) sentx-costx 


C) senéx+ costx 


D) senéx—coséx 


E) senéx+coséx 


tan? x+ cot? x+ secxoscx 


SiF(secxcscx)= PET de 
calcule F(3). 
A) ; B) 1 O > 
7 D3 

D 

) 3 

. De la siguiente identidad: 
cosx _ CosX —Alsecx-1 
cotx escx+cotx 
halle el valor de 4. 
: 2 gen 

. tanx B) cotxX E) tan* 
D) cotx 


_— 


33, Si (versx+covx—1)'=exsecx, A) 2 B 0 a 
determine el valor de 


D) 1 E) 2 
5 si 
COvxX 

39, SiAM=MB y BN=NC, 
AO B) 4 O 1 calcule 2tan*0+senta+ costo. 
D) -1 E) 2 


34, Sisena.cosa = > Q.€ NIC, 


calcule secdo+cscia. 


A) -645 B) -945 O -6415 


D) -6v7 E) -4415 
35, Si cotx +tanx =+/3, calcule A) 4 B) 3 Cc) 2 
y nx +cotb x + tan? xr + co x D 1 E) E 


tan” x+ cot” x 


40, Calcule rm para que la expresión 


A) 2 B) 0 O 3 P=csc*9-cot'9+m(secg-cosg)”? 
D) 1 E) > sea independiente de 9. 
A) -2 B) -3 02 
ds, si Msenfa+ncosóx _ mn D) 3 E) -4 
(sendr+cos je Men 
x+cos*x) 41. Elimine la variable 9 en 
calcule tanéx, 2 2 
cos“0+csc“g=aq 
: 2 0 
A n Ah 2n cot 0+sen“0=b 
Ba Qs 
m pa pe 


n E) m+n B) (a-DQ+b-a)=4 
: O (a+b2-b+a)=4 

D) (a-bDQ-b+a)=4 
E) (a+b)Q+b+a)=4 


7 


2 
7. Si] tanx=tanix, x e (o z) 


calcule pr - — Nivel avanzado 
Cot x — cos x 
: l+ cosa 
42. S >> 
0-3 B) 1 o 7 l 1+sena a 
D) 42 ) =y2 determine el valor de 


Y E) 2cot?a- seno, 
ll Si seniy 5 
=C0S 
o A) 2 B) 0 O 1 
A an D) -1 E) -2 
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43, 


44, 


46. 


47. 


Si sec?8=2+csc%0, 
determine el valor de 
sec? 8 esc? 0+1 
PS IA 

sec? desc? 0 


1 
A) 2 B) > O) 4 
D) 2 E) 1 
4 
Simplifique la expresión 


2 sec* x+ sec? xtan? x+ tan* Xx 
sec” x+tan? x 


A) secéx-1  B) secóx+1  C) tanóx-1 
D) tanéx+1 E) sec?x 
. Si csc?x+sen?x+escx-senx=8, 
halle senx+csex; x€ IIC. 
A) 45 B) v6 0) v8 
D) 413 E) V14 
Sibnke COS rÓseny. 
seny-—bcosy 
calcule 
M- (bsen y + cos y)(sen y - bcos y) 1 
senxcosx 
A) b?+1 B) b? C) b*-1 
D) b?+2 - E) b?-2 
De las condiciones 
V2tanx+1=v/2 sec y 
2 tan y +1=-/2secx 
calcule secx+secy. 
6 : 
2) A B) 2/2 C) 242 
3 
D) ya 5 342. 
2 EX 


48, 


50. 


. Si se cumple que 


Elimine 0 de las condiciones 
(1 -sen8)(1 +c0s0)=x 


sen?0cos?9= xy 


A) Vx + /y = [xy 
NA 
C) Vx + /y =V/2 
D) Vx —./y = 42 
E) Vx +./y =2 


2 

tana tanb 

( -2no) =tan? a-tan?b 
senx tanx 


determine cosx. 


tanb 
tana 
tana 
tanb 


C) tana+tanb 


A) 


B) 


a+l 
D) tan 
tanb—1 
na 
E) 2ta 
tanb 
3 3 
a omo UK 
Exprese M= EA o 
xvNx*-a 3 
. E: , 
función trigonométrica de 9€17* 3 


jcalesh 
a>0, en la que no aparezcan radi ; 
la variable X. 2 


A) tan8-sen0 
B) cot9-cosÉ 
C) tan0 —sen0cos0 
D) cote-sen0 cos0 
E) sen0 cos9-cot0 
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de ángulos compuestos 
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CAPÍTULO VII 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS COMPUESTOS 


Objetivos 
+ Reconocer el desarrollo de las principales identidades que relacionan la suma y la diferen- 

cia de dos ángulos. 

Calcular el valor de las razones trigonométricas asociadas a la suma o a la diferencia de dos 

ángulos. 


» Aplicar directamente las identidades auxiliares a situaciones que puedan presentarse. 


Introducción 

La capacidad de resolver problemas es una habilidad muy apreciada en muchos aspectos de 
nuestras vidas; es sin duda también una parte importante de cualquier curso de matemáticas. 
Pero no hay reglas duras y rápidas que aseguren el éxito en la solución de problemas. 


La resolución de problemas en este capítulo es parte importante del aprendizaje de la habilidad 
Operativa, para esto se presentan identidades trigonométricas que relacionan dos o más varia- 
bles angulares. Dichas identidades permitirán calcular las razones trigonométricas de ángulos 


desconocidos, ya que estos pueden ser expresados mediante la suma o diferencia de ángulos 
notables, 


Las identidades trigonométricas de ángulos compuestos permitirán, además, deducir las reglas 
de reducción al primer cuadrante y sus propiedades. El estudio de las identidades de ángulos 
Compuestos también nos servirá de base para la deducción de las identidades del ángulo múl- 
tiple y de las transformaciones trigonométricas, asimismo serán empleadas en el estudio de las 
funciones y ecuaciones trigonométricas que aprenderemos en los capítulos posteriores. 


Finalmente, el objetivo central. de este capítulo es reconocer y aplicar las fórmulas principales 
Que relacionen a una variable angular compuesta. Asimismo, es necesario aplicar las operacio- 


nes algebraicas básicas, como son la descomposición de expresiones y el cambio adecuado de 
Variables 


225 


1» IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DE 


LA SUMA DE DOS ÁNGULOS 

La utilidad de estas identidades radica en que 
con ellas se puede calcular razones trigonométri- 
cas de ángulos desconocidos a partir de ángulos 
cuyas razones trigonométricas son conocidas. 


| sen(a +) =sena.cosp +cosasenf | 
A ———— E 
| costa) AOSUROÍA— sena. senf 


e es 
tana + tanf 


1-tanatanf 


tan(o +8) = 


Aplicación 1 


Calcule el valor exacto de sen75". 


Resolución 
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Descomponemos 75%=45%+309 
> sen75%=sen(45+309) 
sen75%=sen45% cos30%+c0545% sen300 


2,8,8,1 


sen75%= — +— 
2 2 2 
sen75*= 6 +42 
4 
»» Nota E 


De la aplicación anterior se obtiene el: 
siguiente triángulo: : 


Aplicación 2 


Calcule el valor de cos1050. 


Resolución 
Descomponemos 105%=600+4 450 
3 cosl05%=cos(60%+450) 


cos105%=c0560% cos45*-sengoo 
Y2_v3 va 
2 2 2 


sen450 


1 
0=-. 
cos105 9* 


cos105* = LES 


Aplicación 3 

Reduzca la expresión 
1+tan102 

1-tan102 

Resolución 

Como tan45”=1 

tan 45+tan109 

1-(Dtan109 

tan 45%+tan102 
1- tan 45%tan102 


> K= 
K= 
> K=tan(45%+10%) 


+. K=tan55% 


Aplicación 4 


19) 
Reduzca la expresión tan250+tan20 . 


Resolución 
K=tan25"+tan20" 
_sen25% + sen20 


e cos252  cos20" pe 
sen25%c0S 202+C05 950se 
K= cos 257 c05 202 


_ sen(as0120) 
cos25%c0520" 


K=sen45" 3 (7 


. K= 2 coc25osec2o” 
" 2 


A — 


Aplicación 5 » Nota 
o ¡o 4 5d > : 
Reduzca la expresión cot50%-tan200, De la aplicación anterior se obtiene el 
siguiente triángulo: 
Resolución 


M=cot50"-tan209 
cos502 sen20 
sen50o cos 200 
cos50% cos 20-—sen50% sen 202 


sen50%cos209 - 24h 
_ cos(50%+200) 
— sen50%cos 20% 
__cos7o? Aplicación 7 
“ sen50%cos 200 . 

Calcule el valor aproximado de tan8*, 
sen 202 1 
“cos 209 = 509 ] Resolución 
M=tan80 


:. M=tan20%csca00 
M=tan(45%-379) 


2» IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DE 


LA DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS Aplicamos la fórmula para la tangente de la 
Las siguientes identidades que se presentan  4iferencia. 

permiten calcular las razones trigonométricas _ tan45%-tan37? 

de ángulos expresados en la forma a- f. 1+tan45%tan37 


| : A 3 
sen(o.-fB)=sena.cosf—cososenfi | ÑÑ ly 
e PA ala 
ES 105) 
costu—P)=coso.cosp+senasent i 4 


Es 
a 
tan(a 8) = 2na=tanB 7 
1+tanatanf 4 
¡ : 1 
Aplicación 6 :. tan80== 
Cal . 
cule el valor aproximado de cos160. € o 
Resoluci » Nota: PS 
e De la apiicadión anterior se obtiene El q 
Mi o Por diferencia 16%=530-370, guiente triánuúlo!: 


] “=cos(530-3 379) 
0s]60 =c0s53%c0837%+sen530sen370 


OO) 


f Cos160z 24 
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Aplicación 8 
Reduzca la expresión 
cot10%—cot202 


Resolución 
K=cot10%-cot20 


_cosl0% cos 209 

—sen102 -sen200 

_ sen20%cos10%-cos20* sen102 
Ñ senl10%sen202 

_ sen(20%-109) 

- sen10%sen202 

a sen109 

 sen10%xsen 200 

21 

— sen200 


. K=csc200 


K 


Aplicación 9 


En el gráfico, calcule tan0 si AB=BC=2 » CD=1. 


RR 

C B Á 
Resolución 

D 8 


¡A 


C 2 B A 


Del gráfico, 9=0.—fP; además, tana=4; tanf$=2 


> tand=tan(a-f) 


tano = PANA tanf$ 


l+tanotanf 
inte $2. 

1+(90) 
tano=2 

9 


Aplicación 10 
Un fotógrafo está haciendo un 
mural de cuatro metros de 
de arte. La lente de la cá 
, Camara está « 

1 metro por debajo del borde inet q : 
tura como se ve en el gráfico. Calcule at a 
te del ángulo que abarca la le : 

nte de la cámara. 


a fotografí : h 
Ade rn 


Resolución 


5 1 
Del gráfico, tana = 7 tanf$= 2 
Además, 0=0-P 


> tang=tan(a—B) 


y tana tamb 
tand= 77 tanatan$ 
5 1 ne 
2.9 tanu” 9 
tano 274 
145% 
0-2 
tan =9 


: 


A 


Aplicación 11 

La altura / de un objeto cuando es visto desde 
los puntos P y Q alineados con el objeto puede 
ser calculada si se usan los ángulos de eleva- 
ción a, desde P, y B, desde Q. Si d es la distan- 


cia entre P y Q, calcule h. 


Resolución 


P O M 
Del gráfico 
PO=PM-QM 
d=(PM)-(QM) 
> L_ (PM) _(QM) 


hh h 


seno.senf 
2 - sen(B-a) 
h senasenf 
h dsenasenf 
sen(B- a) 


3» | 
OTRAS IDENTIDADES (AUXILIARES) 


Á conti ds 
A Minuación se Plantean algunas identida- 
5 que perm 


métni lten reducir expresiones trigono- 
"Cas en forma más directa, 


sen(a+0)senta—0)=senta-sen?o 


costa +0)cos(a—0)=cost4-sen?e 


A 


Aplicación 12 


Simplifique la expresión 
sen*40%-sen?102 
sen509 


Resolución 
Ñ sen?40-sen?]00 
sen509 


De la identidad anterior 
K= sen (40%+10%)sen(40%-100) 
sen509 
_ sens50%xsen30" 
Ñ sen502 


K =sen309 


Ksl 
2 
Aplicación 13 
Halle el equivalente de la expresión 
2 1 
0s*40%-— 
a 4 


sen802 


Resolución 
1 
2 
40%-— 
cos 4 


sen80% 


Ñ cos?400-sen?300 
y sen802 


cos(40%+30%) x cos(40%-30) 
Ms A 
sen802 


_ cos70*xcos102 
= sen800 


. M =c0s700 
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sen(a +) 
SEM TRA 
cosocosf) 


tana +tan[) = 


tana - tanf) = , 
cosoa.cosf) 


Aplicación 14 
he lia rosión A ttan20* 
a la ex A 
edi d /3 -tan 202 


Resolución 


Me tan 60%+tan 209 
—tan60%-tan209 


sen(602+20%) 
_ COS 60% cos 202 
sen(60%-209) 
cos60%cos 200 
_ sen (609 +200) 
sen(60%-209) 
_ sen 809 
sen 409 


tano+tanf+tanatanf tan(o+B)=tanto+8) | 
tano—tanf-tanotanf tan(o—B)=tan(a—B) 


Ejemplos 
»  tan20”+tan40%+tan20tan40*tan60”=tan602 
*  tanx+tan3x+tanxtan3xtan4x=tan4dx 


*  tan20%+tan250+tan20"tan250tan450=tand50 


+  tan40%-tan10”-tan40%tan10%tan30%=tan309 
*  tan6x=tan2x-tan6xtan2xtan4x=tan4x 


Aplicación 15 
Calcule el valor de la expresión 
4tan10%+4tan27%+3tan10"tan270 


Resolución 
Factorizamos. 
K=4tanto%+tan270+3tan10otan270) 


K=4(tan10%+tan27+tan37"tan10%tan279) 
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K=4tan(10%+270) 
K=4tan372 


s=(3) 


K=3 


4» SIMPLIFICACIÓN DE LA EXPRESIÓN 1 
GONOMÉTRICA asenx=bcosx ' 


Aplicación 16 
Reduzca la expresión 
sen10%+43 cos102 


Resolución 
M=(D sen109+(/3)c0510* 


| 2 
Dividimos entre fé +13 =2. 


M_ (E Jsen 100 costo 


e = cos60%sen10*+sen 600 cos10” 

2 

E - sen(609+109) 

M=2sen70" | 


Aplicación 17 
Reduzca la expresión 
cos10%-sen10? 


Resolución 
mM=(Dcos102-(1 


Dial 
Dividimos entre Jer Y 


¡ jan 


pe (Lone 


)sent0? 


5 senil” ; 


_sená 
cos45” cos10% de 


=cos(45+ 10% 


mM=WJ2c0855" 


—— 


Aplicación 18 
Halle el equivalente de 4cosx+3senx. 


Resolución 
Q=4cosx+3senx 


Dividimos entre 5. 


qa Ejeosx + (E jsena 
515 5 


=C05sXxc0s37%+senxsen370 


alo alo 


=cos(x-— 370) 
“. Q=5cos(x-37%) 


Aplicación 19 


Halle el equivalente de /3 cos x + sen x. 


Resolución 


Z= /3cosx+1xsenx 
Dividimos entre 2. 


EN l 
2 A cn 


=sen60* cosx+cos60* senx 


[Ny S|N e] 


=sen(609+4 x) 


N mn 


=2sen(60%+x) 


5» Aná ; Es 
ANÁLISIS DEL MÁXIMO Y MÍNIMO VALOR 


DE LA EXPRESIÓN asenx+bcosx 
€an a y b constan 


tes reales y x, variable real 
£Ntonces y E : d 


2 y z pl PS E 
Sasenx+bcosx<vVal+b? 


Ejemplos 
. senx+WV3cosx<V1 + 43" 
senx+vV3c0sx <2 


* 5senx+l2cosx<vV5? +12 
5senx+12c0sx < 13 


. 3senx+4cosx< 3? + 42 
3senx+4c0sx < 5 

* 2senx-3cosx< (sy 
2senx-3cosx <+4/13 


* —V12+2<senx+2c08x 


VD SsSenx+2c05x 
+ -4/32+4? <3senx+4c05x 
—-5< 3senx+4cosx 


e. 7? +24? <7senx+24c0sx < 7? +24? 


-25<7senx+24cosx<25 


6 P IDENTIDADES CONDICIONALES 


Si44+B4+C= 180% v A+B+C=kr: kez | 
entonces Bl 


e tanA+tanB+tanC=tanA tanB tanC 
e  cotAcotB +cotBcolC+cotCeotA=1 


SIX+Y4Z=90% y X+Y+Z=(2k+D5 | 


entonces 


e cotX+cotY+cotZ=cotXcotYcotZ 
+ tanXtanY+tanYtanZ+tanZtanAX=1 


Ejemplos 
*  tan80%+tan40%+tan60%=tan80*tan40%tan60? 
+ cot10%+cot20%+cot60%=cot10% cot20" cot602 


7 REGLAS DE REDUCCIÓN AL PRIMER CUA- 
DRANTE 


Las reglas de reducción al primer cuadran- 
te permiten simplificar las identidades de la 
suma o diferencia de dos ángulos cuando uno 
de ellos es un ángulo cuadrantal. Se presenta 
los siguientes casos: 
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Regla 1 

Para la aplicación de esta regla, primero debe- 
mos identificar los cuadrantes de ángulos que 
relacionan al cuadrantal. Veamos. 


Y A 


90%+0 : 
enc | 90-68 ) e liC 
1800 


X 


180%+0 270940 e 
e HC E IVC 
270"-6 3600 


El signo (+ o —) que deberá elegirse depende 
del cuadrante, del ángulo a reducir y del ope- 
rador trigonométrico. 


RT(80+0)= (signo) xRT(8) 
RT(3609-—68)= (signo) xRT(8) 


RT(90*+0)=(signo)xCo-RT(0) 


RT(270%+0)=(signo) xCo-RT(0) 


donde Co-RT es Co-razón trigonométrica. 


Ejemplos 
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sen(180%+8)=-sen8 
ÁS 
TIC 
cos(360”—8)=+c0s8 
y) 
IVC 
tan(180-—0)==tan0 
RR — == 
IC 
sec(180%+8)=-secg 
A 
nic 
sen(90%+8)=+c0s8 
SE 
IC 
tan(270-0)=-+cot0 
A e 
nc 


e sec(270%+0)=+cscg 
———— 
IVC 
+  sen(rm-9)=+sen8 
— 
11€ 
o csc(*-0)=-seco 


A 
re 


Aplicación 20 
A partir del gráfico, calcule tan8+cotb, 


Resolución 


909 


P(E3;-1) 
«<4n normal. 
(909+8) es un ángulo en posición N 
-1 
tan(90%+8)= 3 


1 
-cot8=>3 


me: 
AS 


Nos piden ' 
M=tan0+cot0 


m=co+(-3) 


=-—-— 


3 
A 
: 
4 


Aplicación 21 
Del gráfico, calcule sen9-cos0. 


YA 


MES; -4) 


Resolución 
Cambiamos el sentido del ángulo 0, cambian- 
do su valor. 


1809 


M3; -4) 


(180%+(-0)) es un ángulo en posición normal 
* sen(1800-9)=-4 
5 


seng=-4 
5 


cos(1800-g)=_3 
5 
7C0Ss8= _3 


C0s8= 3 
5 


Se Quiere calcular 


U=sen8-cosg 


Regla 2 


Los valores de las razones trigonométricas 
no se alteran al sumar o restar un múltiplo de 
360% o 2r. 


RT(360% +0)=RT(0); VReZ 


Ejemplos 


Pr = sen 
: 6 


sen750%=sen(2x 36094300) 
sen750%=sen300 
cos405%=cos(1x360%+459) 
cos405%=cosg450 
tan2018%=tan(5x360%+2180) 
tan2018%=tan2180 
cos(41+x)=cosx 
sen(71+x)=sen(6r+1+x) 
sen(71+x)=sen(r+x) 
sen(71+x)=-senx 
sec(l51—x)=sec(14n+1n-x) 
sec(151-x)=sec(m—x) 


sec(151—x)=-secx 


sen| —+x |=sen| 617 +—+x 
2 2 
sen (LE 4 )=sen[ + x) 
2 2 
157 
sen di =-COSX 


ST 
sen[ 22) = sen[ 4 + ==) 


6 
29m _ 2) 
sen=i== sen ( 6 


291 T 
no = sen 6 


TA 


Regala 3 


(sento -SONA 
[ cosí 9. COSX 


AA / ]Á ]á E áKáÁ 


pi aJEk ana 


( seca) =seor 


sa) =-—CSCx 


nx) 
sx) 
") 
coN(=a)=conx 
) 
00) 


Ejemplos 
e  cosílx=1)=cos(-(m- x)) 
cosí(x-— 1) =cosí(n-— x) 


cos(x—1) =-cosx 


+ sen(x—m)=sen(-(1- x)) 
sen(x—1) =-sen(n-—x) 
sen(x—1) =-(+sen x) 

“sen(x—1) =-senx 


7.1. ÁNGULOS SUPLEMENTARIOS 


Six+y=r, entonces se cumple 


| tanx=-tany | 


Ejemplos 
2T T 
*  sen—=sen— 
3 3 


5T T 
COS— =—COS— 
6 6 


»  tan120%=-tan60 


3T T 
* sen—=sen—= 
4 4 


*  Ccos105%=-cos750 


7.2. PROPIEDADES COMPLEMENTARIAS 


tan(ka+x)=tanx fVReZ 


Ejemplos 

*  tan(3n+x)=tanx 

*  tan(71+x)=tanx 

e.  tan(291+x)=tanx 

*  tan(17n-x)=tan(-x)=-tanx 
+ tan(13n-x)=tan(-)=-tanx 
e  cos(24m-x)=c0sx 

*  cos(121+x)=C0SX 

+  cos(181+x)=C0SX 

e  cos(121m-x)=C0Ssx 

*  cos(-4n-x)=C0sx 

e  cos(-6n-x)=C0sx 

e. tan(-5n+x)=tanx 

* tan(-71-x)=tan(-)= ió 


Francois Víéte y la trigonometría 


Francois Viéte (1540 -1 603), matemático francés, que escribió bajo 
el nombre de Latinized Franciscus Viéte, estudió Derecho en la 
Universidad de Poitiers, y logró ser consejero jurídico. Viéte más 
tarde pasó a ser miembro del consejo del rey Henry lll y poste- 


riormente de Henry IV; sin embargo, pasó su tiempo libre en los 
estudios matemáticos. 


Sus contribuciones matemáticas abarcaron los campos de la arit- 
mética, el álgebra, la trigonometría y 
periodos, el primero entre 1564 y 15 
1589. En estos dos periodos, sin de 
trabajar la astronomía y la trigonom 


la astronomía. Viéte tuvo dos 
68, y el segundo entre 1584 y 


scartar la geometría, empezó a 
etría. 


Francois Viéte 
Su obra Canon mathematicus seu ad triangula (1579) contiene no- - d 

tables contribuciones a la trigonometría. En particular, 

s send=sen(60”+0)+sen(60*-0) 
3sen0-4sen30=sen30 E 


encontramos las siguientes identidades: 
o 


csc0—coto=tan(0/2) 
CSC0+cotO= cot(o /2) 


Vidte descubrió de nuevo la mayor parte de las identidades elementales y obtuvo fórmulas ge- 
nerales equivalentes a las ex 


presiones de sen(nx) y cos(nx) en función de senx y cosx. Además, 
investigó mucho la trigonometría plana y esférica. La trigonometría plana es la que se demues- 
tra Por medio del plano cartesiano y la trigonometría esférica estudia los polígonos que se for- 


Superior de una esfera, en especial los triángulos (si tres puntos de la superficie 
arcos de círculos máximos de 180%) 


man en la parte 
Son unidos por 


Adaptado de <http://mattrigonometria.blogspot,com>. 


»> Problemas resueltos 


Problema 1 


Si csc(0+ 45%) = a calcule secOcsc0. 


Resolución s 
Del dato, sen(0 + 45%) = = 
: 342 


2 
8cos45%+cos0sen45%= —= 
=> sen m0 
8x , +C0s8x 2 
sen8x—= ay HE 
v2 +2 32 
sen0+c0s0= A 
2 4 
(sen8+cos0)“== 
9 
> sen?9+c0s%0+2sen0 cosO== 
4 
1+2sen0 MOE 
5 
2sen0 sendas 


señteida=> 
18 


.. secOcscg= 18 
5 
Problema 2 
Si se cumple que 
asenx+bsen y 
A = fan z 
acosx+bcos y 


calcule asen(x-z)+bsen(y-z). 


Resolución 


á 
Del dato 46£NX+bseny _ senz 
acosx+bcosy cosz 


asenxcosz +bsenycosz=acosxsenz +bcosy senz 
aSENX COSZ-ACOSx SeNZ=-bseny cosz4+bcosysenz 
a(senxcosz-cosxsenz)=-b(senycosz-cosysenz) 


> asen(x-z) =-bsen(y-z) 
. asen(x-z) +bsen(y—z)=0 
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tan(a.—f) 


Problema 3 
Simplifique la expresión 


rn 2 2 
coa Hb) (1 tan? atan B)+tan B 
Resolución 

_tan(a.—P) 
—cot(a.+PB) 
K= tan(a—f)tan(a+B)JU —tan?otan'pletan'p 


(1 — tan? atan? B)+tan*p 


_(tana-tanf a anta 
I+tanatanf JU-tanatanf 0; 
tan“B 


K=(tano—tanf)(tano+tanf)+tan'B 


K=tan?a.— tan?B+tan*p 


K=tano. 
Problema 4 e 
Calcule el valor de la expresión Ñ 
L, l si x+y=G 


cot x+Cot y ñ tan x+tan y 


Resolución Ml 
Se pide calcular la expresión 
A A 
—cotx+coty tanx+tany 
1 o 
M== 7 tanx+tany 
tanx tany 
1 
1 PA 
Me axrtany tanx+tan) 
tanxtany 
tanxtany _ 
os p 
tan x+tan y 


—(tanx+tan y) 


M=-(cot(x+y)) 


1 
tanx+tanY 


M= cotE 
a 6 


A, M=-43 


AAA o 


Problema 5 4 
si se cumple que sen(A+B)=2sen(4-B), tana=-—8_ 
calcule el valor de tanAcotB. Lo 
Resolución 9 
Del dato 3 
sen(4+B)=2sen(A-—B) Bras 
> senAcosB+cosAsenB=2(senAcosB—cosAsenB) 12 
sená cosB+cosAsenB=2senAcosB-2cosA senB 8 
> 3cosA senB=senA cosB “ tana=>— 
11 
_senAcosB 
—cosAsenB 
a tancias Problema 7 
Si tan(4-B)= z y cot A= z calcule el valor de 
Problema 6 a 3 


En el gráfico, AB=3; CD=1 y BC=6. Calcule tana. Stan B+410cosB 


A P Considere 0<B < > 


Resolución 
Del dato tan (4-B)=> 


Q tan A-tanB _1 
a l+tanAtanB 3 
Resolución S 
En el gráfico, q en B 


9 3tanB=1+tanB 
4 4 


9 ¡-StanB+2tanB 
4 4 


5 tanó 
neMos que tanó== y tanf== : 
Además, a=B+09 a a 
| > na=tan(B +0) 
| 1 ¿3 
tana= El 66 
4 13 
lx 
5% 
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Nos piden calcular 
M=6tan B+V10cosB 


=> 1=6(5)e/10 5) 
. M=5 


Problema 8 
A partir del gráfico, calcule /13 sen0. 


y 


065; 12) P(3: 2) 
) 
X 
Resolución 
En el gráfico 


P(372) 


2 3 
*  Sena===; C0S4=-—= 
YES E 
12 5 
*  senpb=—:; E 
15 73 “osp E 


como 8=B-a 
> sen8=sen(B—a) 


sen8=senfcosa—cospsena 
Ñ ll) 2 
131413) U 131/13 
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46 
13413 


Ji3séng=tO 
13 


sen0= 


Problema 9 
En el gráfico, BC=4, AB=3 y CD=W/13. Calcule 
tangente del ángulo formado por las diagonales, 


B E 
Á D 


Resolución 
En el gráfico 


tenemos que 
3. Pe 
tanf=>; tan 2 


como 9=0.+P 
> tan9=tan(a+B) 
tano. +tanf 


tan9=anatan$ 


> 


problema 10. 
Reduzca la expresión 


alcos? 18409-cos? 25400) 


Resolución 
Sea 
*  cos1840%=cos(5x360%+40%) =cos400 


+ cos2540%=cos(7x360%+20%) =c0s200 
Reemplazamos en en la ecuación. 
K=2(cos? 40%—cos? 209) | 
K=2 (1- sen? 409 — (1-sen? 200) 
K=2(sen? 20-sen? 400) 
K=2sen(20%+40%sen(209-409) 
K=?2sen60%xsen(—209) 


K=2( E Jesenzo0 


". K=-/3sen200 
Problema 11 
Six E +z=r, calcule el valor de 
tantan y E — pe 
tany tanytanz tanztanx 

Resolución 

» Recuerde 

Si X+y4 


2=, entonces 
tanx 
"Hany +tanz=tanxtanytanz 


Co 
Lcoty+ cotycotz4 cotzcolx=1 


2 


E ———_ 
tan ztanx 


Problema 12 


De las condiciones 


tan(a+B)=3 a tan(p+0)=> 


calcule el valor de tan(a.—08). 


Resolución 
Consideremos la igualdad 
a—-0=(a+P)-(B+0) 
> tan(a-6)=tan[(a+8)-(8+0)] 
_ a tan(a+4)-tan(B+0) 
tante nl en(Bra) 


tan(a—0)= 


1.1 
HAx= 
3 4 
Es 
12 
13 
12 


tan(a—0)= 


1 
t -8)=— 


Problema 13 


Si a+0+4$=1, además 2tana=tan8+tanó, 
cos(8+4) 


calcule el valor de —-——. 
cos(8-¿) 


Resolución 


»» Recuerde 
Sio+0+0=x 
>  tano-Han0+tano=tanatanó0 tang 


Del dato 
2tana=tan0+tanéb 
2tana.+tana=tan0+tang+tana 
3tana=tan8 tanó tano. 
3=tangptan0 
_senqsen0 
—cospcos8 


> senpsen9=3k 


cospcosO=k 
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Nos piden calcular 
_ cos(0+0) 
- cos(8-¿) 
_Eostebat FenDsenO 
cosOcoso+senBsend 
_R-3R 
—R+3k 


Problema 14 


Determine el tipo de triángulo ABC, en el cual 
se cumple 
senB 


=sen A+cos AcotB 

cosC 
Resolución 
De la condición 

senB 

=sen A+cosAxcotB 
cosC 
senB 26 cosAcosB 
sen B 


senB _cosAcosB+sen Asen B 
cosC senB 


senB _cos(A-B) 

cosC— senB 

__senB___cos(A-B) 
cos(A+B)  senB 

-sen*B=cos(A+B)cos(A-B) 

-sen*B=cos*A-sen?B 

cosA=0 


> CcosáA=0 . 


Por lo tanto, el triángulo ABC es rectángulo. 


Problema 15 
Simplifique la expresión 


(tan5x-tan 4) (l+tan2xtan x) 
l+tan5xtan4x 
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Resolución 
Nos piden calcular 
M= (tan 9x tan 4x)(l+tan2xtan y) 
l+tan5xtan4x 
_(tandx-tan4x 
A sane) ramiro 
M=tan(5x-40)(l +tan2xtanx) 
M=tanx(1 +tan2xtanx) 
M=tan(2x-JU +tan2xtanx) 
tan2x-tanx 
reinan 


Jtstanzrtano 


tan2x-tanx 


Problema 16 
De acuerdo al gráfico, calcule tano. 


Resolución 


P(2;1) 


Del gráfico 
1 
* tanb==>3 
_3 
. tan0=-: 2 


— 


Como a.=0-P 
> tana=tan(0—P) 
_ tan0-tanf 


eno tan otanf 


4 
. tana=->= 
7 


Problema 17 


Sean x e y las medidas de dos ángulos agudos 


que cumplen la siguiente condición: 
2ltanx-tan(x - y)) = secxsec y 


Calcule ¿£NX , sen(x+ y) 
cosy tanxtany” 


Resolución 
De la condición 


2ltanx-tan (x-y))=secxsecy 


2 Senx_ sen(x- ») 1 


cosx  cos(x-y))” cosxcos y 


qEsmacos-))-cosrsen(r-y) al 
Cosxcos(x-y) 


a sen y 1 
E S08x cos(x-y) - COSXCOS y 
“ny cosy=c0s(x-y) 
a o Y =coS(r=y) 

Y +x—y=9g0 > x+y=900 


Nos n: 
> Piden reducir 


k=Stnx se 
a ia n(x+ 
ey a) Y 
y 


COSXCOSY 


sen 909 


k-Senx 
senx tanxcotx 


clas 
1 


K=2 


Problema 18 


En un triángulo ABC, se cumple que 
tanA_tanB 
3 2 
Calcule cscC. 


=tanC 


Resolución 
Recuerde que en un triángulo ABC 
tanA +tanB+tanC=tanA tanBtanC 


De la condición 
tanA_tanB_tanC 


3 2 1 
obtenemos 
+ tanA=3k 
+  tanB=2k 
*  tanC=k 


Reemplazamos en (+). 
6kR=6k* 
> k=1 


Luego, tanC=1. 


cscC=V2 


Problema 19 
De la condición 
3tan(30%+0)=5sec(50%-B) 


calcule el valor de 
esc(40%+B)- tan (1509-68) + tan(30%+ 8) 
esc(320%-B)+ cot(480%+0) 


4) 
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Resolución 

De la condición 
3tan(30%+8)=5sec(50%-f) 

> tan(30%+0)=5k 
sec(50%-(fB)=3k 


Nos piden calcular 


pe csc(3200-B)+ cot(4809+0) 


esc(270%+(50%-B)+cot(360%+120%+0) 


_ csc(40%+B)+tan(309+0) + tan(309+8) 
- —sec(50%-f)+ cot(1809-(60*-0)) 
_ sec(50%-B)+2tan(309+0) 

- —sec(50%-B)-cot(60%-0) 


_ sec(50%-B)+2tan(30%+9) 
- —sec(50%-f)-tan(30%+8) 


_3k+2(5k) 
-3k -5k 
e Mb 
8 
Problema 20 


Si se cumple que 
tan(x—y)cotr+costzesc?x-1=0 
halle el equivalente de cotx coty. 


Resolución 
De la condición 


tan(x—y)cotx+cos*zesc?x-1=0 


“zosctx=1- tan(x=y)cotx 
cos" z _, sem(x-y) cosx 


e cos(x- y) senx 


sen? x 
cos” z _ senxcos(x- y)- cos xsen(x - y) 
= ADACOS(X — y) cos x sen (x -— y) 


sen” x. cos(x-—y)senx 


—> COS 


cos? z sen y 
— — A _É Am 
sen?x  cos(x-=y)senx 
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esc(40%+8)-tan(150%-0) + tan(309+0) 


_esc(40%+B)-tan(l 80%-(30%+0))+tan(309+0) 


cos(x -— y) 1 


SsSenxseny  costz 


cotxcoty+1=sec?z 


cotxcoty+1=1-+tan?z 


cotxcoty= tan?z 


Problema 21 
Simplifique la expresión 


4/3 cos100 +3sen10%+2c05400 


Resolución 
K=+43c0s10%+3sen10%+2c08400 
K = 3 (1c0s10%+/3 sen10%)+2c0540* 


K= 2/3 Lcostor+ sento) cos 


K=2./3(sen30%cos10%cos30*senl 09)+2co540* 
K =24/3 sen40%+2c0540" 
- K=2(4/3 sen40%+1c0s40) 


V3 


de K= dE sentoo+ cost) 
4 e 
K =4(sen40%cos30*+ cos400sen3l ) 


K =4sen(40%+300) 


K =4sen70" 


Problema 22 ás 


A =3; BC= 
En el gráfico, AB Calcule DE. 


co=1, ade 
m=DAE=2m=xBAC. 


Á 


Resolución 


Del gráfico, tan 0 = A 


(0) 
> E + 283370 
a 2 
"mb 


tan(0.+29) E 


tano. + tan 29 _x+2 
I-tanatan2g 3 


Problema 23 
En el gráfico, se cumple AB=BC=2 » CD=3; 
además, Ub r0= Calcule PD. 


DS 


Resolución 
Consideremos PD=x. 


Del gráfico, cotas L cotfp=2 A cote=?. 
x x x 


Como a.+8+0=>, 

> cota. +cot$+cotO=cota.cotf cot0 
7 5 3 88 15 7x5x3 
XxX XxX Xx IAxAxJlx xo x 
x*=7 ¡ ¡ 


. x=y7 És 


Problema 24 


En el gráfico, se tiene que m<BAE=0t; 


1 
m=xFEC=B; 3(EF)=2(4F) y tana = 5 


Calcule tanBf. 


Resolución 


Del dato 


2 
> ano 


Del gráfico 
B=4+0 
> tanf=tan(9+0) 


tano + tana 
1-tanótano. 


2,1 


tanf = 


Problema 25 


Si se cumple que 


calcule el valor de seco.csca. 


Resolución 
De la condición 


asen 413 +0) 


T 
=27— 
cos[ a =) 


asen(20n+2 + a) 


> T 
cos| 27—-— 
2 a) 
asen(F+a] 
2 


cos(12n+% - a] 


=1 


=1 


=1 


alcosa)- 


cos [2 -a) E 
E 
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alcosa) 
seno) 
> tana=-a 


Se pide calcular 
M=seca esca 
M=tana+ coto, 


2 
E A 
a 


Problema 26 
De las condiciones 
2R+1 


tan(r +0) = 


211 
calcule cot a +0 |. 


Condición 1 


2R+1 

* tan(r+a)= 3 
z 2R+1 

> tana= 3 


Condición 2 
. ( t 31 + a) = R 
le) 2 2 


> —-tana = 


|» 


De (D y UD 
2kR+1__R 
a 
Ak +2=-3k 


us 
Nos piden calcular 


M= col 215 +0 


yy 


(1 


(1) 


T 
M= cor 105+ +2) 


Problema 27 


Con la información planteada, calcule el valor de 
tanta 1809) +cos(180%+0)-sena 


Resolución 
Del gráfico 


á sen(180%40)== 


+= sena? 
5 
> sena=-4 
5 


cos(1800+0)=-3 > 
O: 


3 
-Ccosa=-= 
5 


des Cosq=> 
5 


Nos Piden calcular 
M= 


A 180% +cos(180%- 01) sena: 


tana.— Cosa.—sena 


Problema 28 


Simplifique la expresión 


15 457 507. 
sen —+sen—-+sen—— 
7 7 7 
391 
sen =— 
7 
Resolución 


Sean los elementos de la expresión 


157 ( 2) T 
* sen——=sen| 2n+-— |=+sen— 
7 7 7 


( :) 3n 
* sen——=sen| 6r+— |=sen— 
7 7 
- T 
. sento =sen[6n+n+T)=-senZ 


Se busca reducir la expresión 


l5r 451 50T 
sen —— + sen —— + sen —— 
Kz 7 7 7 
bon 295 
7 
+sen” ¿sn = senA 
K= 7 7 7 
e 
7 
e 
_ 7 
Ep ár 
7 
. K=-1 
Problema 29 


Simplifique la expresión 
(tan? 50*- tan? 400) 
2 

Resolución 


cot10%-tan502 


K= (tan50*-tan40%tans50%+tan40% 


2tan109 


_ (tan509-tan40%Mtan50*+tan400) 


¿nde o 
lI+tan50“tan409 


tan500 


—tan500 


10) o 10) 
ktans0%cot50 Xtan50%+tan40 DL tansoo 


2 
_ (2)(tan50%+tan 409) 
 Planso +tan40? 


K tan 509 


*. K=tan409 


Problema 30 

Calcule el valor de 

2sen57%-cos270 

2 sen72%-cos270 

Resolución 

Desarrollamos la expresión. 
_ 2sen(30%+27%) - cos 270 
2 sen(4504270) - cos279 


_ 2(sen30%c0527%+c0s30%sen27%)-cos270 


ac sd zi Mr 
«2 (sen45%c0527%+c0545%5en27%)-c05270 


2(Lcos 207948 son 270) -cos270 
Pr 2 


ag cos2To+-sen270)coszro 
m=<05 27%+4/3 sen27%-cos270. 
pi A A 
cos27%+sen27%-cos270 
43 sen270 


sen 279 


M=43 


M= 


Problema 31 


Sea a el máximo valor que asume la variable 
angular; además, DC=a y BD=b. Calcule AB. 


C 
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Resolución 
Consideremos AB=x. 


E 
a 
D 


Del gráfico, a.=P8-8. 


> tana=tan(fB-0) 


ns tanf — tan8 
1+tanftano6 
a+b_b 
ES 
14 | [[= 
Xx Xx 
(£) 
=1Ix 
=AEENXY"»>->_ 
al a 
O O 
Xx 
4 Ñ a 
mo=—— aso) 
Xx + ———— 
Xx 
» Observación 


: ; bla+D) es míni- 
tana será máximo si X+ , 


Ba +0). 
mo, esto se logra cuando X= Jola+o) 


Problema 32 
Calcule el valor de . 
csc62 esc 739+/2cot62 cot73 


Resolución 

Consideremos , 730 
K=csc622 csc730 +/2cot62" cot ¿30 

1 /2 0562 = 
sena senor 
sen62%se o E) 
1+ /2c0562%c0573 
_1+/2c05622cos/9" 
ES sen622sen73" 


g , 


A 


Pero, 62"+ 730=1350 
3 cos(62%+73%=cos135" 


1 
cos622cos73”-sen62*sen73%=- E 
/2c0s62%c0s73"-/2sen62%sen730=-1 
/2cos622c05739+1=Y/2sen622 sen730 


/2c0562%c0573%+1 - 4/2 
sen62*sen73% 


De la condición (*) 


. K=v2 


Problema 33 


Si ABCD es un rectángulo con BC=12 y AB=5, 
determine el mínimo perímetro del paralelo- 
gramo MNPQ. j 


B NÑN Es 
M 
Re 
A Q D 
Resolución 
B ACOsa N beosó 
aásena NX 5 
M 
bseng dl 
A 0 
4 Q D 
Del 8ráfico | 


5=asena-+bseno 


A 5%, 1 2=( o 
ñe asena+bsene)?+ (cosa+bcos8)? 
=p? 2 
“+b“+2absenasene+ 2abcosacose 
1690? , p? 


+2ab(cosa.cosO+seria.seng) 
169= ¿2 


2 
+b +2abcos (a. 9) 


como cos(a—0) < 1 

> 2abcos(a—0)+a*+b?<2ab+a?+b? 
169 < (a+b)? 
13<a+b 


Por lo tanto, el perímetro mínimo es 26. 


Problema 34 
A partir del sistema de ecuaciones 
senx+cosy=4n+6 


cosx+seny=3n+2 
senxsen y 


calcule el valor de A 
COS X COS Y 


Resolución 


Elevamos al cuadrado las ecuaciones dadas. 


*  (senx+cosy)=(4n+6)? 
*  (cosx+seny)=(3n+2)* 


Sumamos. 
2+2sen(x +y)=25n?+60n +40 
2sen(x+y)=(5n+6)?+2 


Como (5n+6)?+2 > 2 
=> 2sen(x+y) > 2 
sen(x+y) > 1 


Luego 
A T 
sen(x+y)=1 > x+y= nl 
Se pide calcular 


sen xsen y 
COS X COS y 
sen xcosx 


Ñ cos xsenxX 


K=1 


Problema 35 


Calcule el máximo valor de la expresión 


a+cosx +vYa+senx 


Considere a>1. 
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Resolución mE cos(y+2) +1" cos(y-2) 


— AAA a 
K=YVa+cosx +4a+senx COSyEoSz 
=D" (2cos yco 
»» Recuerde m-Vcosycosz) 
iS COS y cos z 
né+n” > 2mn 
Anten)> (m+n)? -. M=21" 


2 
olVarcosx?+la+senx Ja (/arcosx +/a+senx) Problema 37 


2(a+cosx+a+senx) > Calcule el mínimo valor de tan8 si ABCD es un 
2(2a+senx+cosx) Ek (D cuadrado. 
También 


42 > sSenx+Ccosx 
/2+2a > senx+cosx+2a 
2(/2+2a) > 2(senx+cosx+2a) (ID 


De (D y (ID 
2(42+2a)>K? 


Por lo tanto, el máximo valor de K es y2 (42+2a). Resolución 


Problema 36 
Six+y+z=n1T neZ 


halle el equivalente de 


cos? x+COS? y+cos? z-1 


COSX COS Y COS Z 
Resolución 
_Cos” x+cos” y+cos” 2-1 / ; 
COSXCOSYCOSZ Consideremos AD=CD=Ú 
2 a 
m=os%xtcos” y-sen? z | _, CQ=lcosa; DO=Ísena 
COSXCOSYCOSZ ED= (secas; DF=lesco 
2 
cos“ x+cos(y+z)cos(y-z ) 
Sos x+cos(y+z)cos(y-=) fa 
COSXCOSYCOSZ también max CED=X; m 
2 n j 
mos” x+ ED" cosxcos(y-z) entonces O=X+Y 
COSXCOSyYcCOosz tan8=tan(x +y) 
_cosx+(-1)" cos y-=Z E tanx+tany 
y 22z5Cl coy=a ES 


COS ycosz 
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a 


lcosa (sena. 
OIsena+lseco, lcosa+lesca 
ano Mcosasena 
Plsena+seca)ícosa+esca) 
senacosa+l 1 1 
tan8 = = 


“T+2senacosa 2 2(sen2a +1) 


tan9 es mínimo si sen2a=1. 


3 
 tan0=- 
an 7 


Problema 38 


El perímetro del rectángulo ABCD es máximo, 
además MN=1 y AN=3. Calcule secó. 


¿E 


B 
A 
Resolución 


B 


Del Sráfico 
AB=0cosg 


a 5 o) 
2 


] : 


MC 
o N 
D | 


Sea K perímetro del rectángulo 


> K= 2 Vi0coso+3sen(27 +0) 


K=2[vií0coso+al-¡5cososFzseno)] 


/10 J10 
-K A oseno+130050) 


El valor de K es máximo cuando 


9sen8+13c0s90=54/10 


13 
es decir, cos9 = —= 
5410 
5410 
secg==— 
13 
Problema 39. 


Los puntos H y G representan el ortocentro 
y baricentro, respectivamente, de la región 
triangular ABC, tal que HG es paralelo a AB. 
Calcule el mínimo valor de la tangente del 
ángulo ACB. 


Resolución 
Consideremos 
CH=2k 


=> HP=k;AP=0 


j R AN 
tana =>; tanp==> 
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1 
> tanatanf= 3 


tanC=tan(a+B) 


Ro 0 Rol 

— A — + — 

tanC = 0 3k > tanC= 0 3R 
jal 2 
3 3 


Como 


0 : 
—+ — 
073k> (2) 1 1 
A Ed E 


Por lo tanto, el mínimo valor de tanC es V3. 


Problema 40 
Elimine las variables angulares x, y 


a Z de las con. 
diciones cos(x—y)=q; cos(y de 


-=2)=b; Cos(Z=x)=0, 


Resolución 
Hacemos el cambio de variable 


Xx-y=0 
y-z=P 
> x-Z2=0+B 


Del dato, 


coso.=a; cosB=b; cos(B+a)=c 


Resolvemos este último. 

> cosPcosa-senfsena=c 
sena senfB=ab-—c 
sena sen? =(ab-c)Y? 
(1-cos?aM(1 — cos?8) =(c-abY 
(1-ad( -b?)=(c-abY 
1-a?-b%4+ab?=c*+a*b*-2abc 


2abc+1=al+b?+c? 


 Reduzca la expresión 


sen(x +30%) + sen (x — 300) 


senX 


1 
D - 
JE 


Test 


O) 43 


E) 2 


. Obtenga el valor de la expresión 


(tan40%+tan20%cos40% cos202 


B) 2 


Cc) 43 


1 
E) — 
) > 


. Sise cumple que tan(x+60%)=24/3; 


calcule 7tanx. 
y3 

2 
D) 2 


A) B) /3 


- Simplifique la expresión 
cos(a+b)+cos(a-—b) 
cosa 


A) cosb 
D) 2cosa 


B) 2cosb 


a 1 


E) 243 


C) cosa 
E) cosa 


+ A partir del gráfico, calcule tan8 si BD=1; 


CD=3 y AB=2. 


ve» 


A) B) 


wi|n 


D) 


De las condiciones 
tanx=4 a tany=3 
calcule tan(x—y). 


1 
A DE 


Si se cumple que 
. tan(a+b)=5 
» tan(a=b)=3 
calcule tan2a. 


Simplifique la expresión 


3sen(180%+x)-2sen(180%-x) 


senxX 


A) -1 B) 1 


D) -5 


Calcule el valor de 


sen? E pa x) +sen? (m-x) 
JE. € TO EA 


C) 


E) 


C) 


E) 


C) 


E) 


C) 


E) 


E) 


| | Ajo m]u 


uw ul 


SM auln 
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10. Calcule el valor de la expresión A) -3/2 B) 5/2 0 
tan10%+tan20%+tan30%tan20* tan10 D) -5/2 E 3/2 
= 
A) 1 B) y3 C) v3 
3 14, De acuerdo al gráfico, cal 
ME , cule tang si 
D) 3 E) y3 AH=2;CH=3 a BH=] 
4 2 
B 
11. Calcule el valor de 
sen*150%+c05?2400 
A) 3/4 B) 1/2 Cc) 1 
D) 3/2 E) 5/4 
12. Simplifique la expresión A H C 
tan3x+tanx 
tan3x—tanx A) =2 B) -3 cp =l 
D) -2/3 E) -9 
sen4x 
A) == 
sen2x ” 
B) sen2x . 15. Reduzca la expresión 
oN 
C) sendx (cos409+c0s209?+(sen40?+ sen20) 
D) sen2x 
sen4x 


A) 2+2cos109 
B) 2+2c0s209 


E) sen4xsen2x 


13. Si se cumple que C) 2+2c0s40% 
sen(180%+x)=2c05(180%-x) D) 2+2c0s809 
calcule cotx—tanx. E) 3 
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> Problemas propuestos 


Nivel básico 


1. Apartir de las condiciones 
4tano.-1=0 1 3tanf=-1=0 
calcule el valor de 11tan(a.+f). 


A 7 
D) 10 


B) 8 8 


E) 11 : 


2, Calcule el valor de la expresión 
tan 230+tan 220 ] 
+2 
l-tan 22" tan 232 


A) 1 
D) 9 


B) 4 C) 6 


E) 116 


3. Dada la igualdad tan(x+60%)=3/3 


obtenga el valor de la expresión 25tan*x. 


A) 1 
D) 4 


La expresión 


B) 2 C)-3 


E) 6 


4sen8+5sen(37%-0) 
sen*0+cos* 9-1 


es equivalente a Mcsc?0 secó. Calcule M. 


A) 1 


D) -3 
2 


si <0s(x+ y) 


Senxsen 


Sx+y=800 
(coty —tanx 


B) -1 C) 


N Nn|iw 


E) 


* Calcule el valor de £S(X—y) 


sen x sen y 


=.n 
y 


B) n+1 0-2 
E) 2n 


» Calcule el valor de la expresión 


Jseny Ccosx 


co 


10, 


y E a O) 1 
/2 E 


Obtenga el valor de la expresión 


sen772 
3 cos17%+sen17" 
1 
A) 5 B).1 2 
D) 43 E) a 


CM 
Si ABCD uadrado, tal que — =-— 
i esun ce q MD 


calcule 3tan6. 


B E 
B) 4 
o De 
E) 5 M 
D) 6 
E) 7 
Á D 
A partir de la igualdad 
5c05432+3sen6%=Rcos6% 
calcule el valor de k. 
A) 1 B) 2 C) 4 
D 8 E) 16 
Reduzca la siguiente expresión: 
- sen5%+cos5? 
cos50%cos10+sen500sen102 
/2 
A) Y2 BJ == Ej1 
NE] 
D) 2/2 E) E 
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11. Si sec(45%+ CA calcule secO0 csc6. 


/2 
A 
D + 


12. En el gráfico, EB=AD=2; BD=1 y EC=3. 
Calcule cotx. 


D B 
a 
do B) 1 C) 2 
1 
D) + E) 4 
Y ) 


13, Para el gráfico, se tiene que BD=DC. Cal- 


cule tanx. 
B 
O 
D 
a 
4 0 
12 9 7 
A = B) = e 
4] ) 41 o 41 
3 
D_?2 2 
Jr O a 


14. si sen(A+ B) _ sen(C + D) 
senAsenB senCsenD' 
cotA-cotC 


calcule E 
cotD-cotB' 
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pS 


w. 


A) -1 


1 
Dil == 
) 2 


. Calcule el valor de 


sen(720%+8)+sen(180*-g) 


1- cos? 
A) 2csc0 B) cscó C) 2seco 
D) sec0 E) seng 
15. Calcule el valor de 
5 6r 
tan— -— tan — 
11 11 
T 
7 edi 
tan T+ 1 :] 
A) -1 B) 1 O; 
y 
D) 2 2 
2 
Si tan(360%+0) = 3 
además 180% < 0 < 270 
calcule sen(-0)+cos(-8). 
El y Bo E 
0 13 
Si E 3 


18, 


-cot0. 
A partir del gráfico, calcule /5 csct 


PEL 


n— 


tana. +2cot0 23, Calcule el valor de ] ió 
4 áfico, calcule 222 e la expresión 
19, Según el gráli cot0 cos(x + y) , Sen (x+ y) 
> Sen XCOSY  cOosxcOos y 
A) 1 | 
-1 . 
B) cal Considere que sen(x+ 2) = a 
O) 2 18 a 4 4 
D) -2 “0 X 
3 3 8 
E) 3 A) -= B) = o) = 
8 ) 8 ) 3 
p) «$ E) 2 
20. De acuerdo al gráfico, calcule el valor de 3 
8 ) 9T ER 
taní3r +01) + col e 24, Calcule el valor de a. perteneciente al ter- 
cer cuadrante si este es mayor que una 
vuelta, pero menor que dos vueltas, ade- 
más satisface la condición 
cosa + sen = cos(2n + DS: neZ 
S 75m 73m 79n 
DN B) == O — 
de 22 ) 22 ) 22 
771 711 
Ed pi 
D) 3 ) > 
C) / A 
=2 S 
3 05 A a E 
8 senB cosB 
E) 3 calcule el valor de cos(4A-B). 
Nivel i -1 mn-1 
3 el intermedio N mn+1 B) —_ e) _— 
* Reduzca la expresión m+n m 
2c0t100 + tan 290 py En " E) m+n 
tan20cot 199 Haro 
A se .o. 
a tan10o B) cotl02 C) tan202 25. De las condiciones 
cot200 E) 1 tanx+tany=a 
2. y cotx+coty=b 
"Sem +cosy =cos(x-—y) tan(+y)=C 


imi ariables angulares x € y. 
“cule el Valor de Sen XCos y elimine las v 


(L+seny)(1= cosa) 
(l+seny)( cos x) A) ab=c(b-a) 


Y B) ab=c(a+b) 
B) 1 q O uibaca—b) 
D 1 . 2 
) l D) a-b=cla+b) 
' E) 2 E) 2ab=c(a+b) 
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07. Calcule el valor de 31. Calcule el valor aproximado de la expresó 
n 
tan?10+2tan109 tan709 98L (tan 49%+tana 19 +(tan 492=tana1op] 
e p)! 0) 1 A) 405 B) 406 049 
/3 
3 E) v3 
D) 3 ) 32, A partir de las condiciones 
.  sec[a+f)=cotx 
25, De la condición »  sec[a—f)=coty 
MEE ETA tan A—tan(4- B) calcule el valor de 2208000. 
senAcosA sena +sen?f 


halle el equivalente de cotÁ cotB. 
A) y tan(x - y) 


A) sen?x B) cos*x C) tan?x 
D) cot?x E) sectx B) Stan y) 
)). En el gráfico, 2 =2, Calcule LM ere 
29. En el gráfico, 25 =2. Calcule 2. D) tan(x+y) 
E) 2tan(x+y) 
A 
A) L An ¿JE Í i te ex- 
3 ÍS 38, Calcule el máximo valor de la siguient 
B) A presión: acos(a+x)+bcos(P+x). open 
2 a, b, a., B constantes reales y x variable rea! 
O 2 
D) 3 A) aja? + b? + 2abcos(a.-B 
E) 4 


) 
B 5 C B) Ja? +b?-2abcos(o p) 
). Para el gráfico, se tiene que BC=1; CD=2 y 0 Ja? +67 + 2abcos(a+) 
DE=3. Calcule 5en2 | 5 A aclat ea 
sen2a 
| E) va? +b? 


€ 
> 


A 
> me 
34, Si sen(y+21)=5 A seny=5 


_ T 
además , <y +21<% 


¿emi en?! 
exprese x en términos de $ 


B> E D E A) 4cos2t+3sen2! 

5 ; B) 3cos2t-4sen2! 
a B) 3 oz C) cos2t-sen2l 

D) 2sen2t-3cos21 

p)6 E) 4 E) 3sen21-4co821 
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AAA 
35, De la condición 
cos(r-y)sen(z 45%) =cos(x+y)sen(z+450) 


calcule cotx coty cotz. 


l 


1 
> E) 4 
D) 4 
36. En un triángulo ABC, recto en C, calcule el 
valor de 
(tetan2][re1an 7) (1+tan5) 
2 2 2 
A 2 B) 4 O 6 
D 8 E) 10 


37, Simplifique la expresión 
sen*A+sen*(A + B)-sen?B 
cos”A+sen(A+ B)- cos?B 


A) tanAcotB 
B) tanBcotA 
C) tanAtanB 
D) cota cotB 
E) tanAtan?B 
%8. Reduzca la siguiente expresión: 
V3cos100+ 3sen10%4+2c0540 


A 
J 2cos2p0 B) 4cos20% C) 2c0540% 


D) 4cosggo EJ 50520" 
30. sj 

| Si el Valor de la expresión 

cat cop E _ y 27 

0 2 24 24 

Tn, calcule 4772-1 

A 
| 6 2 B) 3 C 
| ) 5 e 
! | e 


Y 


40, SIAD=2 y BD=1, calcule el máximo valor de ¿. 


A 


! 5 


18) E 
13 tU 


A) 152 B) 302 -0 37 
D) 450 E) 609 


Nivel avanzado 


Le 
sd 


41. Si se cumple que 
2 T 
(sen 2x+43C0S 2x) -5=cC0s (2x - 2) 


halle un valor de x. 


T T T 
A) — B) = CO) = 
a E: ) 12 

5T 7r 
D) = EN == 
) 1 


42, Si a+B+0=3, calcule el valor de 


(cosa +seno)(cosf + senf)(cos O + sen 0) 
cosa.cosBcosO + senasenfBseno 


1 2 
n > BF O 1 
D) /2 E) 2 


43, A partir de la condición 
cosx+cosy+cosz senx+seny+senz_1] 
COSATCOS+EBSE PAPA 


cos(x+y+z)  sen(x+y+2) 8 
calcuie cos(x+y)+cos(y+z)+cos(z +x). 


1 1 
A) B) 3 


D) 


¿win »]— 
[lu] 
A] 
La 
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YD IIRÓTR an 


44, 


45. 


46. 
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Sean X¡ y Ya soluciones de la ecuación 


asecx+btanx=C 


donde a+b+c=0. 
sen(x¡+X2) 
——————_————— 


Calcule > 
sen x¡ Sen Xx, 
2bc 2bc 2bc 
A B =— Cc) - 
) sra ?-a al-e? 
2ac 2ab 
D =—— E) 
A ac 


Si MNPR es un cuadrado, calcule el máxi- 
mo valor de tan6. 


D) 


4 
3 
4 E) 


Para un triángulo ABC, calcule el mínimo 
valor de la expresión 


5co?A+16cot?B+27cot4C 


A) 9 
D) 12 


B) 10 O 11 


E) 443 


47. Sia+B+0=900, 


48. 


19. Para un triángulo ABC, calcule el máximo | 


. A partir de la condición 


calcule el máximo valor de 
JI+tanatanf + A re 
1578 


A) v3 
D) 343 


B) 2 


En un triángulo ABC, se cumple que 
4/3 cos A +2c0sB + 243 c05C =4 
Calcule 2/3 sen B + sen A+ 2senC. 


B) 3 O 4 


E) 6 


A) 2 
D) 5 


valor de la expresión 


COSA cosB cosC 
NA 

senBsenC senAsenC senAsenB E 
A) 2 Bag. 0mx0 
D) 46 E) A 


tan2r+tan?y+coP(x+y)=1 
calcule el valor de 
cotx+coty +tan(x+y) 


D) 9 
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Identidades trigonométricas 
de ángulos múltiples 


Erick Alex Lira Salazar 


CAPÍTULO VIII 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS MÚLTIPLES 


Objetivos 
«e Conocer las identidades básicas y reconocer las formas alternas de cada una. 
* “Conocer las técnicas empleadas en la resolución de problemas. 


* “Aplicar las identidades trigonométricas en las figuras geométricas. 


Introducción 


Ya hemos visto hasta ahora las identidades trigonométricas fundamentales y las identidades trigo- 
nométricas de ángulos compuestos. De estas últimas obtendremos las identidades trigonométricas 
de ángulos múltiples que se dividen en ángulos dobles y ángulos triples. 


Estas identidades fueron estudiadas y generalizadas por el matemático Francois Viéte, utilizando 
números complejos y el binomio de Newton. 


Una aplicación de las identidades del ángulo doble se da en la física, como en el movimiento para- 
bólico y en el estudio de las mareas; y una aplicación de las identidades del ángulo triple se da en 
la resolución de algunas ecuaciones cúbicas empleando la trigonometría. 


Las identidades trigonométricas del ángulo múltiple sirven para simplificar expresiones complejas; 


también para reducir la potencia reescribiendo la expresión en términos de la primera potencia 
de seno y coseno. 


En este capítulo se estudiará por medio de demostraciones teóricas, de aplicaciones y de resolu-. 
“iones de problemas el tema de las identidades trigonométricas del ángulo múltiple. De esta forma 


se buscará complementar el estudio de las identidades trigonométricas que serán de mucha im- 
Portancia para el marco teóri 


que veremos más adelante. 


co de las funciones trigonométricas y las ecuaciones trigonométricas 
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1» IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DEL 
ÁNGULO DOBLE 
1.1, SENO DEL ANG UL o DOBLE 


l sen2x=2senx cos Ñ 


Demostración 
sen(2x)=sen(x+x) 
sen(2x)=senx cosx+senx cosx 
sen(2x)=2senx cosx 


De lo anterior se obtienen las siguientes iden- 
tidades: 


dsenixicosíx =sen2x 


| secix + esc” rx =desc? Dx | 
ER 
ÓN, 
(senx + cosx)"= 1 +sen2x | 

| (senx—cosx)"= 1-sen2x | 
E A, y 


/ 


W yl +sen2x = Isen X+COS xl ) 


(== y 
| Vi=sen2x =[senx—cosx ] 


Aplicación 1 


Calcule el valor de 


M=cosxcos2xcos4x cos8x 


Resolución 
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Multiplicamos por 2senx. 
2senxM=(2senxcosx) co icotraoshe 


2senxM=sen2x cos2x cos4x cos8x 
4senxM=(2sen2x cos2x)cos4x cos8x 
4senxM=sen4x cos4x cos8x 
8senxM=(2sen4x cos4x) cos8x 
8senxM=sen8x cos8x 
16senxM=2sen8x cos8x 
l6senxM=sen16x 

_senl6x 

“T6senx 


1.2. COSENO DEL ÁNGULO DOBLE 
COs2x = cos x—sen?y | 


Demostración 
cos(2x)=cos(x+x) 
cos(2x)=cosxcosx-senxsenx 


cos(2x)=c0stx-sen?x 


De la demostración obtenemos las siguientes 

identidades: 

*  cos2x=cos*x-senix 
cos2x=cos?x-(1-cos*x) 
cos2x=costx-1+c0s*x 


E 4 2 
cos2x =2cos“x-1 


*  cos2x=cos:x-sen*x 
2 
cos2x=1- sen?x-sen“x 


: 7 
cos2x =1-2sen'x 


2 2. senx) 
e  cosix-sen!x=[(cos?x+sen xl costx-sen 
costx-senix=(1)(c0s2x) 


cos !x- sentx= cos2xX 
Ñ 


A 


Aplicación 2 
Halle el equivalente de 
cot2x 
Sex +oscx 
Resolución 
Sabemos que 
cos2X 
2x 
sen ñ 
me 1 1 
—+ —— 
cosx senx 
cos2X 
sen2X 
dd senx+.CosXx 
senx tt 
cosxsenX 


2 


cos2xsenx Cos Xx Resolución 
M= sen2x(senx +cosx) Aplicamos complemento. 
(cos? x —sen? x)sen x cos x sen[%—x) 
O A 
“senxcosx(senx + cos x) MA 
sy eta l+cos[H-x) 
2(senx +cosx) 250n(%-2)cos[5-2) 
(cos x +senx)(cos x —sen x) Me t_4 4.2 
á 2(cosx +senx) 2cos? E 8 z) 
y = osx —Senx e 
TE sen| 2-2 
mMm=__M4_ 2) 
; T 
1,3. IDENTIDADES DE DEGRADACION E cos E = x) 
ELIT, , A TX 
| 2seníx=1=cos2x | E MA tan (5-2) 
( A NS De las identidades de degradación se obtienen 
a los siguientes casos particulares: 
Aplicación 3 | sen| a | 5 + e Rs 
Calcule el valor de Ú A Z , 


M=sen*(60%+x)+sen?x+sen2(600+x) 


(AA E 


ui 


Resolución 


tan] xi y o c05% 


¿2 l+cosx 
po A 


2M=2sen*(60%-—x)+2sen?x+2sen*(600+x) 
2M=1=c05(120%-2x)+1-c0s2x+1-cos(120%2x) 
2M=3-cos2x-[cos(120%+2x)+c0s(120%-2x)] 
2M=3-cos2x-[2c051 20%cos2x] 


2M=3-cos 2x- P)eos 2 


Multiplicamos por 2. 
> 

| 

h 


donde el signo depende del cuadrante al que 


pertenece (5) y del operador trigonométrico 


que lo afecta. 


ña Ejemplos 
=3-C082x+c052x " E ico 
E Me? 2 1 +cos45* 
2 
Aplicación 4 
Reduzca la expresión 
- Co 
A . | + 
— 3 1 + 
2 2+ /2 
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— 


A 2+ va 


1- cos309 


*  tan15%= | ——_——_— 
14+ cos 309 


/2 de 43 


Aplicación 5 


A 
3 2 
calcule sent y cos a 
2 2 


Resolución 
Sea 


Se observa que (2) elIC. 


Xx x 
> sen 20 A cos—<0 


Reemplazamos. 


l-cosx 
2 


x 
*  sen?= 
2 
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pe l1-cos2x 
1+c082x 


Aplicación 6 

0 o 
OT 
3+c056% 


calcule tan?20. 
Resolución 
Sabemos que 
L=cos48 
1+c0540 
1-cos6" ) 
al AO 
Sd tan? 28= _A3+cos6ó, 
(EE) 
3+c05s6" 


tan? 29 = 


9 3+c056% 
ETS 


3+c05s6” 


2+2c056" 
2440059 
4 
2 


230 
2c0s"3 
5299. LES 


tan? 29 = 


tan? 209 = 


tan?20 = cos?32 


A — 


á 8senda cosdx—-4cos2x +3 ] 


A 


| Secos ix=cosdx + cos 2x4 y 
Demostración oy 
gsent y = 2(2sen? x) 


gsenty=2(1-cos2x)* 
ssenty=2(1-2c0s2x+cos?2x) 
Ssenix=2-4cos2x+ 2cos*2x 
8seniy=2-4cos2x+1+c0s4x 
8senly=cosdx-4cos2x+3 
Aplicación 7 
Calcule el valor de 
M=sen(x-120%)+sentx+sen*(x+1209) 
Resolución 
Multiplicamos por 8. 
8M=8sen*(x-1209) +8sen*x+8sen*(x+1209) 
8M=cos(4x-4809)-4cos(2x-240%)+3+c0s4x- 
4cos2x+3+cos(4x+4800)4cos(2x+240%)+3 
8M=94|cos(2x+2400)+c05(2x-240%)+c052x]+ 
cos(4x4-4809) + cos(4x-480%) + cos4x 
8M=9-4[2c052xc05240%+c052x]+ 
2cos4xcos480%+c0s4x 


8M = 9-4|2cos2x(-"), cos2x + 


2c0s ax(-;) + Ccos4x 


8M=9- 
M=9 A[-cos2x+c082x]-cos4x+cosdx 


a 
PA A 


n radicales 


, Xx PA E == o 
2cos| E ] = /2+ Jo + J2 +... +H4/2+2c08x 


n radicales 


xE (o E | 
Lo 


E 


y 


Ejemplos 


T 
. sen raro 2+, |2+, [2+2c05= 
A 


4 radicales 


T 1 
2sen—=,/2-,12+,/2+,/2+ 2-5 
senzg | | Z z 

Zea 
T 1/3 T 
. o o” ÓN 2+,/2+ Aa coS 
CUA E PA 


3 radicales 


T 1 
2cos—=,/12+,/2+ 2+2- 
cos57 | | 2-- 


o 2cos_= 24/2443 


Tr a , 
Reemplazamos x = 3 en las fórmulas anteriores. 


Ea da a+ +48 


n radicales 


da )- 242442 +...+ 42 | 


n radicales 
Ejemplos 
T T 
. 2 E -2senE =y2-42+v2 
e 16 2 3 radicales 
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. 2sen= 2sen= = 2-12+42+/2+ 2 
A OAK 


5 radicales 


. 2008, 7o=2005=7= 24/24/24 /2+42+/2 
A 


6 radicales 


1.4. TANGENTE DEL ÁNGULO DOBLE 


Demostración 
tan(2x) =tan(x+x) 


tanx+tanx 
tan(2x tan 
1-tanxtanx 


tan(2x) = md 
1-tan? x 
Aplicación 8 

Si tan?x+6tanx-1=0, halle tan4x. 


Resolución 
Sabemos que 


tan?x+6tanx-1=0 

3(2tanx)=1-tan*x 
2tanx _1 

I-tan?x 3 


_ 2tan2x 


tan4x = Y 
1-(3) 
3 
tan4x = 3 
4 
Aplicación 9 


Halle el producto de los n primeros factores de 


la expresión - 
M=(1-tan?0)(1-tan?20)(1-tan?40)(1-tan?80) ... 
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AS 
Resolución 
Sabemos que 
tanso= PMA, 1- tan? g = 2tan0 
1-tan*0 tan 20 
Reemplazamos. 
ESAS 
tan20JUtan40 A tango Atan169). 
punto) 
tan2"9 
_ 2" tano 
tan2” 8 
1.5, ¡DEN ES AUXILIARES DEL 
ÁNGULO 


Demostración 


2senxcosx 
AS 
1 


2senxcosx 


sen2x = 


: 2 
Xx 
sen2x = —“05-— 


cos? Xx 


2tanx 
sen2x= 7 
sec? Xx 
2tanx 


1+tan? x 


sen2x = 


» Observación 1 > O dl 
Se puede obtener los 
res en forma práctica a partir d 
que se muestra a continuación: 


1 +Hanix 


nn 


Ejemplos 


2 
a 
l-tant3x 


A 20 
i+Htanós 


Aplicación 10 
Sitan'9+8tan?8 + 2tan?9— 8tan0+1=0 
halle sen40. 
Resolución 
tan'9+2tan%9+1=8tang- 8tanóg 
ltan?9+ 1*=8tano(1 —tan?9) 
la 2tand pe 
I+tan?9JU+tan?e 
1 
2 = ¿sen 20c0s 26 


., sen 48 = 


N|—_ 


Aplicación 43 
tala ecuación 


Xx 
Men neos _ 
2 2 =p 


¿Qué relació 
ió i 
8 N debe Cumplir m, n y p para que 


— 


4 “a Única) 


2tanX* 

m l- tan? X 
E df an 4 ! 
+tan? X CA | 


Pp 
AO o 
P+MDtap2X 

=- Xx 

4 Ema + (pp) 0 


Tiene solución única cuando el discriminante 
es nulo. 


B?-4AC=0 
(-2m)-A(p+nMp=n)=0 
4m'-4(p?-n3=0 
né=p?-p2 

mi+n?=p? 


( A 
| sex cotxe 
( - 2 


rr erecia 
A 
ae 
CSC X —Ccotx =tan el 
¿ 
E EA 
Demostración 
1 COS xXx 
CSCXH COL x= ——— + 
senx senx 
l+cosx 
Csex + cot x = ——= 
sen x 
Xx 
2005? + 
CSsCex + cotx= 
Xx x 
2sen=cost 
2 2 
x 
COS 3 
CSCX+COtx= e 
sen— 
2 


x 
CSOX A+ COtx= a 


Aplicación 12 
Simplifique 


101 104 m3) 
= 7 +tan— |tan 
M [secE+tanS | 4 


Resolución 
Aplicamos complemento. 


[cotrstam=2esc2 ] 


( cotr-tanx=2cot2x 


Demostración 
1 
cot x -tanx = ——-tanx 
tan x 
l- tan? x 
tanx 


aa] 
2tanx 


cotx-tanx= 


cotx-tanx= 2 
cotx-tanx=2cot2x 


Aplicación 13 
Reduzca 
_ 3tan8-2cot0 
- csc28-5cot20 


Resolución 
E 2(3tan0 - 2cot8) 
2csc20- 5(2cot 20) 


e 6tan9-4cot08 
cot8+tan9-—5(cot8-— tan 0) 


_$tan8—4cot0 
6tan8- 4cot8 


. M=1 
Aplicación 14 


Reduzca la expresión 
M=tan10%+2tan209+4cot400 
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——= 


Resolución 
M=tan10%+2tan209+ 2(2c0t409) 


M=tan10%+2tan20%+ 2(cot200-tan2qo) 
M=tan10%+2cot200 
M=tan10%+cot10-—tan102 


M=cot10% 


tan2x 
tanx 


Demostración 


1+tan?x 
1-tan?x 
1+tan?x+1-tan*x 
IEA 


sec2x+1= +1 


sec2x+1l= 2 
1-tan? Xx 

sec2x+1l= 2 

1-tan” X 
sec2x+1= i=tan?x tanX 

tan2x 
sec2x+1l= 

tan x 


Aplicación 15 
Simplifique eci60) 
k=(1+sec20)(1 ¿secta (1+secsod(1*s 


lución 160 
Reso e uns to 
e) tan Zo. tando 
sa 
— tana 


k=tan160. cota 


Aplicación 16 
Calcule el valor de o+sec22? 


Ñ 0cot79 
1 cot68”c _ go-sec22" 


M= 24 cot68*cot?7 


y— 


Resolución 
Aplicamos complementos. 
1-tan22%tan11%+sec222 


- 2+tan22%tan11%-sec222 


1-(sec22%-1) + sec220 
“9 +(sec220-1)-sec220 


2-sec22%+sec220 
—1+sec22-sec220 


.. M=2 


A 


y E A A 
sen x+cos x=>+--Ccos4x | 
4 4 | 


A 


8 a a 
6 >. 3 | 

| 

3 


| sen? x + cos x=2+2c084x 
y 8 
WEA AS 


Demostración 


6 
x+costx=1-3sen?xcos*x 


6 3 
sen" x+cos? x= 1-7 (Usen? xCOos 


sen 


? y) 


sen' x+cosó y = 1-<sen? 2x 

senÚ x + cost x=]- <(2sen? 2x) 
sen' x+c086 x = 1-2(1=cos4x) 
sentarcos x= 1-43 co54x 
entro >+ 0054 


Aplicación 17 
Calcule el valor de 


Ys ira cos! 37 


T T 
M=sentl+c051% 
8 8 


M=7+cos4Z 


4 4 
A 

4 4 2 

3 1 
M=-+-=(0 

370 
mM=2 

4 


Aplicación 18 
6 6 
.Ssen”x+cos x 2 
$1 ———— = 3, halle cosáx. 
sen x+cosix 3 


Resolución 
Por ángulo doble se obtiene 


3 
—+=COosdx 
8 8 _2 
+7 cosdx sl 
A O 
8 8 2 2 
A 
8 2 2 8 
ops? 
8 8 
3 
cos4x =--= 
5 


2» IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS DEL 
ÁNGULO TRIPLE 


2.1. SENO DEL ÁNGULO TRIPLE 


| sen3x= 3senx-4senix | 


Demostración 
sen(3x)=sen(x+2x) 


sen(3x)=senxcos2x+cosx sen2x 
sen(3x)=senx(1-2sen?x)+ 
cosx(2senxcosx) 
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As 
——= 


sena ISENACOSEN Multiplicamos por tres. 


sen(3v) =senv- 
asente+2seníl —sen?x) Sm 


sen(3v)=senv= : . 
sen(3a)=senx=25en" v+2senx—2sen' xo 2 
sen(3v) =3senv-¿senóy E 
=> COS E Ed =C0s30 
Aplicación 19 Ñ 
: -senx=4c0s"0-3 
Calcule el valor de M= Y6sen10*-1. d cosO 
-sen x= (y) -a() 
Resolución 5 5 
sen309=sen3(109) 43 
1 3 -Senx====-+ 
ES 3sen10%-4sen”109 125 5 
¡=6sen109 — 8sen*100 =senx= 
8sen*10%=6sen10%—1 
senxX= E 
125 


Reemplazamos. 
-y 3 
cid 2.3. CÁLCULO DE LAS RAZONES TRIGONO: 


MÉTRICAS DE 18” Y 362 


M=2sen109 
as de ángulos com- 


A j métric 
2.2. COSENO DEL ÁNGULO TRIPLE POrrazones trigono 
plementarios se cumple que 


3 sen36%=c0854" 
cos3x = 4cos x-3C0SX 
sen2(189)=cos3(18%) 


2sen18%cosl g0=4co9s*1 go-3cos18” 


Demostración 
cos(3x)=cos(x+2x) 9sen18%=4c0s"18%-3 
cos(3x)=cosxcos2x-senxsen2x : 2sen182=4(1 _sen?189)-3 
cos(3x)=cosx(2cos*x-1 )-senx(2senx cosx) 9sen189=1- Asen? 18% 
cos(3x) q cosx—2cosx sen*x Asen?180+25 en182-1=0 
cos(3x)=2c0s x—cosx-2cosx(1 —cos?x) 

e 3 . 
cos(3x)=2c0s"x—cosx—2c0sx+ 2cos*x Resolvemos la cuadrática- 
cos(3x)=4cos*x-3cosx ) 

a do AMO 
Aplicación 20 sen18%= 2(4) 
o (5 xy 1 1445 
Si cos [+ + z) => enleule senx. sen18”= e 
(0) > 0 
Resolución y y > senl8 
l 09; 90%) 
Hacemos un cambio de variable. ei 
5, X_ 1 El 
a . sen18%==" 
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n— 


Ahora aplicamos la identidad. 


360=1 -2sen*180 


2 
o-] 6) 
cos36”= 4 
a 


o-1-2 
cos36=1 16 


. Cos3b”= 2 


cos 


A partir de los resultados obtenidos podemos 
considerar los siguientes triángulos: 


Aplicación 21 
Calcule el valor de 
M=tango+ cot9%+tan27%+ cot270 


Resolución 

Utilizamos la identidad. 
ob +tanr=20sc2x 
> M=2ese] 8942050549 


A 
Plicamos complemento. 
=20sc18042sec3go 


Usam 
Os . 
los triángulos rectángulos. 


MES 


Racionalizamos. 


8 8 (V5+1), 8 (5-1) 
51451) V5+1(J5-1) 
m-305+0, 8451) 
4 4 
M=2(V5+1D+2(45 -1) 
M=445 
2.4. IDENTIDADES DE DEGRADACIÓN 


L Asenix = 3senx-—sen3x 


f Acosóx =3c05x + cos3x | 
RA 


Aplicación 22 
Simplifique 
M=cos*xc0s3x+senéxsen3x 


Resolución 

4M=4coséxcos3x+4senéxsen3x 
4M=(3cosx+cos3x)cos3x+(3senx-sen3x)sen3x 

- AM=3cosxcos3x+c0s*3x+3senxsen3x-sen*3x 
4M=3(cos3xcosx+senxsen3x)+cos.3x-sen*3x 
4AM=3cos(3x-—x)+cos6x 
4M =3c082x + 4cos*2x-3c0s2x 
4M =4cos*2x 

. M=cos*2x 


Aplicación 23 
Calcule el valor de 


- M=sen*20" + sen*409-send800 


Resolución ' 
AM = 4sen320? + 4sen*40"-4sen*800 


AM = 3sen20-sen60* + 3sen40*— 
sen120%-(3sen80”-sen2409) 


4M= 3sen20*-sen60* + 3sen40*— 
sen(180*-60?)-3sen80? + sen( 180% + 609) 
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o._. sa 


“ AM=3sen20"— sen60* + 3sen409 -sen60- 
3sen80-sen602 
4M=3[sen20% + sen40-sen80%]-3sen602 


4M=3[sen20" + sen(60%-209)— 
sen(60% + 20%) -sen60] 


4M=3[sen20- 2cos60%sen20%]-3sen602 
4M=3[sen20”-sen20%]-3sen602 


y 

| 

| - 3tanx—-tan”x | 
1-3tan? x | 


Demostración 
Sabemos por ángulos compuestos que 
tan8+tana+tanf—tanBtanatanf 


tan(0+0.+B)= 
Hacemos que 0=0.=P=x. 


tanx+tanx+tanx-tanxtanxtanx 


tan(x+x +X ¡¿-í (AAA A 
Htanxtanx+tanxtanx+tanxtanx) 


: ne 3 
tan(3x) - ¿tanx- tan” x 


1-3tan? x 
Aplicación 24 
Si tan+159)== 


calcule tan3x. 


Resolución 


tan3(x+150)=3tan(x+15%)=tan? (x +15) 
1-3tan?(x+150) 


tan(3x + 450) = E 
a 
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I-(tan0tana+tanOtanf+tanatanf) 


——= 
tan 3x + tan 459 Ñ 2-7 
1-tan3xtan45% E 

3 
tan3x+1_ 46 
l-tan3x 9 
9tan3x+9=-46+46tan3x 
37tan3x=55 
55 

tan3x == 
an3x 37 

Aplicación 25 


Si tanx=2, calcule el valor de 11sen3x-2cos3x. 


Resolución 

3tanx-— tan? x 

tad =——————_=— 
1-3tan* x 


0 (2) 
-3(2) 

sen3x _ , 

cos3x 11 

11sen3x=2c083x 


tan3x = 


11sen3x-2c0s3x=0 


» Observación 


ar 
tanx+tan(x= 60%) +tan(e+ 609=3an 7 


Aplicación 26 


o, tan” 
Calcule el valor de M= tan109-tans0 


Resolución 

Como tan(-8)=-tan(0) 3 
M=tan10%+tan(-509) +taní 1094605 
M=tan100+tan(10%-60%+ taní 
M=3tan3(109) 
M=3tan30% 


m-a(%) 
M=WJ3 


2,6 IDENTIDADES AUXILIARES DEL 
ÁNGULO TRIPLE 


seaóX —2cos2x+1 


senX 


——, 
cos3x=cosx(2cos2x-1) | 


Cos 3x 


=2c052x -1 


Demostración 
sen3x=3senx-4sen?x 


sen3x= senxl3 - 4sen? x] 
sen3x =senx[ 3 2(25en? x)] 
sen3x =senx[3 -—2(1-cos2x)] 
sen3x=senx(3-2+2c052x) 


sen3x=senx(2cos2x+1) 


Aplicación 27 

Halle el equivalente de 

M- sen114% cos2]0 
sen382  cos7o 


Resolución 


m-Sen3(38%) cos3(79) 

LA 
sen 380 cos70 

M=2c085760+ 1+2c0514%-1 


M=2sen14%+2c05140 
M=2(sen140+c05140) 


Aplicamos ángulos compuestos. 
M=2 > sen140 : 
+—cos140 
lo z % cos 


M=2/2 (cos 45%sen 14% +sen 45%c05140) 
M=2/2sen(140 +459) 


“ M=2/ sen 590 


AAA NA 


Aplicación 28 
Simplifique la expresión 
R=2senx+ 2959 
cotx 
Resolución 
cos 
k=2senx + Eos 
COS Xx 
senx 


Cos3x 
R=2senx+=" sen x 
COS Xx 


R=2senx+(2c052x-1)senx 
Rk=senx(2+2c052x-1) 


R=senx(2cos2x+1) 


. R=sen3x 


» Observación 
tan3x . 2c082x+1 
tanx. 20052x-1 


Aplicación 29 
Si cos2x=n, halle 
tan3x - 3tanx 
—3tan3x—tanx 


Resolución 


tan3x_3tanx 


-tanx  tanx 
— 3tan3x_tanx 


tan x tanx . 


2cos2x+1_ 


-_2cos2x-1___ 
y (Peosttr) y 
2c0s2x-1 


4-4c0s2x 
—44+4c052x 

1-cos2x 
7" 1+Cc052X 


l-n 


== — 


l+n 
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To. T 
cOs3x = ACOSXCOS |, - x] > | Al *] 
« ES / 


r E 
sen3x =4senxsen| <= JSen|[ ex 
0) / Ñ 


Demostración 
sen3x=3senx-4sen?x 


sen3x= 4senx(+ —sen? x) 


T 
sen3x= asenx(sen? 3 —sen? x) 


Aplicamos ángulos compuestos. 


T T 
sen3x=4senxsen E - x Jsen(* + x) 


Aplicación 30 

Halle el equivalente de 

M= cot3x 
cot(60%—x) - cot(60%+x) 


Resolución 
Por ángulos compuestos 
cot8- cota = sen(a-0) 
senfGsenoa. 
cos3x 
Mii sen3x 
sen2x 


sen(60%+x)sen(60%-x) 
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, oa A 
tan3x = tan xtan| SÉ tan +x 
ka yd J 


M 


M 


— == 


_ cos 3x sen(60%+x)sen(600-y) 
sen3xsen2x 


cos3xsen(609 +x)sen (60% y) 


- 4Asenxsen(600 -x)sen(60%+x)sen2, 


_  COSIX 
4senxsen2x 


_ CSCXCSC2XCOSIX 
4 


Aplicación 31 
Determine el valor de 
M=co0s84%c0s24" 


Resolución 
M=co0s84* cos24% 
M=sen6*sen662 


M 


Asen6“sen66%sen54” 
4sen54% 


M Asen6*sení602 +6) sen(60% 69) 


4c0536% 


_ sen 189 
400536 


5 
ar Yá 


—__—_ 


OS 


6-25 
=—16 


» 
Biografía 


Pafnuty Lvóvich Chebyshev 


Pafnuty Lvóvich Chebyshev nació el 16 de mayo de 1821 en la re- 
gión de Kaluga, al ceste de Rusia, en el seno de una familia de 
rancio abolengo. 


Chebyshev trabajó como profesor en la Universidad de San Pe- 
tersburao durante 35 años. Desde el año 1847 hasta el 1853 fue 
profesor adjunto, desde el año 1853 hasta el 1857 fue profesor 
extraordinario y desde el año 1857 hasta el 1882 fue profesor or- 
dinario, fecha en que se retiró de la enseñanza para dedicarse 
exclusivamente a la investigación. En este tiempo, acostumbraba 
a recibir visitas una vez por semana, a unas horas determinadas. 


Las puertas de su casa estaban abiertas a todos aquellos que ne- 
cesitasen un 


a consulta o deseasen informar sobre sus investigaciones o recibir algún consejo 


sobre algún tema. Chebyshev dejó de existir sentado en su escritorio a los 73 años de edad, 
el 8 de diciembre de 1894, 


A Chebyshev se le reconoce como el creador de la escuela matemática de San Petersburgo 
cuyo eco e influencia ha llegado hasta nuestro tiempo en muchas ramas de la matemática. Esta 
escuela se distinguía por la tendencia a relacionar los problemas teóricos de la matemática con 
16s problemas de la técnica y de la naturaleza. Según el propio Chebyshev, la unión de la teoría 
yla práctica proporciona los resultados más provechosos. Con ello, no solo gana la práctica, 
o ls salen beneficiadas las Elpnolas. La práctica ind: a la teoría nuevos obje- 

estigación o nuevas facetas en los objetos ya conocidos. 
Á electos de un resumen 
cuatro Tamas siguientes: 
Números, teoría de prob 
Muchos otros temas, co 
de volúmenes, etc. 


podemos clasificar los trabajos matemáticos de Chebyshev en las 
mecanismos y teoría de la aproximación de funciones, teoría de los 
abilidades y teoría de Integración. Sin:embargo, escribió acerca de 


Adaptado de <http://mimosa.pntic.mec.es>. 


mo formas cuadráticas, construcción de mapas, cálculo geométrico: 
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> Problemas resueltos 


Problema 1 


Elimine x de la condición 
senx sen2x _ sen3x 


a 19) Cc 
Resolución 
, Senx_ sen2x 
a b 
senx _ 2senxcosx 
a b 
b 
2c05x=-— 
a 


senx _sen3x 
a C 


2cos2x+1=% 
a 


2(2cos? x-1)+1= a 
a 
4cos? x-2+1=£ 
a 
(2c0sx) -1=£ 
, a 
b 
Ea: 
a a 
Poe 
a? a 
b?-a=ac 
bi=a?+ac 
Problema 2 
Reduzca la siguiente expresión: 
cosx___  cosx 


escxutan* “sex+cotx 
2 


Resolución 
M= A Em cos Xx 


CsecxX-— tant CSC X+COtx 
2 
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sen? 20. sen 


Aplicamos identidades auxiliares q 


doble. el ángulo 
= COS X cosÉ 
escx—([esex=cotx) _ x 
cot= 
2 
1 
M=cosx = | 
cotx Xx 
cot— 
2 
Xx 
cot=-cotx 
M=cosx 
Xx 
cotxcot+ 
2 
| 
M = cos x| =_—_——___—_—— 
COSX _,X 
cot 
senx 2 
sen xcscx 1 
M= === 2 ——— 
coi col 
PA 2 
Xx 
M=tan= 
2 


Problema 3 

Simplifique la siguie 
1+ cos8x +sen8x 
1=cos8x +sen8X 


nte expresión: 
M= 


Resolución 
Sabemos que 
4xcos4X 


2 cos? 4x + 2sen 
AX 


— 9sen? 4x +25en 4xcoS 
92c0s4x(cos4x+ sen4X 


= ñ XxX 
2sen4x(sen4x+ cost 
cos4x 
e 
sen4x 


M=cot4x 


Problema 4 ión: 


E res 
Reduzca la siguiente exp d 
a+ cos? 20.C05 


3cosa+cos70 


p— 


Resolución o 
Multiplicamos el numerador y el denominador por 4. 
4sen? 20. senal + 4cos* 20.cos a. 

4(3cosa + cos7a) 


Aplicamos identidades de degradación del ángulo triple. 
(3sen2a - sen60.)sen a + (3c0s2a + cos6a)cosa 


4(3cos a. + cos70) 


Operamos y agrupamos. 
M 3(cos2a.cos a + sen 2a.sena) + (cos6a cos a — sen6asena) 


4(3cosa + cos7a) 


Aplicamos identidad del ángulo compuesto. 
3cos(20.-— a.) + cos(6a + a) 


4(3cosa + cos7a) 
_  3C0s0.+Ccos7a 


—4(3c050.+c0570,) 


M= 


M2? 
4 


Problema 5 
Sisen(33%48) = 5 halle sen(819-—30). 
Resolución 


Recordemos que 
Xx+y=180% => senx=seny 


Como 3(33%+8)+(819-39)=1800 
> sen3(33%+0)=sen(81%-30) 
3sen(33+8)-—4sen3(330+9)=sen(812-30) 


d2)-(2) = sen (81-39) 


6 32 
5 125 = Sen(81*-30) 


- sen(81P gg) = 118 


125 
Problema 6 
Simplifique 
A, sent y sen3x 
NX cos x co sn -2) 


277 


Resolución 


sen3x O E 
"ksenxcosx  CosxX senX 
Aplicamos 
X 
senóX -2cos2x +1 
senx 
2 
+1 sen?x 
SS q [Poste senta ocos2x+1=2 
COS XxX COSX 


2 2 
M A E x)+1+sen Y ecos2x-) 
COSX 


E 2 
M= Ear cos2x-—1) 
Cos XxX 
Aplicamos cose =2c052x-1 
COS xXx 


2 
> M-= 3(1-sen pa! 


COS Xx Cos xXx 
3c0s? xcos3x 
cos? x 


.. M=3c083x 


M= 


Problema 7 , 
Simplifique m = 2880 6x +2c058x -2 


2cos8x-—1 


Resolución 


2c0s8x -1 


M= 2c0s8x-—1-cos12x 
2cos8x-1. 
m - c0s8x -1)- cos4x(2c058x -1) 
2c0s8x-1 
Me (2c0s8x —D(1-cos4x) 
2c0s8x-1 
M=1-cos4x 


. M=2sen?9x 


Problema 8 
2 2 
Si cos y = 270 +la? +0%)cosx 
a+? a? -b2cos x 


halle tan Y cot = 
2 2 
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Resolución ; 
cosy _a%-b?+(a? 40?) 
Lab al p?) 
Aplicamos proporciones. 
a_m a b-a n-m 


Cos x 


COS x 


bn b+a n+m 
l-cosy _ 2b* -2b* cos x 
l+cosy  2a?* +2a* cos x 


l-cosy _ 2b*(1-cosx) 
l+cosy  2a*(1+cosx) 


Aplicamos identidad de degradación del ángulo 
doble. 


2 Y 2X 
tan DAT 2 
tan? col a = pr 
b 
tanZeotk= i— 
2 2 a 
Problema 9 


Calcule el equivalente de y2 das a 


Resolución 


T 


5) 
R=,12- 2 1+cosg 


> _-—___—— a aaaaaarzanzazanazaznzn” 


Problema 10 

si (b+c)cos24=a; (a+c)cos2B=b; 
(a+b)cos2C= =C 

calcule tanda +tan?B +tan? C. 


8M=4+ 2cos* E +2cos? E 3n 


BM =4+1+ cos T+T+cos oe 


8M = 6+cosF+cos[n-3) 
: 4 4 


Resolución 
lt T T 
sa "b+c ds be 
2 — 
I-tantA _ e ds b+c-a 3 
l+tan? A b+c a+b+c “. dar 
Análogamente se obtiene 
9. titt=b 4 debe Problema 12 
tan B = tan C == x x 
a+b+c a+b+o Sicoth+ntanÍ=2csex 
Reemplazamos. 2 A 4 
k=taníA +tan*B +tan?C calcule di 


_b+c-a a+c-b a+b-c 


Resolución 
a+b+c a+b+c a+b+c 


x Xx 
cot— + ntan— =2cscx 
2.” 4 


a+b+c 
a+b+c Recordemos que 
-. k=1 rr 
? | cotb+tan0=2csc20 
A 
Problema 11 Y y - a 
Halle el valor de cotpTtan-y = soto + tano 
M=sepi E ¿43 1. 71.1. 3m l y Ñ 
En Ti ntan< =tan= 
Resolución lan 
2 
- T = 
4M =4sent—+4sent SN 2cos L+2cos or x ” 
16 16, 8 tan 
4M =[2ser? 2, 2sen2 97 3n Y A S Recordemos que 
16 16 
O orde 
8 8 tano 


MA cost Y 37 
1 cost) dtcosts) +200s THcos= > sec> +1= n 


4M=1- T Xx_ a 
COS geo +1 Acoso a 


3 ; 
pS Problema 13 

8 8 8 y _ 2sen2x-senx 
2 3n : Simplifique — 


4M= o) AMA KK 
40052 1 % 
l reos sen3x +4sen2xsen? a 
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Resolución 
2(2senxcosx)-senx 
M= 


4cosx-—1 

M= ms 

2cos2x ++ 4cosx/ 25en z) 
4cosx-1 


2(2c0s? x-1)+1+4cosx(1-cosx) 


M= 


a 4cosx-—1 

4cos? x-2+1+4c0sx-4cos? x 
_4cosx-—1 

4cosx-1 


. M=1 


Problema 14 


o 
Halle el equivalente de M3 +6cos109. 
4/3 - 6sen 209 
Resolución 


m= 43+6cos10% 
43 - 6sen200 
= 260830 +6eos10" 
2sen60%-6sen209 


Aplicamos identidades del ángulo triple. 
M-= 2(4cos? 10%-3c05100) +6c0s109 
2(3 sen 20%-4sen? 200) - 6sen 202 
M= 8cos? 10%-6c0510%+6c05109 
6sen20%-8sen? 292 —6sen 209 
M=- cos? 100 
sen? 200 
Aplicamos seno del ángulo doble. 
M= -cos? 100 
(sen10%cos100$ 
= —cos? 1990 
8sen? 100 cos? 190 


. -1 
+ M==Gesd 100 
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x 
senx(2co0s2x+1)+ z(0senxcosx)| ¿sens 


Problema 15 

Simplifique 

| 1 1 42 
eo — e A 

cos0 1-/2sen8 1+ /2seno Ea) 


Resolución 


pen pe seno sen 5 


COSO (1-/2senell+/2sene) send 


q sentol 2/2 sen0 . y/2 | 


cos9 [1-2sen?g sen0 


po 2 | 
M= pa 


cos cos 20 sen0 


a da 
M= == -=== 
2c0s0 cos20sen0 


is 2sen40l/2(1-cos20)+ 4/2 cos20] 
k cos 20(2sen0cos0) 


E 2/2 sen 40 
cos 20sen 20 
- cos28sen20 
M=4v2 


Problema 16 


De la identidad 
escl0o+19 - mcot” AQo 
esc50%+] 

calcule més+n?. 


Resolución 
esc109+1 
= eses09+l 
Aplicamos complemento. 
sec80%+1 
_ sec409+1 
Recordamos la identidad 


tan80” 80 


tan40” tan402 _ tan80?tan 20” 
"tando? tane40? 
tan 20 


_tans0%tan 20" tan 402 
tan? 40% tan 40 


_lan (609+20%) tan 20% tan (609-209) 


tan? 400 
on da09  tamó 400 
M=43 cot? 400 
=43 an n=3 
. mené=12 
Problema 17 
Calcule el valor de 
231. 25%. 2977 


M=16c0s? OR — pala ta 
5 E 


Resolución 


Aplicamos complemento. 


M=16cos? RA 032) (2) 
6 16 (216) 12 16 


16. 16 16 
M= E sen? X cos? E sen? E sd 
mn 16 16 16 16 
Plicamos Asenxcostx=sen?2x 
2 M= sep? Ep? 3n 
8 


An 
Plicamos Complemento. 


Problema 18 


Calcule el mayor valor que puede adoptar k si 
16sentxcos2x+4cos4x—cos6x> k 


Resolución 
M=4(2sen?x)?cos2x + 4cos4x—cos6x 
M=4(1-cos2x)?c0s2x + 4cos4x—cos6x 
M=4(1-2c082x+ cos*2x)c0s2x+4cos4x—cos6x 
M= 4cos2x-4(2cos*2x) + 4cos 2x + 4cosá4x—- 
(4cos32x-3c0s2x) 


M=4c0s2x-4(1 + cosdx) + 4cos*2x + 
4cos4x-4cos*2x + 3c052x 
'- M=7c0s2x-4-4cos4x + 4cos4x 
M=Tcos2x-4 


Sabemos que 
=1<cos2x <l 
-7<T7cos2x <7 
-7-4<7c052x-4<7-4 
-11<M<3 


Como M>R 
k=-11 


Problema 19 


Del gráfico, halle el valor de x. 
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Resolución 


_V3tan100 
Cot 70% 


tan x= /3 tan10%tan 709 


_ /3 tan10%tan70% tan 502 


tan x 
tan509 


tan 
tan502 


_y3tan3(100) 


tanx 
tan 509 


tan x = /3 tan 30% cot 509 


1 
tanx=Y43| — |cot 509 
(7) 


tanx = cot502 


Aplicamos ángulos complementarios. 
x + 50% =902 
. x=40Q0 
Problema 20 


Calcule 
M =cot10%-3tan109+4/3 tan? 109 


Resolución 
Recordamos la identidad 


3tanx-tan? y 


tan3x = E 
1-3tan? x 
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| 


cot709 


y V3tan(109)tan(60%+10%)tan(602-10% 


==, 


dara x= 100 

3tan10-tan? 190 

E 
1- 3tan? 100 

_1 _ 3tan10%—tan? 100 

3 1-3tan? 109 

1-3 tan? 10%= 343 tan10%-3 tan? 190 

1- 3tan?10%+4/3 tan? 10%= 343 tan100 
1 3tan?10% /3tan? 200 

4/3 tan? 20 58 


tan109 tan109 tan109 


tan30%= 


cot102-3tan10%+4/3 tan? 109= 343 


Problema 21 


Reduzca la expresión 
= A. A (sec2x - I)cot2x 
2cot4x+csc2x 


Resolución 
Recordemos que 


*  tan20tan0 =sec20- 1 


*  cotO-tan0 = 2cot20 


A A 
"cot2x-tan2x+csc2x 
4 tanxltan2xcol2x 


3 
de (csc2x+cot2x)-tan2x - 


Recordemos que 


6 


4 -tanx() 


+ cotx-tan2X 


aX 
cosx  sen2X 


senx  cos2X 


Xx 
4senxcos2X tan 


S sen 
cos2xcosx-sen 2x 


_ Asenxcos2X _ janx 
cos3x 


cot2x 


2(2senxcosx)cos2x Ñ 


tan x 
Cos3x Cos x 


2sen2xcos2x Ñ 


E anx 
COS3XCOSX 


sen4x 


= —=2——— —tanx 
COS3ÍXCOSX 


Recordemos también que 


sen(8 + q) 
tan0+ tano = 124 
cosGgcosa ) 


> M=tan3x + tanx-tanx 


 M=tan3x 


Problema 22 


Si se cumple que 


senal 4 senf 7 sen 
2 y 3enp 4 
sen3a sen3B sen38 


calcule 
mM=éna tanf tano 


tanda * tan3f * tango 


Resolución 
€cordernos que 


sen3x 
=2c082x +1 


———ññ, 
senx 


sed 


1 
DEE 


a 
2c0s28 +1 2cos28+1 “ 


i . 
Mismo, Tecordemos que 


tan3x 2C052x +] 
ii ; 
lanx  2cos2x 1 


2002 +2 Cosa 1 2c0528-1 


co AA A 
Ma /2 no 2c0s28+1* 20059971 
33 £C052q- 
Mene, 4 2c0s20-1 
M3 ño 2c0s28+] 2c0820+1 
a E Ñ 
2e + o A 
a 2cos2B+1 "2009071 


) 


e 
2c0820.+] 2cos2f+1 2c0520+1 
M-3=-2a 


M=3-2a 


Problema 23 


Simplifique la siguiente expresión: 
(3cos4x+5)esc32x—cotx 


Resolución 
3C0s4x+5 
M= a o cot?.x 
sen” 2x 


_ 2 
m -3(-2sen?2x)+5 co 


8 e 6sen 
sen? 2x sen? 2x 

M= 8csc%2x-6esc2x-cotóx 

M= (2csc2x)*-— 3(2csc2x) -—cotix 
Aplicamos cotx+tanx= 2csc2x. 

M= (cotx + tamx)*-3(cotx + tanx)-cotóx 

M=cotx + 3cotx tanx(cotx + tanx) + tanóx- 

3cotx-3tanx-cotix 
M=cotéx + 3cotx + 3tanx + tandx- 


3cotx-3tanx-—cotix 
M=tanix 


Problema 24 

Simplifique l 
l+c0sx -senx 9T =) 

M = ——————=——. X € ( Se 

Vl-senx 

Resolución 

Elevamos al cuadrado. 

_ (l+cosx sen. x) 


M? - 
l-senx 
2 _ 2(1+c0s x)(1- sen x) 
A ETS 


M?=2(1 + cosx) 
M? = 2(2cos 2) 


XxX 
M?=4 cos? o] 


M=2 


Xx 
cos 
2 


Problema 25 

Reduzca la expresión 

M = sen? xsen2x + ¿sen? 2xsen4x + 
Apo 4xsen8x + Lsentoz 
4 -16 


Resolución 
Del primer término 


T,= sen?xsen2x 
Í,= (Let sena 


_ sen 2x sen2xc0s2x 


T, = 

ES 2 
_sen2x_sen4x 
a 4 


Análogamente se obtendrían los otros térmi- 
nos, luego 


ym -Sen2x _ sendx L(sente_sentr), 
2 4 2 2 4 
1f(sen8x senl6x 1 P 
| === -— + —senl16x 
4 2 4 16 


Mesones 
2 4 4 8 


1 1 
—sen8x —- — ee 
lla E 


8 
1 
M= o] sen2x 
Problema 26 
Calcule el equivalente de 
_Senx sen 3x sen9x  sen27x 
cos3x cos9x cos27x  cos8lx 
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Resolución 
Del primer término 
senx 


cos3x 


- .(Heenzcosx) | 
1 2 c0s3xcosx 


l sen2x ) | 
a | 
21c083xcC0sx | 


Recordemos que | 


1 


sení0—-u 
tan O — tana = sen(0- 4) 
cosgcosu 


> T =(lan3x —tanx) 


Análogamente se obtendrán los otros térmi- 


nos, luego 


M= ltan3x -tanx)+ tan dx tando 


2 
1 
Stan 27x —tan9x)+ > tanglx-tanz2% 


M= (angle -tanx) 
Problema 27 


. . SRA 
Simplifique Y. 


secx—- cot 2 


Aplicamos las identidades 


. tan= =csco=cotó 
. ÓN 
ReemplazamosS 7 ,x) t 
LA x)- cot 23 
csc| 5 
2 . 24x) 
M Ts x) +cotlz 
secx-| esc 9 


secx-(-tanx)- tan x 
_secx—(—tanx)-tanx 
“secx—[secx—tanx] 


secx+tanx-—tanx 
—secx—secx+tanx 


M=3€0X - cosx - l 
“tanx Senx senx 
COS xX 
M=cscx 
Problema 28 
' Tr xY 3/2 1 
O EE pe == 
16 4 E E 
calcule cosx, 
Resolución 


como E-2) E 2).2 
16 4) (16*4)73 


6 Tx 
cos jet (E-0) 342 a) 
16 4 TS Ta 


Recordamos la identidad. 


3.3 l 
Pio) 
6 4 16 


1046 T 
coo ix) o/Bseny e 


a. 6co os[7-x) 
4 


2=343 
2senx o cos Ecos, + sent 4 sen x) 


sens ) 


2 
cos Lon y 


233 
v2 
“Nx—3 20080 3,2 senx 


2= -342 cos x 
2 
COS Xx =——= 
342 
2 
cosx=-2 42 
342" /2 
cosx= 2 


Problema 29 
Calcule el valor de 
2 
M= 4 -sec* 209 
cot40%-tan 202 


Resolución 
Pasamos a senos y cosenos. 
1 
4— re 
M= cos” 202 


cos 409 _ sen209 
sen40% cos200 


E 1 
cos? 209 
—cos40cos20%-send09sen200 
sen 40% cos 202 


M= (4cos? 202—1)sen 40" cos 200 
cos(40%+20%) cos? 200 


Ñ (4 cos? 200-1)sen 400 


cos60%cos 200 
MiS la(1 — sen? 200) - 116 sen20%cos 209) 
060 cos207 
die (3 - 4sen? 20%) (2sen 20) 
y cos600 
M= 2(3 sen20%-4sen? 200) 
y cos 609 
_ 2sen602 
o cos602 
M= 2tan602 
M=243 
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Problema 30 


Calcule x para que se cumpla la siguiente igualdad: 
sen98 _ (43 1)(x6 6x1 +9x?-1) 


sen 
Resolución 
sen98 — (1,2 1)(x5 -6x* +91? - 1) 
sen0 
sen99 _sen99 sen30 


sen8 sen309 sen0 


sen9  (2c052(30)+1)-(2c0520+1) 
sen0 


sen90 
sen 


= (2c0520+1)-(2c0560 +1) 


00 =[2(2c0s? 0-1)+1]2(4cos? 20-3c0s20)+1] 


sen90 
sen0 


= (4 cos? g— D(8cos? 20- 6cos 20+ 1) 


sen98 


ong =Acos”0- 1]8l2cos*e-0=6(2c0s?0- 11] 


sen90 
Sen (4cos?e-064cos* 9-9cos* 0+36c05?0-I] 


Le damos forma e igualamos. 


(2 —1)(é — 6x1 +9x? 1) = 
lo cose) — 1] lo cose)” - 6(2c050)* + 9(2c050) — 1] 
x Xx x x 
. x=2C080 
Problema 31 


Simplifique la sumatoria de n términos 


E T T 
M= Cse+esc+oset +HOSsc T ¿ 
4 8 16 ... 


Resolución 


o al T T 
M esco Hoces RescE+.esoL 
8 16 - 2 


De la identidad 


Csex+cotx=cop% 
=cot= . e x 
2 > SEX =cot>—cotx 


Reemplazamos. 


T T T Ñ 
M=cot——cot—+cot=-copr T 3 
4 2 5 cot 4 Hotel, 


T T 
cot=cot—+...+eot- oy 


32 16 on+l 
M= co ) 
9n+l 
Problema 32 
Simplifique 
versí2x) 2vers(4x) 4vers(8x) 8senl6x 
sen2x sen4x seng8x  vers(l6x) 


Resolución | 
Recordemos que 


ga | 
vers(0) = 1-cos8 - 8 


I-cos2x  2(1-cos4x) Ali-cos8x), Bsenló! 
0 a 1-cosl6x 


sen2x sen4x sen8x 


M=esc2x-cot2x + 2(csc4x- —cotáx)+ Í 
8(0sengxcosól 


4(csc8x-—cot8x) + asen? 8x 


Recordemos que 


18x 
> M=tanx+2tanze+4tan? 


De la identidad 
cot8—tan0 = 2cot2 


Reemplazamos 
= e 2cot2x + 
M=cotx acotó gcotóx 


M=cotx-2cot2x + de otáx-800 


M=cotx 


— 


Problema 33 
T al 
En la ecuación tan| X + 2) =3tan3x, 


la tanx adopta cuatro valores distintos: tanx,, 
tanx, tanx y tanx¿. Calcule el valor de 


a % 
M= tan?x; + tan*x, + tan?x, +tanóxy. 


Resolución 
tn(x+7)- 3tan3x 


tanx+ tant 
=3tan3x 
1- tanxtant 
4 
tanx+1 A ES — tan? 3 
l-tanx 1-3tan? x 
3tanix-6tan?x + 8tanx-1=0 
3tan'x + Otanóx-6tan?x + 8tanx-1=0 
Cuyas raíces son 
(tan xy; tan xy; tan x3; tanxy) 


Por el teorema de Cardano-Viete 
* Suma de raíces: 


0 
ais 
153 0 


Suma de productos binarios de sus raíces: 


M=(0Y-2(-9) 


Problema 34 
Si XxE (a 3n 


[LE reduzca la siguiente expresión: 
+senx-— Puzven 

osolución 
Mz 

Anda senx 


95 Complemento. 


————— > 


Aplicamos cos(0— 0) = cos(a.-—0). 


M= (trcos(s=5)> ficcos(a=5) 
2 2 


Aplicamos degradación del ángulo doble. 
M= ¡[2cos? (5-5) /2sen? (5-2) 
2 4 2 4 


Aplicamos Vx? =|x], 
M = V2|cos E E) 
2 4 


7) > E 
Peroxec(m—) > |[2-Zle(=:-= 
2 2 4 42 


E :) E 3 
e [cos| =-— ||=cos| =-— 
| 2 4 2 4 
sen[3-E | =sen(2-2) 
2 4 2 4 

x T x T 

> M=V2cos[2-2)-3sen[%-2) 


Desarrollamos los compuestos. 


M= si+sent- senZ cos) 
Ud 2 a. 


x 
M=2%c05s= 
cos 


Problema 35 ; 
Del gráfico, calcule tan?x si tan y = =- 


1 
db 


LLOSA 


Resolución E 
Recordemos. 
DS 


Le A 
Cessna) 


== 
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senxsen(90%-2x)sen2y=senxsen(90*-3y)seny 
cos2xsen2y = cos3yseny 

cos2x(2senycosy) = cos3yseny 

2c052xcC0Sy = COs3y 

2cos2xcosy = cosy(2cosy-1) 
2cos2x=2c05s2y-1 


Ds han? 
yen 2. 1 an SS 
1+tan? x 1+ tan? y 


1 
Por dato: tany=== > tan? y= 


Y11 


Reemplazamos. 


2 lez. 
y En 2). 11 
1 


Es 
1 


1+tan? x 


tan? mal 
2 


Problema 36 


Reduzca la sumatoria de n términos. 
_ 3tanx+tan? x z 6tan2x + 2tan? 2x Sa 


R 
tan? x—1 tan? 2x-1 
12tan4x+4tan4x 24tan8x+8tan*8x 
tan?4x-1 tan?8x-1 
Resolución 


Del primer término de la sumatoria 
T, = 3tanx+tan? x 
A 
tan? x—1 
T, = tanó x—tanx e 4tanx 
tan? x-1 tan? x-1 


7, = tan xltan? x — 1) Ñ al 2tanx 
tan? x-1 1 
T, =tanx- 2tan2x 


- tan? x 


Luego se tendrá que 
T, =tanx-2tan2x 
T,= 2tan2x-4tan4x 
T¿= 4tan4x-8tan8x 
T¿= 8tan8x—16tan16x 


T.=2""an2""lx-2Mtan2y 
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Sumamos miembro a Miembro 
R =tanx-2"tan2"x 


Problema 37 


Calcule el mínimo valor de la función 
sis 9 4 
OS a 
l-cos2x 1+c052x 
Resolución 
9 
e 
2sen*x 2c0s” x 


Fx) = Ses x+2sec? x 

Eto = (+ col x)+2(1+ tan? x) 
13 2 9 

eS y aan x+,cot Xx 


Ds ab; a,b>0. 


+ 
Aplicamos Le 


9 
2tan? x+ 2 coté x 


2 


9 2 
2yvcot Xx 
, > (2tan e 


(tan? xcol x) 


2tan? x+Zcoó 22 9 


9 
2tan? x+3colx26 


13, PB 
otan? x + 2cot x + 264 2 
2 
25 
E = En 
25 
Ein o 
Problema 38 


Sixe (o zl simplifique 


E jos 


M=— senx 
Resolución ¿ 
xls 
1-|senx-C05 [eos 
AS 1+senx 


Como 


T 
ii Ssenx<cosx 


senx—cosx<0 
> |senx-cosx|=-—(senx-cosx) =COSX-senx 


Reemplazamos. 


M9 x 
Vl+senx 


v(l+sen x - cos x)* Xx 
MUI +senx—cosx)” 
Vl+senx 


Me pen +senx)(1-cos x) Ma 
=| 1227 SenxJU= cos x) 
Vl+senx 


M=y2(1-cos x) cos> 


2 ds 


M=2 


M= 


x 
sen— 
2 


x 
cos— 
2 


Como0<% 2, sení> 0 
8 2 


a x 
M=2sen cost 


“ M=Seny 


Problema 39 


eduze 
a la S 
See Umato 


ria de n términos. 
X+ secta, +1 


GsecóAx + 64sec?8x + 


M n 
= R-=1 
2 sec? (9-1, 


Recordemos que 


sec? + escép = 4esc?24 1 
> sectO= 4csc?20—csc? ] 
Reemplazamos. 


n 
M= Y 4 [4ese? (ok y) - 050? (21 y) ] 
k=l 


n 
M= > ES esc? (2% y) gta esc? (221 y) ] 
k=1 


n 
== pez UF —Fiay] 
Donde F(y, =4*csc*(2*x) 


Por propiedad telescópica de la sumatoria. 
n 
2 [Fo Ei-p] = Km) Ko) 


=l 


> M= 4osct(2x)4esco(20y) 
M=4esl2)-escx 
Problema 40 


Elimine x de las siguientes condiciones: 
** cos(a-—3x) =mcostx 


me sec(0.-3x) =msenix 


Resolución 

e 4cos(a.—3x)=ml4cosix) 
4(cosoa.cos3x+senasen3x)=m(3cosx+cos3x) 
4coso.cos3x+4senasen3x=3mcosx-+mcos3x 
(4cosa-1m)cos3x+4senosen3x=3mcosx (D 


*  4Asen(a-3)=ml4senix) 
4(seno.cos3x-sen3x cosa) =m(3senx-sen3x) 
4sena cos3x-4cosa sen3x=3msenx-msen3x 
(m-4coso)sen3x+4sena.cos3x=3msenx (ID 


Elevamos al cuadrado (D) y (ID), y sumamos. 
(4cosa—md!cos?3x + sen?3x)+ 
16sentalsen?3x + cos?3x)= 
om sen?x + COS?x 
(4cosa—m)?+ 16senta = om? 
16cos%a.-8m cosa. + rm? + 16sen%a. = 9m* 
16(cos?a + sen?a)- 8mcosa. = 8m? 
2-mcosa =m* 
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Pp Test 


Si costx-sen'x=3senxcosx, calcule tan2x. 


A B) : 0) 


D) E) 


D|— win 


Si 4sen20+3c0s20=3, halle tan6. 


2 4 
A) = B) — Cc 
) 3 ) 3 ) 
3 
D) = E 
) > ) 
Simplifique la expresión 
1+ cos20+cos8 
sen0 + sen 20 
A) tan0 B) cot?g O) 
D) tan? E) 
Reduzca la expresión 
(sen2x+2senx)(1 —cosx) 
A) cos?x B) 2tanix C) 
D) 2sen?x E) 


Reduzca la expresión 
Vl+sen2x + cos x — senx; x e lIIC 


A) —2cosx 
D) 2cosx 


B) 0 0) 


E) 


Sisenx-cos x= > calcule cos4x. 


5) 
A. == 
p 16 


1 
D) — 
JE 


3 
B) - E O) 


E) 


al ajo 


oo|— »a|0 


cotO 
cscO 


senóx 


2cos*x 


00 |uw 001 


9, 


11. 


. Si sena. +cosa=2sen0, € 


d : 


Calcule el valor de la expresión 


T T 
4seni— +4cos— 


27 27 
F 14 5en 75 +0 E 


14 
0) 4 


l 
E) - 
3 


1 
B) — 
JE 


Halle el equivalente de 
_ cosg+sen6 
cosg-sen0 


A) 
B) 


sec20-tan20 
sec20+tan20 
C) csc208+cot20 
D) csc20-cot20 
E) sen20+c0s20 


Simplifique la siguiente expresión: 


5 5 


senxcos” x-—cosxsen” Xx 


4(sen! x +cos* x)-3 
1 
—senáx 
A) Stan2x B) ¿senzx gg 
1 
—tanáx 
D) Isen2x E) 4 


alcule el valo! sa 


- cos" (45% 0) 
o cos 20 
l o! 

nz Dz > 

x E) 4 
D) 2 

jón 

Calcule el valor de la E 08d 
(2c0s80- 1)tan122-(2c058 + , 
A 0 B) -1 y? 
D) 1 


€-_—_— cl 


49, Calcule el valor de 14. Calcule el valor de la expresión 

cos102+sen20? l|- cos20%41+ cos80%4/1+ cos 402 

os 100+sen* 20% 

cos” 10%+sen 

ne y y 

3 g) 2 aé 32 16 3 
va , 7 py Y y A 

3 E 4 E 
D) = 4 

2 


15. Calcule el valor de la expresión 
13, si 2tan 0 -3tan%06tan8+1=0, halle tan30. 


3 TT 3 3T 3 9T 37n 
Vers” — + Vers” — + Vers” — + vers” — 
28 8 8 8 
1 1 
ES B) 2 O) 
na a ny 20 B) 18 O 15 
D) 4 E) 1 D) 12 E) 10 


eN e LEEsOl 
Bosa 8! 14 E 
33 6 9 15 
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mo 


problemas propuestos 


Nivel básico 
tan(45%+0)-1_y, 


Simplifique ande 
A) tano B) cota C) -tana 
D) -coto E) 2tanoa 
Si ¿LL y cosp== 
¡cosa = 09 y al 
calcule 2tan? Ñ —tan? S 
IN a+2 B) a-1 e) a+l 
$3 a+2 a+3 
m ¿2 E) 1 
a+l 
Reduzca la expresión 
9X senx+cosx-—1 
tan? 24 22 + Cot Xx 
2 14+c0sxX 
A) senx B) cosx - C) tanx 
D) secx E) csex 
Si cos 2x+cos?2x+c0s2x=1 
halle cos?2x-tan?x. 
A) 1 B) 2 O 0 
D) 1 E) -2 
Simplifique M = 170028 
(1-tan 0) 
a Llianó 1? 1 
2 ) ¿tano  C) -2cot8 
1 
D) = 
cil E) —cot20 


: 3 
Si 8sen“xcosx=Asen2x+Msen4x, halle A—B. 


Simplifique la expresión 
36sen%x+12sen*3x+4send9x+sen27x 


tO 


11. 


12, 


A) 3senx B) 3sen9x 
D) 27sen9x 2 Ao 
cot 512 
Si=—===R, il 
i 770 alle 2sen64, 
Rk+1 R-1 
— BE q + 
R-1 R+1 2h-] 
2k=1 
D 
) El E) R+2 


Si tanx+tan(602 -x) +tan(60%+x)=0 


- calcule tanix+tan3(600-x)+tani(60%). 


A) 2tanx . B) tan3x C) 3tanx 
1 
D) 3tan3x E) gina 
_seng sen20 _ sen 30 
Si PO AA 
3 2 Xx 
halle el valor de X. 
| 5 
1 _ 1 de 
A) 3 B) 3 3 
p 2 E) -1 
3 
Si senx=asen3x, halle tan”x. 
a-3 
-= d- 3 — 
pa a O 
a+l a+ 30! 
D) 3a_ El “gel 
a+l 
Reduzca la sumatoria E 
1 2c054X— 
_2co5 sel, o + 
sen4x sen 0 
2cos8x-1, ¡A 
sen16X $ 


A) csc2x- esc2"X 
B) escx- esc2"x 

C) esc2x- E 
D) cscx- ce 
E) cscx+ esc2"X 


- 


13, Calcule el valor de k en la igualdad 19. Calcule el valor de 
2 
sena =k? sen” 800 M=sen*% y sen! 3n +sen! 57 + sen! 77 
1+cos10% 8 8 A 
A) 2420055 B) 2sens” C) /2cos100 A 1 2 
D) 2cos10* E) 2/2sen50 2 B) 3 O 1 
3 
14, Reduzca tana +tan2a.+cotatan2atan3a. D) 2 E) 5 


A) tan3a B) 2tan3a  C) 3tana 


no 
=> 


20. Halle el máximo valor de 


D) 3tan2a E) 3tan3a F(¿y=senx+cos(x+400) 
x+0 
ccid tan ER A) 2sen20 B) 2sen35% C) 2sen25" 
15. Sitan E] halle tan6. D) 2c0s202 E) 2c0s250 
tan| —=— 
2 
j , 5 S > 21. De las condiciones 
A) sen2x -senx sen= 
2 tano = (42 +1)tanx 
D) -sen2x E) senx tanf =(42 -1)tanx 
ES 1-sen? xcos? x 13 tan9=sen2x 
y cos2x 8 halle una relación entre or, P y 6. 
calcule cos2x. 
yal ¡ 1 A) a+B=0 
3 B) 5 C) 5 fusta , 
C) a+p+0= 
DE NS E 
6 3 D) P-a.=0 
E) a+28P=0 


2. 
1+ cos? 2x 92. Del gráfico, calcule sec*x+2sec”y. 


A) sen2x B) 2sen2x  C) cos2x 


D) 2cos2x E) 2tan2x 
18, si sdr+2) E 2; + 2] 
4 l-tanx 
0 

ai | 

2 B) 5 0) : 
bi * 

2 2 


E) 
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28, Si senx-cosx=n, calcule 
n , sen3x 
23, Según el gráfico, halle po +1, +C083x, 
A) 3n9+2n B) 3n5-2n q) de 


3 
D) 2n*"+3n E) 2n-3n 


20, Halle el equivalente de 
M=8sen5*sen25sen35sen55sengso 


A) <scc$0 B) 8cos5  () coso 


1 
D) qóeco” E) 4cos5 
A) 2sen20 B) 2cos49  C) 2sen40 na o 
D) 2c0560 E) 2co520 20, Reduzca la expresión 
pee escl* sen 33%(2c052*-1) 
24, Simplifique 205027"esez cus9” 
sen3x -3senx 
= o_o 1 
E o NA Dz 03 
A) -senx B) -2sen2x  C) -3sen2x -  D) 1 E) 5 
D) -4senx E) —4sen2x 3 
95 1 ival del ió 31. Si tan84% _ tan2x 
Za. ad e dra e la expresión 660 Wlanx 
3tan"9-10tan" 0+3 halle el valor del ángulo agudo x. 
9tan*0-6tan*8+1 
A) 189 B) 360 o 12 
A) tan30cot0 D) 320 E) 15 
B) tan20cot30 y jón 
C) tanfBtan30 32. Halle un valor de x que satisface la ecuació 
D) cot20tan30 8x3 -6x-43=0 
E) cot30tan0 o 
A) cos209  B) cos5 cs sip 
26, Si3V/3senx+3c0sx =2 D) cosl82 
calcule 27(1+ y pza aby ' 
O 33, Del gráfico, calcule x en términos de 
A) 13 B) 23 C) 27 
D) 40 E) 50 
é 
27. Si : 
Fi9y=(1+2c082x)(1 +2c054x)(1 +2c056x) 
1+2c0s8x : 
. (1+2c088x) A y 
calcule FE) 23 E ¿508 
a 
pio 07 
1 1 A) ab+ac B) a ap +0: 
aj os 2 p) 2b+bc Jo 
D) -1 E) 1 2c 
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————— 
- 


su Del eráfico, calcule el valor de x. 7 
34, Del grtlie A) 2sen— B) 2005 O 2 
y 32 64 


D) 2senE 7 sm 
64 E) > 


38. Si 31x=2xr, reduzca la expresión 
M=cscx+csc2x+csc4dx+asc8x+ cscl bx 


gn 
¿AO A) 0 B) -1 0) $ 
D) 2 E) 1 
A) 500 B) 609 C) 370 
D) 309 E) 750 39. Si csc20=c0s0+cot20 


calcule (1+c0520)(3+c0520). 
35, Del gráfico, calcule el valor de x. 


A) 1 B) 2 O 3 

D) 4 E) 5 

40. Sitan2x =-<eM20sen2B_ ¿2 

: cos 20. +c0s 28” 4 
calcule tanx. 


A) senasenf 
B) cosa.cosf 
C) cscamescf 
A) 390 B) 450 C) 609 D) secasecK 
D) 309 E) 580 E) tanatanf 


> 


n 
1] 
ju 


: Del gráfico, halle x. 41, Reduzca la expresión 


4 2 
M = ES + cos? xXx 
y sec? x 
A) cos?x B) cos*3x  C) cos?2x 


D) sen?x E) sen?2x 


OS | 42, Elimine € de las condiciones 


senf8 _cos8 _ cos28 


A) 1]o X-Y Xx+y  2xy 
D) 490 B)220 (330 


E) 309 A) 12-y?=1 
B) x2+y?=1 
O x2+y?=3 
D) x?+y%=2 
E) éy?=-2 


295 


- 296 


18 1 cosa cosf3 1 41. Caleule el valor de 
pe cosO  cosa—cosf M = £08 12% c0524% c05 48" cosggo 


a 
cos 60 005142 C0866"c05780 


P 


calcule tan! 2 col tan? 7 
A) 


B) 1 Cc) 2 


A) 
E) 


DJ 2 


nin mico 


a|—mw]|— 


D) E) 4 


48. Calcule el valor de 


44. Si 9 es un ángulo agudo constante, halle el M=tan*20"-33tan*20%+27tan"200 
máximo valor de 
A 1 B) 2 03 


0 
M=25eno( cosa =senacat?) D 4 E) 5 


49, De la siguiente igualdad 
A a? B) tan? O) tano De la siguiente igualda 
4 2 senda _ 2, 7-1 
8 sena. 
D) cot= E) cot20 
) 4 halle x. 

25. Reduzca la expresión A) 2cos20 B) 2sen2u  C) 2costa 
cosdx+cos(120%-x)+c05(120%+x) D) 2sen4a E) 2cos4 
A) cos3x B) 2c053x 0 3c0s3x 50. Del gráfico, halle la medida del ángulo 

4 5 4 E 
D) 2c053x E) cos3x 
4 4 

46. Calcule x para que se cumpla la identidad 
l-cos98_ (3 2 
coa A 3x +1) 

¡LS 
A) sen0 . B) 2seng - C) cose A) 1402 B) 143" E 155 
D) 2cos0 'E) tano D) 1509 4 


a 


Capítulo 


Transformaciones 
| trigonométricas 


Julío Doroteo Flores Prada 


CAPÍTULO IX 


TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Objetivos : 
+ Simplificar expresiones trigonométricas de sumas o diferencias en producto. 
+ Simplificar expresiones trigonométricas de productos en sumas o restas, 


+, Calcular sumatorias finitas de expresiones trigonométricas. 


Introducción 
Es poco lo que se puede aprender con solo mirar fríamente la teoría abstracta, ya sea física, quí- 


mica o matemática; debemos, más bien, darle un sentido a las formulaciones de la ciencia, nece- 

sitamos una mejor comprensión de cómo utilizar sus principios. Es fundamental buscar una inte- 

tracción con nuestra realidad, con nuestros cambios, con la evolución y la dinámica de las diversas 

situaciones que nos rodean. 

Nuestro objetivo en este capítulo es proporcionar herramientas teóricas que relacionan la adición 

y multiplicación de expresiones trigonométricas conocidas como las transformaciones trigonomé- 

cas Para la resolución de problemas, empleando un lenguaje simple que permitirá al lector un 

fácil manejo del cálculo. 

Pi tratado aquí no permitirá resolver problemas de Ava pación pea DA 
estudiante a investigar sobre la matemática actual —la nueva, vital y creativa maternáti- 


Ca- . 
Que ha Surgido de la necesidad de comprender las pautas del mundo. 
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1» TRANSFORMACIONES DE SUMA Y DIFE- 
RENCIA DE SENOS Y COSENOS A PRODUCTO 
Partimos de las identidades para el seno de la 


suma y diferencia de dos arcos. 
* sen(a.+0)=seno.cos0+cosal sen0 
* sen(a.—0)=seno cos8-cosa send 


Sumamos y restamos miembro a miembro las 


igualdades anteriores. ) 
. sen(a.+0)+sen(a.—0)=2sena.cosó (D 
e sen(a+8)-sen(a.-8)=2cosasenb 000) 


Luego, reemplazamos por otras variables. 
+ a+0=A 


. 0a-0=B 
Del sistema de ecuaciones, obtenemos 
A+B A-B 
la Qq= . 8 = —_— 
2 2 


Sustituimos en la identidad (1). 


(1-8)! 


senA+senb= 2senf PER 


2 


De manera análoga, recordamos las identida- 
des para el coseno de la suma y diferencia de 
dos arcos. 
cos(a.+8)=cosa.cosg—sena. send 
cos(a.-0)=c0s0.cos8+sena send 


Sumamos y restamos miembro a miembro las 
igualdades anteriores. 


cos(a+0)+cos(a—8)=2c0sacose (IM 
cos(0.+0)-cos(a—8)=-2senasene (IV) 


Hace j 
mos los mismos cambios efectuados 


en las variables anterio ¡ 
; res j 
identidad (ID. y sustituimos en la 


CosA+cosB= 2009 22 
2 


>) 


> 


En general, obtenemos las siguientes identid 
ades; 


o 


Ejemplos 


2sen40+1 =2(se 
2sen 


q pez 
3 Cos| —7— 


sena00+sen20%-25en| 2 


sen40+sen20%= 2sen30%cos10* 


809+202 80-20" 
sen80-sen20%=2C05 =— 7 sen añ 


sen80-sen20%= 2cos50%sen30” 


400100 art) 
A 22 


cos402+cos10%= 2cos25%co515" 
6x+2X slo 
cos6x-cos2x =-2sen EE 


cos6x—cos2x== 9gen4xsenzX 
cosa0o+cosa0” 


cos40%+sen? 0= A 
2cos30" cos! 


cos40%+ sen70%= 


senza” 


(0) 
=sen75 ' 


cos152-sen25” 
509sen 


cosl 5o_sen252=2C05 


2sen400+1 2 sento 
na0o+senso? 


350 cos ; 


"A 


3 
. /3-2c0s20"= 8 cosaoo) 


/3-2c0520%=2(c0530%-cos209) 
43 -2c0520"=2(-2sen25%sen50) 
/3-2c0520%=-4sen25%sen50 


2» TRANSFORMACIONES DE PRODUCTO DE 
SENOS Y/O COSENOS A SUMA O DIFERENCIA 
A continuación se muestran identidades que 
relacionan producto de senos y cosenos y su 
equivalente en suma o diferencia. 


2sena.cos9=sen(a +0) +senía—0) | (D 


2cosacosO=cos(a+0)+cos(u-0) | (ID 
2senosen8=cos(a-0)-cos(u+0) ] QUID) 
Aplicación 1 


Exprese 2sen7x cos4x en forma de suma o di- 
ferencia. 


Resolución 
Utilizamos la identidad (PD. 
2sen7x cos4x=sen(7x+4x)+sen(7x-4x) 


, 2sen7xcos4x=senllx+sen3x 


Aplicación 2 


Exprese 2005310 cos9o 
erencia, 


en forma de suma o di- 
Resolución 
Ulizamos la 


identi 
oa idad (ID. 


0s9”=cos(31949%)+c05(319-99) 


: “03 l*Cos9%=cos400+cos9go 
Aplicación 3 
058 Y 
Herenoja O COSq0o en forma de suma o 
e olución 
in 
osa identidad (p, 
no O sen(10%+400)+sen(109-409) 
cos402=sen500 +sen(-300) 
¿sen]po 


os40%=Sen500-sengpo 


Aplicación 4 
Demuestre la siguiente igualdad: 
cos(x+y)cos(x—y)=cos*x-—sen?y 


Resolución 
Multiplicamos y dividimos por 2 al primer miembro. 
2cos(x + y)cos(x — y) 2 


> = cos*x —sen*y 


Transformamos a suma de cosenos. 


C0s2x +c0s2y 2 2 
A A COS tx — sent y 


Sustituimos con la identidad del coseno de 
arco doble. 


(2c05?x — 1) + (1-25en?y) = cos?x —sen?y 
2 


Finalmente, comprobamos la igualdad 
2 


cos“x-sen“y=cos*x-sen?y 
Aplicación 5 
Demuestre la siguiente igualdad: 
4senxsen(60%+x)sen(60%-x)=sen3x 


Resolución 
Agrupamos convenientemente los factores. 


2senx[2sen(60%+x)sen(60%-x)] = sen3x 


Transformamos de producto a diferencia utili- 
zando la identidad (III). 
2senx[cos2x-cos120%]=sen3x 


1 
2senx cos 2x- (- 3) =sen3x 


senx(2cos2x+1)=sen3x 


Finalmente, comprobamos la igualdad. 
sen3x=sen3x 
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Teorema 1 
Si A+B+C=180%, se cumple 


A B C 
L senA+senB+senC=4 cos C057C0S7 


A B C 
Il. cosA+cosB+cosC=4sen-> sen ¿3 2 +1 


Demostración de (ID) 
De la condición A+B+C=1800, se tiene 


Aplicamos propiedad de ángulos cuya suma es 90%. 


E + 2) E 
sen = COS 
2 Z 
E + 2) E 
cos =sen— 
2 
Transformamos el primer miembro. 
senA + senB +  senC = de 
A+B A-B 
2senl| Jeos[ )r2sen Ecos E=acosÍcos=.cos 7 
2 2 2 2 2 2 2 


C A-B C C AN B C 
2cos= cos| )r2sen == sE ES y 
2 2 2 cos 2 4cos 2 cos 2 cos > 


Factorizamos 2cos=. 


2cos 5 cos[* = 


Reemplazamos sen z por cos| A 12) 


C A-B 
2c0s | cos[ 2 )rcos[52)]- de ies 
2 > 


2) e] AO | 
+sen—= |= A AE | 
2 4cos 2 cos 7 cos 3 | 


2 


C 
20052 da B Á B 
3 cos 2 ceso = 4cos5cos cos = 


Finalmente, demostramos la igualdad 


AB 
4cosZ cos cosÉ _ A B 
ae 2 =Acos.cos-cos= : 
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Teorema 2 

siA+B+C=180%, se cumple 

l. senzA+sen2B+sen2C=4senaA senBsenc 
II. cos24+cos2B+c0s2C=-4cosA cosB cosC-1 


Demostración de (D) 


Aplicamos la propiedad de sen(A+B)=senC 
ángulos cuya suma es 1800. cos(4+B)=-cosC 


Transformamos el primer miembro. 


sen2A+sen2B + sen2C = 4sendsenBsenC 


¿sent4+8)cos(A—B)+2senCcosC=AsenAsenBsenc 


¿senCcos(A-B) +2senCcosC=4senAsenBsenc 
2senC[cos(A -B)+c0sC]=4sena4 senBsenC 
2senClcos(A-B) -cos(4+B)]=4senA senBsenC 
2senC| -2sena sen(-B)l=4sen4 senB senC 


Finalmente, demostramos la igualdad 
ÁsenA senB senC =4senA senB senC 


A continuación, tenemos otras identidades 
que podemos encontrar en un triángulo ABC, 
donde A+B+C=1]8p00. 
' UA Fsen2B send rosdcoBine 


Cos2A +cos2B-cos2c— l—4senAsenBcosC 


LB =senc=asentsenÉ cs 
2 

Sena +sen?g -sen?C= 2senAsenBcosC 
Deutos 
Cos?4 + cos?B —Cos 


, 2 

Cos “A+cos La cosB cosC 

C=1-2senA senB cosC 
2 

9 *Sen y oentatzcos coses 


en(B+2c) +sen(C+24)+ sen(A+2B)= 


T= a tas 
TE E o) 
as 3 4 
a AN 


4senaA senB senC 


3» SUMATORIAS TRIGONOMÉTAI 


3.1.5 
ESTÁN En PROGRA 


RESIÓN ArtrI 
Denotamos con $ la su 


S=senossen(a+)+sen( 


CAS FINITAS 


UMATORIA DESENOS Cuvyos ÁNGULOS 
ETICA 


Mmatoria de n términos. 
0+21)+...+sen(o(n-1)) 
donde 

” 0 primer ángulo (P) 

0+ (n- Dr: último ángulo (U) 

r: razón de la Progresión ari 
n: número de términos 


tmética angular 


Entonces 
PATA ' 
sen sie 
> E 
| S= 2 x sen [ PAU | 
| r 37) | 
| sen— | 
| 2 
aa A 
Aplicación 6 


Reduzca la siguiente sumatoria: 
T=sen2"+sen4%+sengo +...+sen1802 


Resolución * 

Es evidente que la serie tiene 90 términos; ade- 
más, reconocemos que 20 y 180" son el primer y 
último ángulo de la serie, respectivamente, don- 
de la razón de la progresión aritmética del ángulo 
es 2%, es decir, n=90,r=2", m<P=2", mxU-=1800. 


Aplicamos la fórmula para la sumatoria de se- 
nos y luego desarrollamos sen91*. 


90(29) 
sen 2 (E) 
Ye pas x sen 2 
sen EN 


sen900 o- 
T= rn sen]? 


xcosl* 


T=cotl1" 


Aplicación 7 o E 
Halle el equivalente de la siguiente sumator1 
que contiene n términos. 


án .), 
Q0+ ... 
seno. + sen(u al cd Di 
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Resolución 

Identificamos los elementos de la sumatoria 
AT 

+ P=Q . U=0a+ (n=) 


S: valor de la sumatoria 


n 
n(4r ) 4T 
sen| | a+a+(n-p 
EN Ens 


. p=— e 


2 


2 
S A sen artn—0%) 
21 n 
sen— 
n 


Reemplazamos sen21=0 en la relación. 
. S=0 


3.2. SUMATO! 


di 


LOS ESTÁN E 


RIA DECO 


ROGEE: 


Denotamos con ms la sumatoria: de n iérmminos! 
C=cosa+cos(0-)+cos(a+2r)+...+cos(a+(m-1)r) 


Entonces 
= 
| sen Y | 
MES 2 cos £+ ) | 
sul k EZ | 
sen— 
: 
E AE 
Aplicación 8 


Reduzca la siguiente sumatoria: 
Cos2%4+C0s4%+c086%+...+c0s3580 


Resolución 


Consideremos la sumatoria como C. . 
C= C0s2%+c0s4%+c0560+.. -+C0s3580 


donde P=20; /=3580; 


n=179;r=20, 
0092) 
>C= 2943580 
sen]0 x cos 213580) 
C-sen1790 . 
senjo xcos180 


Como cos180%=-1 A sen1790 


=sen]0 
C=-1 
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Aplicación 9 | 


Calcule el valor de la siguient 
contiene n términos. 


00d 7 az)ico din an A 6n 
21) nn cod 


Resolución 
Consideremos como C. 


Cuco 2 ecos da En Jhoos E 009 YT 
2n+1 2n+1 2n+l 2n+l 


e SUMatoria Que 


«cof 
2n+] 


sen de ) 
_ 2n+1 T E) 
6 xcos| 2n+1 


mE om, +2) 


A 
sn n+l 


T 
ús Ml ] 
senr + se sl 
A 2 


€.= , ps ] 
sis 2n+1 


C=-1/2 


plas 
3,3. EQUIVALENCIAS COMPLE MENTA DEN 
QUE RELACIONAN A UNA SUM | 


Se cumple que VneZ* 


cos de 
2n+ 


—_— 


Ejemplos 
. Para n=3, tenemos que 
T 3T 5T 1 
cos +C0S=7> + cas = 2 
21 4T 67 1 
cos +0os=7-+ ca = => 


* Paran=5, tenemos que 


3r 5T TT 1 

cos -+COS77 11 FEO AE 11 7 
1 

2 


Zn A PE 
“iu. 


Aplicación 10 
Calcule el valor de 
6T 4T 


41  2n 61 2n 
K=C085—COS—+CO0S—COS—-+00S—COS— 
7 7 7 7 7 7 


Resolución 
6r 


a 471. 21 61. 27 AT 
=C0S-—COS—+HC00S— COS] —+COS—-COS— 
7 7 7 7 7 


4 
2K Ro cos Acoso H2COS cost 


7 


107 21 


zo ST. 2 
2K o cos cos cos TTcOS TECOS 


2K= 21 


21 
cos e E 
7 7 7 7 7 


2K=2 Jos cogí cos ==) 
É 7 7 


8 A: 
2 


E 
Ep rm Dese QUE RELACIONAN A 
UCTO DE SENOS 


E 7 o 3 ni y 2n+1 
Ñ 2n+1 ne A mi on 


21 
s 2 XCOS, 3 ni 1 
n+] o A 


Ejemplos 


Para n=3, tenemos que 


-  sen> Esp E sen 31 _ 17 
7 7 7 


8 


T 27 3n 1 
- OS— — —=—_ 
Cc 7 COS cos 


Para n=5, tenemos que 


21 3 am 5T 
- sen=sent sen sen E —= 


“o "Ton a 2.» 


2 3T 4T 5T 1 
- Cos, COST TcoS7.cos= TC CcOs—=— 


11 11 11 11. 32 


Aplicación 11 
21 61 


Calcule el valor de K= conser sen or, 


Resolución 
21 67 


4T 
K= — +sen—-sen— 
sen 7 a 7 


K= 2sen Ecos - 25en Ecos 


3r T =) 
=2 — =-COSs— 
K=2sen - (cos 7 


2sen—sen| —-— 
7 7 


T 27 3T 
= — —sen——- 
K asen 59 - S 7 


K=0sen | - 
7 


A continuación, observamos sumatorias trigo- 
nométricas finitas con n términos y sus respec- 


tivos equivalentes. 
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1 
cos9+cos30+c0s50+...= ¿Sen (2n8)csc0 
Ql - 7a 4 4 
cos — + c0s 201 + COS +. +A — 
2 2 3a 
a 


sen8+sen30+sen50+...=sen*(n8)csco 


sen((n+1)a)sen(na;) 
2seno, 


1 6 +cos((n + Dolina 


cosa + cos*2a + cos? 3a+..=-= 
2 seno. 


sena cosa + sen2o.cos 20. + sen3acos3a +... = 


1 j 
senasen2a + sen2asen3a + sen3asenda +... = gi + Dsen2o: - sen((2n +2)0)Jesca 


T 21 3T T 
sen— +sen— +sen—+...=cot— 
n n n 2n 


1)8) -tan8 
secOsec28 + sec20sec30 + sec3Osec40 +... = tan((n+1D8)-tand ne 


cscg+esc20+csc40+...= cotz- cot (2719) 


—cot((n +10) 
cscBesc20 + cesc28cos 30 + csc38csc40 +...= coto— colin + YA 


esc eso[(2n + 02) 
sena sen2a sen3a NE A 


cosa +cos2a cosa +cosda cosa +cos6o, 4sen>y 


1 n+lg 
sen209-— sn ) 


1 1 
sen28sen?0 + ySendosen” 20+ Tsensosen*40 += 3 


AREA, 


r ” LA ” o 
El cálculo infínitesimal | 
El cálculo constituye una de las grandes conquistas intelectuales de la humanidad. Una vez | 
construido, la historia de la matemática ya no fue la misma: la geometría, el álgebra, la aritmé- : 
tica y la trigonometria se colocaron en una nueva perspectiva teórica. Detrás de cualquier in- | 
, ! ; ', s 7 ' E 
vento, descubrimiento o nueva teoría, existe, indudablemente, la evolución de ideas que hacen 


posible su nacimiento. Es muy interesante prestar atención en el bagaje de conocimientos que 
se acumula, desarrolla y evoluciona a través de los años para dar lugar, en algún momento 
particular y a través de alguna persona en especial, al nacimiento de una nueva idea o teoría 
que seguramente se va a convertir en un descubrimiento importante para el estado actual de i 
la ciencia y, por lo tanto, merece el reconocimiento. 

El cálculo cristaliza conceptos y métodos que la humanidad estuvo tratando de dominar por 

más de veinte siglos. Una larga lista de personas trabajaron con los métodos “infinitesimales”, 

pero hubo que esperar hasta el siglo xvi! para tener la madurez social, científica y matemática ' 
que permitiría construir el cálculo que utilizamos en nuestros días. 

Newton y Leibniz son considerados los inventores del cálculo, pero representar un eslabón de 

una larga cadena iniciada muchos siglos antes. 


STRESS ELÍAS TEATAA 


E 


El extraordj os : 
aor ¡ ; 7 ESE ÉS y 
Mí dinario avance registrado por la matemática, la física y la técnica durante los siglos 


las j 


XIX E : : 
E E lo debemos al cálculo infinitesimal y por eso se puede considerar como una de 
de (e : a 
es A creación intelectual de la que el hombre puede sentirse orgulloso. e 


Ad TE : ci 
ptado de: Un poco de historia y el nacimiento del cálculo”. En <htrpy/uww.fea nl edu ar. 
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Problema 1 


Si x= 5 , calcule el valor de K= 


Resolución 
_ sen5x+senx 
— COS7X+COS3X 
_ 2sen3xcos2x 
— 2cos5xcos2x 
_ sen3x 
— COs5x 


T T 
pet 8x== 
Luego, x 16 > 8x > 


es decir, 3x+5x = 5 


=> sen3x=cos5x 


Finalmente en (+). 
. K=l 


Problema 2 


Simplifique la expresión 
_ sens0%+cos30%+sen70* 
cos10+sen70%+cos 309 


Resolución 


- 5en70”+sens09+cos30% 


cos30%+c0s10%+sen700 


_ 2sen60%cos10%+c0s309 
tt 
2c0820%cos10%+sen702 


E 2c0530 cos10%+c05 309 


O 
2c0520%cos10%+c05 209 


Me cos30%(2c0s10%+1) 
cos20%(2c05109+4]) 
_ cos300 
08200 


M= A ecago 
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Problemas resueltos 


sen5x+senx 


Cos7x+cos3x' 


(5) 


Problema 3 
Halle el equivalente de 
L= sen20%+c0520%-2seng450 


sen250 


Resolución 
Z= =sen2094c0s20"-2sen45 seno 
Z=sen20%+c0520%- (cos20-cos700) 
Z=sen20%+c0520-cos20%+c05700 
Z=sen20%+c0s700 
Z=sen20%+sen20 


Z=2sen200 


Problema 4 

Reduzca la expresión 
senxsen2x + sen2xsen5x 
senxcos2x + sen2xcos5x 


mu 
mba 
E 


solución 
senxsen2x + sen2xsen5x 
2sen2xsenx + 2sen5xsen2x 
" Osenxcos2x + 2sen2x Cos 5x 
_ COSX—COS3xX+COS 3x -cos7X 
— sen3x —senx +sen7x-= sen3x 
COS Xx =—COs7xX 
É sen7x —senx 
-2sen4xsen(3x) 
2cos4xsen3x 


M=tan4x 


M= 


Problema 5 


Calcule el valor de 


o 
A= sens00-sen700+sen1Ú 


Resolución 
A= a sensoo-sento%+sent0” 


po 
A=sen50*+sen A 
A=2sen30%cos20"-Sen 


A= 2(3)cos 200-senTó 
2 


A — 


A= cos20%- sen702 
A=sen70*-sen70? 


; A=0 


Problema 6 


Sia = > calcule el valor de 


sen9o, + sena — 25ena. cos 4a 
“ cos9a + COsSa + COS 30 + COSA 


Resolución 
sen9a + sena —- 2sena.cos 4ol 


_ cos9a + cosg0. + C0s3a + Cos aL 
_ 2senda.cos4a — 2sena cos 4a 
—2cos7a.cos20.+2c0520.c050 
_ cos4a (sena — sena.) 
—cos2a(cos7a + cosa) 

_ cos4o(2cos30.sen2a) 
- cos2a:(2c0s4a.cos 30) 


A=tan2a. 


Problema 7 
Simplifique la expresión 


C 
caSEÓA cos140 


Resolución 


M=(£0535?+cos2yo sen21-sen72 
o 


» Recuerde 


5 A+cos B=2 006 os AB? 


dE (223) 


in 
E 


2 2 


E | 


sd m=(?eoslircostr | 2cosMrsente) 


cos 280 cos14% 
M=(2c0s7%)(2sen70) 
M=2(sen7“cos79) 


.. M=2senl49 


Problema 8 
Halle el equivalente de la expresión 


sen4x +sen8x +senl2x 
cos4x+c0s8x+c0os12x 


Resolución 
M= senl12x + sen4x + sen8x 
cos12x+c0s4x+c0s8x 


Nota 
A+ B 


e 


senA+senB = 2sen| 
A 


(A+ B 
cos A+cosB = 2c05| : Jeos| 


J 


_ 2sen8x.cos4x + sen8x 
—2c0s8xc0s4x+c0s8x 
_ sen8x(2cos4x+1) 
— cos8x(2cos4x +1) 


M=tan8x 


Problema 9 


Calcule el valor de la siguiente expresión: 
sen70%sen40*-cos60%cos702 


Resolución 
M=sen70%sen40%-cos60%cos702 


> 2M=2sen70%sen40"— 2cos60% cos702 
1 
2M = 2sen70 sen 409-2 3 cos702 
2M=2sen700sen40*-cos702 


»» Recuerde : 
2senxseny=cos(x=y) -cos(x+y) 


309 


: 


> 2M=cos30%-cos110%-cos702 Mia 05 10%+2c0510%sen 490 
43 2c0550%+] 
= 42 - cos(180%-70%) -cos702 
2M ===cos( _ cos10%(1+25en40o) 


Me —_—_—_2=n0 Y 
2M = 3 +cos70%-cos700 (2c0550%+1) 
A Reemplazamos sen40* por cos50?, 


“. M=cosl0% 
M= y3 cos 
4 
Problema 12 
Problema 10 Calcule el valor de po -4c05200, 
Transforme a producto la expresión senl0 
cosl+c053+c055+C089 Resolución 
1 
Resolución A 
K=c0s3+c0s1+c0s9+C085 1-2(2sen10%cos20%) 
y Ac 
sen109 


» Observación 
» Recuerde : 
2senxcosy=sen(x+y) +sen(x-J) 


5 


=> K=2c052c0s1+2c057c082 lo 1-2(sen30%+sen(-109) 
-1-2(sen30”+sent- 117 
K=2c0s2(cos7+c0s1) Fé sen102 
K=2c0s2(2c054c053) is 22 —-senl 0») 
2 
.. K=4c082c083c0s4 “noo 
: _ 2sen109 
Problema 11  sen10* 
Simplifique la expresión A £el 
cos10%+c0540%-—cos1200 
o 
ibi. - Problema 13 ) 
Resolución Calcule el valor de la a 
(1209-0)+cos(120 
m - <os10%+cos40%-cos1209 cOsuFcOs 
2c0550%+] ió 040) 
0o+ 
Jae cosí 12000) +cos(!2 
>> Nota M=cosa+2c0s120%cosl-0 
: ol 
cos Á-cos B=-2sen A+ son A-B M=cosa.+2c0s120*C05 el 
M=cosa+2c0s(180-60 
cosoL 


M=cosa+2(-cos60%) 


10-25 809 ANO 
> M= LE esens0sen(40%) 
2c0550%+1 M=cosa+2(-1/2)c050 
m = <os102-2cos10* sen(-400) M=cosa.- cosa 
ps O | :. M=0 
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A 


problema 14 


Reduzca la expresión 
coso. + COS 30, + 00850. +C0570 


cos20.cos4a 


Resolución 
coso + cos 30. + cos ga + cos7a 
A= 


cos2a.cos4a 


cos7a+cosa+cos5a +cos3a 
¿COSA TOA 


cos2a.cos4a 
di 2cos4a.cos3a + 2cos4aCOos a 
cos20.cos4a 
2cos4a(cos3a +c0s a) 
d cos2a.cosda 
_2(cos3a+ cosa) 
o cos20 
4=22c0s20.c0sa) 
cos20 


'. A=4cosa 


Problema 15 


Reduzca la siguiente expresión: 
O=8sena.cos%a cos2o 


Resolución 
0=8sena.cos?a cos2oL 
0=4(2sena cos0)cosa.cos2a 
0=4sen20, cos20. cosa 
0=2(2sen2o, cos20)cosa 
O=2sen4g cosa 


Problema 16 


Simp; 
Plifi u z 
Sense, e A expresión 
Méx 


COsx —“FCOos8x 


lución 


A = 5en7xsen2 y 


na 


Cosx —TCosB8x 


Ad sen7x(Zsenx cos x) 
COS X 
As 2sen?xsenx+c058x 


+C058x 


A=cos6x-=c058x4-00$8x 


A=cosOx 


Problema 17 

Si 4sen13x-3senbx=0, 

calcule el valor de tan9x cot4x. 

Resolución 

De la condición del problema, 
4senl3x=3sen5x 


senl3x _ 3 
senx 4 


senl3x+sensx _3+4+4 
senl3x-sen5x 3-4 


2sen9xcos4x _ , 
2cos9xsendx 


tan9x cot4x= —7 


Problema 18 


Calcule el valor de 
4(2sen20%cos30*-cos40%)+3sen100 


Resolución 
M=4(2sen20%cos30"— cos409)?+3sen10" . 
M=4(sen50”-senl 02-cos40%)?+3sen102 
M=4(-senl 09 +3sen102 
M=3sen10%-4sen*109 
M=sen309 


1 
M=5 


Problema 19 


Calcule el valor de la expresión 
M= cot(33-30)-tan(3930) 
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RR 


Resolución 
M=cot(33930)-tan(3%30) 
cos(33930') sen(3230') 
"en(33930') cos(3230') 


_cos(83030)c05(3030 )-sen(33%30)sen(3930' 


sen(33230)c0s(3230) 
_2cos(33%30)c05(3%30)- 2sen(3330)sen(3930' 
2sen(33230)cos(3230') 
mos 379+c05302-(cos309-co0s379) 
sen37%+sen309 
» 2005370 
sen37*+sen309 
2x - 
al 
5.2 
- M= 16 
11 
Problema 20 
Simplifique la expresión 
sen20?+/3sen109 
2c05209 
Resolución 
- Sen20%+/3sen100 
2c05202 
2c05200 
2sen100 [cos 10%+ E 
K= 2 
2c05 209 


k - 5en10%(cos30%+c05109) 
cos 200 

k = 5en10%(2c05200 c05100) 
cos200 

K=2sen10%cos100 


e K= sen209 


Problema 21 


De la condición cos4x=n+1 
, 


calcule el valor de 


cos7xsen2x  Cos2x-cos8x 


senx 2c0s2x+1 
Resolución 
_ Cos7xsen2x cos2x-cos8x 
senx 2c052x+1 
_ cos7x(2senxcosx) y 2sen5xsen(-3x) 
A A e A 
senx 2c052x+1 
2sen5xsen3x 
K =2cC087xC08X + ———— 
sen3x 
senx 


K=2c0s7xcosx+2sendxsenx 
K=c0s8x+cos6x+cos4x-cos6x * 
K=c0s8x+c0s4x 

K =(2c05*4x- 1)+ cosáx 


De la condición del problema, reemplazarmos 
(n +1) por cos4x. 
> Kk=2(n+D*-1+n+1 


K=2n*+5n+2 


Problema 22 


Calcule el valor de esc209-cot40”. 


Resolución 
K=csc20%-cot40? 
1 _ costo” 
"sen202 sen40” 
2c05200 
— 2sen20% cos a —sent0” 
ms sen40? 
cos200-cos40%+c0 2 


K= sen40? 900 
-2sen30? sen-1 pres 
K= sen40? 


sen109+c0S 200 
sen40 


cos40* 
o 


ecc 
cos800+cos207 
K==— cos500 
205509 COS 309 
K= cos502 


K=2c0s30" 


¿ K=43 


Problema 23 

Simplifique la expresión 

senl0" (4 cos109+/3 ) 
cos102 


Resolución 
cos102 
M= 
cos102 
m - 25en20+2sen10% cos 300 
cos102 
y - 25en20%+sen40%+sen (209) 
cos102 
m - 3en40%4+sen200 
cos100 
cos102 
M=2sen3po 


” M=] 


Problema 24 


Calcule el valo 
E 2Sen2p0s 
sen?2po 


r de la expresión 
en30% sen4po 
+sep? 30%+ sep? 499 
solución No 


A= l- 2sen200 sen300 


senZ2po sen400 


+sen* 300 + sen? 409 
1- 2 «1 
As en200 [3 senaos 


sen?2po 1 
* aj sen?4po 


2(2sen10%cos10%)+ /3sen102 


2sen?200 . + 2sen2 409 


2- (cos20%-cos609) 


tt A 
la cosd00+> +1-cos802 
> cos 209 
A == — 
7 (cos80%+c05409) 
Y cos 202 
A= 5 — 
Aa (2c0s60%c05200) 
A cos 202 
del 
5 
—-—cos202 
> cos 
. A=1 


Problema 25 
Dada la igualdad 
32cos%9-—10=Acos28+Bcos49+Mcos68 


calcule 2 


Resolución 

Consideremos K=32cos*0-10 

> K= 2(4cos*0) - 10 
K=2(3c0s0+ cos30)'- 10 
K=2(9cos?0+6c0s30cos0 + cos*38)-10 
K=9(2c08*8)+6(2c0530c080) +2c0s*30-10 


pp Recuerde 
2eostx=1+c082x 


> K=9(1+c0820)+6(cos49+c0520)+1 +cos69—10 
K=15c0s20 +6c0s40 +c0560 


Comparamos con la expresión primera 
Acos28+Bc0s40+Mcos68 
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Problema 26 Problema 27 
Del gráfico, calcule sen30 sen0 En un triángulo ABC, se cumple que 
si AM=x; AC=y. senA +senB=2senC 


Calcule el valor de sen sectsec 
2 . 


Resolución 
Del dato 
senA +senB=2senC 


C 
B M C dd cos| ) 000 (*) 
Resolución cos[4-5) E 2009/5+2) 
2 2 2 2 


En el gráfico 


A. B 
cota? + senásen? = 2008 C057- 
2 2 2 2 2 2 


Ana 
25en> 2 
B 
í 35en£senz = cos£cosz 
Nos piden 
sen Esectseca 
M= sen se 3 > 
C 
donde > 2sen-) 
" cos50== dcos cos 
o qa 
ias x Reemplazamos en (*). 
A-B. 
> cos50_x cos| = 
cosg y M=—1%5 
cos58-cos8 _ x-y 2c08-3C0S7 , 
cosO y A 4 
ci —4+seng 2 
E E rca o 
cos8 y = 20084007 


—2sen38 (2sencos8) _X—y 


B — 
x-y M= 2 


—4sen30sen0 = 22 A 
y 2 


. sen30seng = 2% 2 
4y nn M= 3 
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problema 28 


2 
A partir de 2c053X +Secx = A 


calcule el valor de tan2x csc3x. 


Resolución 
Se pide calcular K=tan2x csc3x. 
sen2x 
" cos2xsen3x 
2senx cos x 
" cos2x(senx)(2cos2x + D 
2c0sx 
cos2x(2c0s2x +1) 
K=— 2C0sx 
2c052x + cos2x 
K- 2c0sx 
l+c0s4x+c0s2x 
K=Lcosx 
l+2c053xc0s x 
k=___ ?2cosx(sec x) 
(l+2c083x cos x)secx 


K= 2 


A 
Secx+2c053x 
Re 
Mplazamos la condición del problema. 
K= 2 
_2 
2c083x + seex 2 
'oblema 29 
i COS sen y 
cul > 
Cel valor de Sen2x—sengx+sentx 
€ la Co 
n : 
Se on del Problema 


Se pide calcular 
K =sen2x-sen4x+sen6x 


Ordenamos convenientemente. 
K= sen6x+sen2x- sent4x 
K=2sen4x cos2x= sen4x 


K=sen4x(2cos2x- 1) (6) 
Volvemos a la condición del problema. 
cos3x 
=2c082x -1 
COS x 


Reemplazamos en E. 
K= senda 253%) 
Cos x 
K= sen4xcos3x 
COS x 


K= 


Problema 30 
Calcule el valor de 
K=cos5*+sen130-cos31%-2sen13%cos360 


Reselución 
Agrupamos convenientemente. 
K=c0s5%-cos31%+sen13-2sen13%cos36% 


K=-2sen18%sen(-139)+sen13%-2sen13%c05360 
K=2sen18%sen13"-2sen13%cos36%+sen130 
K=2sen13(sen18%-cos369) +sen130 


K= 2semt39| 5 l > (E 1) +sen130 


K = 2sen13" - y) +sen130 
K=-sen13%+sen130 


K=0 


Problema 31 o 
Se define la función f mediante la expresión 
fy=csc5x+escx—esc3x. Calcule ( E J 

14 
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AA — —— 


Resolución 
[3 0SCÓX+CSCX—CSCÍÓX 


on + ses ese Sr 
> =eseig C 14 14 
14 
(m 5T 
= +sec sec 
(9 sed = (5 2) 
f A 
CIS 
3T T 
COS — +COS— 1 
ias ibamos 
(3) TT  3m 21 
14 COS=2COS—Z COS 
7 7 
2cos=c qe 
o RE: 
T Y 
(5) C 57 cos 0% 
0 
a 
(5) 3T 2T 
14 COS COS 
7 7 
1d Egon 
1738 re AS: 
(=) 0 eps E 
7 7 
LI 
e -— 
(5) cos=Ecos 
sen 


f T O — _ 
(5) seno cos cosa 


33m 


-2x2senT— cos 


Tr 


=———_ A _ 
(vs) 2sen?I cos 21 cos on 
7 7 7 


h 4sen = 
NT 
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Problema 32 
Halle el equivalente de 
] 


——————_—— - (051002 
4sen40% cos10% ? 


Resolución 

Ñ ] 

— Asen40%cos10? 

1 

— Asen40%cos10* 

E 1+ 4sen10%cos10%sen402 

4sen40%cos102 

% 2sen20%sen40? 

— 4sen40“sen80” 

_ 14+c0s20%-cos 602 
4sen40%sen80? 


- cos1002 


+sen102 


El + C05209 
7 4sen40%sen 802 
50 cos20"+1)sen20" 


E A 
Asen40”sen80*sen20? 
1 sen302 sen30? 20 


- 2 sen102 
sen602 


sen30%2sen10% cos102 


diia 2cos30%sen10" 


mL costo" 


Problema 33 

A partir de la ecuación cúbica 

8-4 -4x+1=0 a 

cos 
51 


T 
cuyas raíces son COS, cosa y 
2, 
23, tan 7 
7 


T 
halle el valor de tan? 7 +tan 


Resolución 
E 3 l= 
De la ecuación 8 4 -4x+ 


OS 


0 se obtient 


l 
: | y == |, y obtenemos 
acemos el cambio po! 6 Fr 1) 


H 
Ao ay+8=0 (0 


Las raíces de la ecuación (1) son 


T 3 5T 
= sec y Sec 
seco) 7 y 7 


De la ecuación 00) 
yA-4y=4y"-8 
0-0 ias) 


se obtiene 
y'-24y*+80y”-64=0 


Hacemos el cambio de variable por y?=z; 
entonces obtenemos la ecuación 


22-242%+802-64=0 (ID 
cuyas raíces de la ecuación (ID) son 
9 T 237 5T 
sec*— 2 
q) 5 E sec - 


Por teorema de Cardano 


21 237. 


sec” +sec 237 


> — +sec q... 


Lean? + Le tan 3% 


Problema 34 


ado e : % 
l polinomio mónico P, definido por 


B 
laa) 4T 
Pa x-2cos E] Sá 6z 
b] 5 x-2c0s 5 
(20052) 
5 


Cule : 
el Coeficiente del término 


cuadrático. 
solución tico 
"Mos que 
Cog 21 
os cosó 
: si” cos 506 ón 
5: 


2n Y e 
a Poy =|x-200s%) [x-2cos*%) 


Pq) = (x-2c05722) (x 20081440)? 
P(y=(- 200572 (x+2c05369)* 
P(y=(x-2senl 89 (x+2c05369)? 


O | 


Ol 


Ry) = ES +x-1) 


Luego 
Poy +20 2x4 1 


Por lo tanto, el coeficiente del término cuadrá- 
tico será —1. 


Problema 35 

Si tan(e+ 1009) =tan(x+50%tanxtan(x-509), 
halle el menor valor positivo de x, expresado 
en grados sexagesimales. 


Resolución 


e la condición del problema 

tan(+1009) - tan (+ 50%) tan (x — 509) 
tanx 

seníx+100%cosx _ sen(x+50%sen(x-500) 

cos(x+100%)senx cos(x+50%cos(x-500) 


Aplicamos propiedad de proporciones. 


seníx+100%)cosx +cos(x+100%senx _ 

sen(x+100%)cosx-cos(x+100%senx Ñ 
sentr+50)sen(e-50%+cos(x+50%cos(x-50%) 
sent+509sen(-50%-cos(x+50%)cos(x— 509) 


sen(2x +100%) _ cos(100) 

sen1002 —C0S2X 
—sen(2x+100%)c052x= =sen100%cos1009 
—sen(2x+100%c0s2x= (cos10%)(-sen109) 
2sen(2x+ 100%)cos2x=2sen10%cos10* 
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sen(4x+ 1009) +sen100%=sen200 Resolución 


21 2 
sen(4x+1009) =cos702-cos10? K=tan = SA = _ ásent 
sen(4x+ 1009) =-2sen40%sen302 
sen(4x+1009) =-sen402 


sen(4x+100%)=sen2200 


K= tano (senor sen 
Hi 7 7 


sen— 
K= 1 -4(20os senta) 


Por lo tanto, el menor valor positivo de x es 300, me 21 
q 
Problema 36 sen -4cos z Se e 
De la igualdad K= E 
cos 


cot6a.=csc80a.+cotl6a 7 


halle un valor para Q. 21 8n 
sen - 2sen-7 
Resolución Ln 21 
De la condición del problema a 
cot6a.=csc8a+cotl6a A 2sen E coo + 2sen+ 
cot6a.-cotl6a=csc8a K= ———— 
cos6a cosléa 1 0d 
senta senl6a sen80 6 
T 
senl6a.cos6a-—cosl6asenta 1 2senT1 - COS er] 
sen6asenl6a —sen8a A” 
senl0a 1 cy 
sen6asenl6a sen8 3 A 
oL 2sen3(2sen? 7 cos7 
La senl0a. 21 K= 
sen6a(2sen8a.cos8a) sena cd c0sS 
sen10a.=2sen6a.cos8a 0 ; 

Mus 21 a 
senl0a.=sen14a.-sen2a: ica ¿sen 7 07 
sen2a.=senl4a—sen10a : ÑE 27 os cos El 

£% cos—cos-7 
sen2a.=2c0512a.sen2a e 7 dS 7 E 
1 61 
> ¿7 cosl20 sen LE sen “E sen] 
K= 7 La 
T 21 os— 
Luego, 12a.=600, 5 ad 1 
3r 
Por lotanto, un valor para es 5% K= tanZian tan 
Problema 37 + K=d7 
Calcule el valor de 1 
9 a 
tan sen 2% 00 2 Problema 38 2% pan 7 
7 7 Calcule el valor de C=tan 7" 7 
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pesolución tes y luego en cosenos. 
Espresamoro a Es lA a 237) 
C=sec Ae 145e - + sec 
llas E 
ta ¿3% 
des 5 cos" Cos” 
Efectuamos. 83m 9 
cos cos E y cos? cos 2% ¿cost Ecos? E 
di cos? cos? eñ cos” sn 
7 7 


(200 pa "2cos? =), aca E )2cos? =), (2cos?F)[ 200522) 
a A 


C= 
a 7) 
cos+ Tos Ecos 


4T 67 27 6T 27 Ár 
lcos l+cos, + l+cosí l+cos— |+ l+cos 5 1+ c0os— 
7 7 7 7 7 7 


Ca EA EA BALA A EA A 
5) 
ale 
8 
21 67 


392 2 4 E) 2H 4 41 6n ) 
COS +C0S +C0S +| COS—COS—-+ COS—-COS—- + COST COS 
7 7 7 7 ñl 7 7 


PA EN AN AS 1 A EA WAS 
1 


16 


2 
Calculamos cos Ecos tE y cos os £T , cos il 
7 7 7 7 7 2 


1 1 
392(-2)+(-") 
A 9) 
1 -3 
", C=2] 16 


Problema 39 


Calcule el valor q 


ke e la siguiente suma: 


=sec'+4 2 
secto+4 sec%49+43sec289+...+47Isec* (97719) 


, solución 


» observación 


2 2 

e Bosco => sect0= seciocsco- esco. 

ES e =(Losc20* esc? ias S 
EOscseta0- cet á A : 


A 


seg? D+cgp? O=seé 
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e _É— a 


K=sect0+4sec"20+ 4 sec"40+4sec*%80+...+4"7!sec*(2"7!0) 


q 4esc?20-csc* 0 
4sec?20+ 4(4 esc? 40 - esc? 20) 
K =14? sec? 40+ > K =14? (4csc? 80 -— esc? 40) 
47 sec? (9771 g) 44 esc? (279) ese? (21-19) 


. K=4Pesc*(279)-csc%0 


Problema 40 


4 
R 
Calcule el valor de la expresión y cos el 42) : 
k=1 


Resolución 
Designamos S al primer miembro y desarrollamos para R=1;2;3; 4. 


5 =cos'[E)+cost[2)4 cos! E) reos E 
9 9 9 9 


De la identidad 
8cosix=3+4c082x+c0s4x 


obtenemos las siguientes equivalencias: 


27 4T 
* 8cos* E -34 decos eos 
9 9 9 
* 8cos* A 
9 9 9 
. 8cos A PA 
9 9 9 9. 9 
¿An 
* 8c0s 7 rs E o 
9 9 9 9 
Sumamos miembro a miembro y se obtiene 61 
8r 1£T | cos 7 
as=12+4[c05% +cos E scos Es cos ecos + cos y +00 9 i 
9 9 E — A pue 
A E 
, 9 
35 =12-2-(c05 + cos E +cosé + cos) 
9 9 9 9 
A 
2 
q E 
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»> Test 


1. Calcule el valor de 
cos105%4+c0s15% 
senl05%+sen159 


yA BJ yY3 C) 


A] N|= 


D) 1 E) 


2. Reduzca la siguiente expresión: 
2(sen40+sen209sen109 


A) sen109 B) sen209 C) cos109 


D) cos200 E) 55en209 


2. Simplifique la expresión 
senx +sen3x +sen5x 
COSX+COS3Xx+COS5x 


A) tanx B) tan2x C) tan3x 
D) cotx E) cot3x 


" Calcule el valor de 
20880%cos400+cos 1609 


A) -1 B) 
-1/2 
D) 19 En 


Reduzca la expresión 


cos(2 
y 


—cos(2a- f) 


A “tana 
“tan2a 

0) Coto 

) cot2o, 
“Cot2g 


6. 


¿ 


Calcule el valor de 


cos40% cos 20 -— > cos209 


1 1 43 
A) - B) - Cc) == 
) a ) 7 ) 3 
D) y3 E) 1 

4 
Simplifique la expresión 
cos20%cos10-sen15%sen5o 

cos 25% 

A) sen52 B) cos50 C) cosl09 
D) cos152 E) cos209 


Simplifique la expresión 


cos6x+c0s4x 
== |sen2x 
sen3x+senx 


A) cos3x 
B) cos5x 
C) sen3x 
D) sen5x 
E) 2cos5x 


Halle el equivalente de 
(sen500+ sen10%(sen50%-sen109) 


A) —sen40% 
B) —sen209 


C) 


D) /3sen400 
E) V3sen200 
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13, Reduzca la expresión | 


10, Calcule el valor de 


sen40%cosi0 Xx x 
A 05 109 1sen-;C0S-c082x — sen3x 


sen20% 
; 43 1 
A) Y3 B) = C) A) -senx B) senx 
2 ) 2 C) -sen3y 
] D) sen2x E) 
D) 7 E) 1 *S 
14. Simplifique la expresió 
11. Simplifique la expresión 1 pea En 
2sen2xc0sx-senx ABAD 
AAAAOASKÉA cos500 
4cos"x-3c0Sx 
A) tanx B) tan2x C) tan3x A) 2cosl0 B) 4c0s20% C) 2cos20" 
D) cotx E) cot3x D) 4cos10% E) 4cos40" 


12, Obtenga el equivalente de 


cos3acosa+ senta 


15, Reduzca la expresión 


4cosal2 costa — 1) -2c053a 


cos2a 
A) sena B) cos2a C) 2sena A) 2cosa B) 4cosa  C() 200 
D) 2cosa E) tana D) 4cos2a E) 2sena 
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b 


Nivel básico 


21 
. Sia+P==3 
sena - senf 


e el valor de ] 
calcul cosa — cosfB 


A) pe B) -43 C) 
D) 43 


y3 
3 
E) 1 

- Simplifique la expresión 


sen20%+c0s50%+sen409 
coss0%sen10%+cos10% cos 802 


Ñ sec2oo B) sec409 (0) sec602 
D) sec702 E) sec800 
« Calcule el valor de m si 
sen(r+3y)+sen(3x + y) _ 
sen2x + sen2y ii di i ») 
A) 1 B) 2 C) 3 
D 4 E) 5 
* Simplifique la expresión 
Sen48 - sen6g — sen20 
2c0s 20seng 
A) - 
. Bo B) -cos38  C) -2sen30 
cos39 E) cos30 
- S¡£0828+ cos 59 +C0s0, 
C 228 +sens9— seno =% 
Cule e] Valor de tan40. 
yl 
2 
3 : 
; 3 
E = 
) 4 


6. 


>> Problemas propuestos 4 


Simplifique la expresión 


(senta + seno) 

—————— |sen3x 

sendx + sen2x 

A) sen?6x B) 2sen%6x  C) sen6x 
D) cos6x E) 2cos*6x 


Calcule el valor de la expresión 
(cos80%-sen70%+sen109)csc202 


A) -43 Bl 0) a 
Dé py 
Simplifique la expresión 
senda cosa + sen 20. cos a — senda 
sen3a 
A) seno: B) sen2a C) sen3a 
D) cos2a E) cos3a 
Calcule el valor de 
2sen50(sen50%-sen70%)+c0s400 
1 1 1 

E had 0) 
A) > B) > 4 
D) 1 E) 2 


. Simplifique la expresión 


sen4x+sen6x  sen6x-sen4x 
cos4x+cos6x cos4x-cos6x 


A) 2cscl0x 
B) cscl0x 
C) 2csc8x 
D) csc8x 

E) csc6x . 
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11. Reduzca la expresión 


pa 
co 


h 
Pe 
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15. 


Sir 


se AA 
olaa ) S ”) 2 
sen20 
A) send B) sen30 C) sen50 
D) cos30 E) cos50 


2. Halle el equivalente de 


50 


[cos 20 da -cos30cos 2) Ccse— 
2 2 2 


A) sen8 
B) sen209 
C) sen58 
D) cos30 
E) cos50 


. Si sec2x=3;0<x< > 


calcule el valor de la expresión 


( sen3x +senx ) cos3x 
cos4x+c0s2xJ) senx 


A) 2 B) 4 
D) 446 E) 8 


cos3B -cos5B”' «pe 


calcule (y + 1)seng cosBK. 


A) 


D) r?+1 


Site kE sali 
12 calcule el valor de 


sen2x + sen4x +sen6x 
COSX+C0S3x+COS5x 


16. 


Co 


20, 


A -1 B) 1 0 


1 
Dies 
) 2 


Simplifique la expresión 


cos (x+y)+c0s (x-y)- COS2x cos2y 


w 1 
A) -1 - O -; 


D) 1 E) 2 


7. Calcule el valor de la expresión 


sen102 -/3sen1400 +sen700 


A) 1 B) 0 O 1 
D) z E) 2 
0. 
18, Calcule el valor de (2c0s40%cos80 esc 
gt 
A) Z B) 1 2 
E 7 
D) /3 7 
9, Reduzca la expresión de 
cos129+c0s609+cos84%-00 
cos48” 
[0] 
A) cos280 BJ 00838 pa pb 
D) cos58" | 
E 
Calcule el valor de | 
3T Ss75 J 
TM os 13 
2c0573C05 13 13 
0 
1 
A) A 
1 
D) => 


Nivel intermedio 


21, Simplifique la expresión 
sen35%-sen25% senl5%-sen 59 
cos35%4+c0s25% cos5%-cos150 


A) sen102 B) cos102 C) tan102 
D) escloo E) secl02 


2. 


ro 


Reduzca la siguiente expresión: 
sen4x + sen8x + senl2x 
A O 

4cos? 2x-1 


A) sen2x 
B) sen4x 
C) sen8x 
D) 2sen4x 
E) 2sen8x 
23, 


De acuerdo a la condición 


lanórtanx=> 


Calcule el valor de sec6x+sec?2x. 


A) 1 B) -8 O -9 
A, Calcule el valor de 4co0s20%-escl00. 
A) - 
de - B) -2 0) 1 
D 2 E) 1 
j 2 
25, S 


11 ¡ 
a medida de] ángulo 8 es L rad 
1307 


Calcule e Valor de -£0S8cos108 
ai 


c0s29+ 0548 
A) 1 
B) -1 o -l 
D) 1 2 
: E) 2 


26. Simplifique la expresión 


2 T T 
sen (+ Ele son? Le 2), sen?x ms 
n n 2 


A) —cos Oxsen 1 
n 


T 
B) —cos2xsen= 
n 


3T T 
C) —cos2xsenti esc L 
n n 
T 
D) —cos2xcsc= 
n 


E) —cos2xesc Sí 
n 


', Si 2sen5xsen3x+ cos“8x—cos2x=n, 


calcule el valor positivo de la expresión 


1 

8x L 

cos8x > 
B) NA C) Yn-1 


7 ¿ 
A) 17 
1 1 


D) n+> E) E 


« Calcule el valor de la expresión 


E - senzro [2 cos 270) 


5-1 5 +1 Y5 
A) e B) 3 C) E 
D) E E) Y5-1 


. Calcule el valor de 


5T Tm 
cos= + cos + cos 


AY =<1 B 0 O 1 


1 
e D> 
D) =5 2 
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A 


20. De la condición Acosx-3=0, calcule el 


Co 


ar 


VÉs 


34, 


326 . 


d ans 
valor de 2 9 


A 8 B) 9 C) 10 
D 11 E) 12 
1. Halle el equivalente de 
¡[sen*200=sent00 
A) senl02 B) cosl0% C) sen20% 
E) sen52 


D) cos200 


Halle el equivalente de la expresión 
4(cos6x+c0s2x)(cos8x+cos6x)- 1 


A) sen5x 

B) sen3x 

C) senx 

D) senl5xcscx 
E) sen9xescx 


%5, Reduzca la expresión 


/3sen200 +4/2sen550 
2c0550%+1 


A) sen102 
B) sen209 
C) sen50 
D) sen402 
E) 1 


Calcule el valor de la expresión 
tanx tan2x+tan2xtandx+tang4x tanx 


six=2, 
7 


nt 
Uy, 


39, 


a ceñ 
11 11 11 
casos 
22' 22 
A) cos— B) 2cos=  C) sen 
1 
D) 1 E) - 
) ) > 
26. Si tan50 = (2+/3)cot20, 
calcule Y3Sec30 y y 
sec70 
A) -1 B) 1 O) 43 
D) -/3 E) 243 
37. Si mtan(8-30%)=ntan(9+1209) 
calcule cos20. 
m+n ) _Miñ. e Amin 
Maa Pm 
m- 
D) ma+n E) rá 
sen3x 6 sen5x 
ponentes alenla == 
> senx  5' de senx 
19 2 095% 
A -5 0 3 
De E) 1 
5 
yn resión: 
Calcule el valor de la ara did 
T 21 3r 
sen Eon sen gen; 
J5 
$5 4/5 07%. 
an E A 
A E) £ 
J5 e 
2 


Reduzca la expresión 


-— 


40. 


n- 
pa 


Te 
1] 


43 


44, 


, Calcule el valor de 


Calcule el valor de la expresión 


3T 
T 2T. 
=+Ccsc 
ese H0Se , 7 
A A 


T 
40sco 
B) — C) 5 
A) 2 xl ) 
3 
D) 4 
Nivel avanzado 


tan72%—sec420 


3 
A) y3 B) y3 Cc) 1 
3 2 
D) /3 E) 2 
- Apartir de la condición 
sena sena, cosa _ 
senb cosb 
calcule el valor de 
sen(a + b) ser? = >) 
Senacos a 2 
A) 1 B) 1 1 
2 2 IN 

p) 1 | 

4 E) 1 

de Cosby) -2semr+25eny=3; 
Calcule Cos(x+y), 
E) 1 

Si 
e se cumple que 

s 


te 
43 —=tanx; 0<x<900; 


Cule 
la suma de cifras de x. 


48. 


A) 12 
D) 18 


B) 13 C) 15 


E) 5 


'. En un triángulo ABC, se cumple que 


2cosAcosBcosC+cosAcosB + cosBcosC+ 


cosCcosA=1 


¿Qué tipo de triángulo es ABC? 


A) rectángulo 
B) isósceles 
C) equilátero 
D) acutángulo 
E) obtusángulo 


4%. Calcule el valor de la expresión 


(cos tn +COS = cos 2Ñ + COS ) 
SCAN 8 UN 11 > 117 
cot 3 = Cot E 
22 11 
1 
A) Y B) A C) ya 
32 16 8 
D 411 E) 2411 


47. Calcule el valor de expresión 


9T 


5T 6r. 
lan + dsen— 19 - Asenzo + 4sen— 19 
2/19 
A) a B) /19 0) ar 
D y19 E) Y19 
SE 3 
E Rk 

Calcule el valor de Y' col, 

k=1 11 
A) 15 B) 16 03% Y 
D) 18 E) 19 
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na sa 


49. En un triángulo ABC, calcule el mínimo 


valor de 


(1+ch]recsoz)[1+ 05) 
1+ese= || 1+ esc || 14+0sco 
2 2 2 


A) 12 
B) 20 
C) 24 
D) 27 
E) 36 
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50. En un triángulo ABC, se cumple qu 
e 
cosA+cosB+cosC=senf ¿so B A 
osC sen tenes : 


[— 


Calcule el valor de 


sen a sens + Sen Sen +senzsend : 


A) 


Ro Bajo 


D) 


N|— 
olé 


Capítulo 


Relaciones fundamentales 
en el triángulo obliícuángulo 


Julio Doroteo Flores Prada 


CAPÍTULO X 


RELACIONES FUNDAMENTALES EN EL 
TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 


Objetivos 


e Reconocer los pri 


Ss al triáneulo. 


* Aplicar las equivalen: 


ementos auxiliares al triángulo. 


» Calcular el área de regio: 


/Cuadrangulares., 


Introducción 


El uso de figuras geométricas, y en gran medida de los triángulos, en diferentes campos de la cien- 
cia, refleja la importancia que tiene el estudio de estas, el cual se ha venido dando desde muchos 
siglos atrás para crear grandes obras y avances científicos que aún hoy son de gran utilidad. En tal 
sentido, es importante reconocer y emplear correctamente las diferentes relaciones que existen en 


las figuras triangulares, y para ello la trigonometría es un instrumento fundamental, en especial por 
las razones trigonométricas. 


En el presente capítulo, se busca que el estudiante aprenda a resolver e identificar las relaciones 
que existen en cualquier tipo de triángulo; es decir, los valores de sus lados, sus ángulos, su pe- 
"metro y su área, para lo cual se emplearán diferentes situaciones tanto teóricas como reales, 
además de diferentes estrategias que permitan la aprehensión del tema. Algunas de estas rela- 


cio A 
nes son los teoremas de senos, de cosenos, de tangentes, de proyecciones, etc. 
Para la resolució 


trata de resolver 

lemas se varía 
debe Construir e 
evitar confusion 


n de triángulos, ocurre con frecuencia que el estudiante toma ejemplos guía y 
todos los triángulos de la misma manera, y no tiene en cuenta que en los pro- 
el planteamiento, se rota la figura o se plantean situaciones nuevas donde se 
l triángulo después de imaginarlo, entre otras dificultades. En tal sentido, y para 
en forma de €s, presentamos las teorías y fórmulas que se quiran para solucionar angulos 

* un único e son sus respectivas procedencias, para que Asno solo sirvan para el Galeno 
SU Sentido, ', SINO que se puedan manipular y visualizar de distintas formas sin que cambie 


Ademg 
as, e : , : , 
, Con E estudiante tendrá la posibilidad de trabajar los triángulos de una manera más cerca- 
SJercicios que 


Mente a ae tengan referentes de nuestra realidad para que así no se perciba única- 
S triángulos de forma abstracta. : 
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1» TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 

Es aquel triángulo donde ninguno de sus ángu- 
los internos es recto; es decir, tiene tres ángu- 
los agudos o dos ángulos agudos y un ángulo 
obtuso. 

Ejemplos 


Todos sus ángulos 
son agudos. 


senA senB  senC 


Dos ángulos son agudos 
y un ángulo es obtuso. Aplicación 1 
A partir del gráfico, caicule 0. 


2 » RESOLUCIÓN DE UN TRIÁNGULO 
OBLICUÁNGULO 

Resolver un triángulo significa encontrar las 
longitudes de sus lados y las medidas de sus 
ángulos. Para esto, emplearemos ciertos teo- 
remas que relacionan a los elementos de un 


triángulo. 
Resolución 
» Nata Planteamos el teorema de senos. 
Denotaremos la longitud de los lados de un 43 Ya 


triángulo ABC con las letras minúsculas a; 


ba z sen60% sena 
by c; y las medidas de sus ángulos opues- 


tos, con las letras mayúsculas A; £ y C. 3 sena = /2sen602 
A 4/3 
y 43 sena. = 2 X a 
2 
sena =7 
2 
a.=45 


Aplicación 2 mn 
V A partir del gráfico, calcule 0. 
3» TEOREMAS PRINCIPALES EN EL 
TRIÁNGULO 


3.1. TEOREMA DE SENOS (LEY DE SENOS) 
En todo triángulo, las longitudes de los lados 
son proporcionales a los senos de los ángulos 


opuestos; es decir, para cualquier triángulo 
ABC se cumple lo siguiente: 
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NS 


Resolución Resolución 
Planteamos el teorema de senos. En el gráfico 


2/3 e 342 S 
; A rm 
2/3sen0 = 3/2 5en450 A 
VZ 


2/3 send = 3 z A 


=> AC=2Rsen1200 


3 
== á 
sa e donde R=8. 
0 /3x 43 0 43 a apoco 
= —> > 
en 2/3 sen 2 AC=16sen(180%-609) 


AC=16sen600 
Por lo tanto, aquí se presentan dos casos: : Y3 


9=600 y 8=1200 A 
E “. AC=8WV3 
En todo triángulo ABC se verifica que Aplicación 4 
"+ a=2RsenA es 
sen En un triángulo ABC, reduzca la expresión 
* b=2Rseng 
e. C=2RsenC _asenC_ 
b-acosC 
Resolución 


Tomamos los siguientes valores: 
a=2RsenA; b=2RsenB; c=2RsenC 


Nos piden 


_ asenC 
b-acosC 
(2RsenA)senC 


triángulo ABC mide 8 cm y > 7 RsenB -2RsenAcosC 
- Calcule AC. 


Aplicación 3 
e icunradio del 
- ABC=]2p0 

senAsenC 
E "en B—senAcosC 
Me  senAsenC 
— sen(4+C)-senAcosC 

A ] M= entere 

cosAsenC | 


M=taná4 


e 
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Aplicación 5 

La famosa torre de Pisa tiene una longitud 0. 
Si el punto B dista de la base de la torre una 
longitud d, calcule 43 cosx +senx. 


Resolución 
En la figura 


Por el teorema de senos 
E. AS 
sen602 sen(120%-x) 


sen(60%+x) _ d 


sen 609 0 
sen60%cosx+cos60%senx _ d 
sen 602 0 


=|A 


1 
Cos x + —senx = 
43 
-d 
4/3 cosx+senx= q 


Aplicación 6 
A partir del gráfico, halle la longitud AB si la dis- 
tancia desde A hacia C es 1000. 
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Resolución 
En el gráfico 


1000 


Por el teorema de senos 


x 1000 
senl5%2 sen45% 


Ñ 1000sen15% 
sen 45% 
1000/4672) 
x= Y 
2 
+=500(43 1) 


Aplicación 7 
De acuerdo al gráfico, 
montaña. 


Resolución 
Sea el gráfico 


calcule la altura de la 


_— 


Ao0da «donde 
on 
m/2 800 IE + 
ape senió? sen60%  sen(30%+0) 
se 
800 (2sen15* cos15 y = 20sen60?_ 
m=-7 ta sen(30% +0) 
+. x=104/3 csc(309+0) 
6 +42 
3,2. TEOREMA DE COSENOS (LEY DE CO- 
=100/2(/6 + /2) BENOE 
m=200/3 +200 El cuadrado de la longitud de cualquier lado de 


un triángulo es igual a la suma de los cuadrados 
de las longitudes de los otros lados, menos el 
doble producto de las longitudes de los mismos 
lados por el coseno del ángulo entre ellos. Es 


= (20043 + 202) m 


Aplicación 8 So para cualquier triángulo ABC se cumple 
Cuando el ángulo de elevación del sol es 60%, Oe mIentE 
el poste se encuentra inclinado un ángulo 9. ETT TA 

5 


Calcule la longitud del poste. | ar=b*+e"-2bccosA | 

bi=at+ e 2accosB | 
9 : Es j 
=a+b?-2abc0sC | 


A ctm 


Aplicación 9 
En un triángulo ABC, calcule BC abs 2; AC=3 
y m<BAC=60", 
Resolución 
De los datos 
Resolución 
En el gráfico 


Aplicamos el teorema de cosenos. 
(BC)? =2?43?-2(2)(3)cos60% 
(BC)?=13-12c05602 
(BC)'=13-6 


BC=4/7 
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Aplicación 10 


De gráfico, calcule BC si sen18%= 


B 


Resolución 
Aplicamos el teorema de cosenos. 


BO? =(45 +1)" +22 - 229145 + 1)c05722 


(Bcy a +4-4(/5 + 1)sen180 
1) 
4 


60 (a aa 
(BO? =(V5 +1) +4-4 

(B0Y =(45 +1) 

BC=V5+1 


Aplicación 11 
Del gráfico, calcule a. 


Resolución 
Por el teorema de cosenos 


2 
2 =/5 + 5 1 lb eoia 
4=10-10coso, 
l0cosa=10=4 > 10cosa=6 

3 
Cosa =- 
5 
a=530 
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»» Observación 
Para un briángulo ABC, e 


| coseno de úno 
de sus ángulos se puede hallar por la re 
.. . >= 
lación 


TE OS 
cosÁ= > q 
2bc 


Aplicación 12. 
De acuerdo al gráfico, calcule f. 


Resolución 
De los datos 


cosB=== (66 + 3) 


cosP="2(6N6 +43) 


B 6/3 +6 
cosB = —=7 31 
2/6(3 + 4/3 ) 
B 6(43 + 1) 
cos = =—==T "AM 
2./6-/3 (V3 + 1) 
paz J2 
osB====-"J 
c 3Y2 2 
p=450 
NA UI o rs 
“Es frecuente el empleo e yeláb: 
noe cuendO rn de idas de su 


A as IM 
gulo comprendido 0 E 


- tres lados. 


Ea 


Aplicación 13 Aplicación 14 
Calcule cotá si S es el área de la región ¿Qué tipo de triángulo cumple la siguiente con- 
triangular. dición? 
B 
( a 
¡ 15) le 
Resolución Resolución 
Sabemos que Como 
bA= cos Á 

A Y 4%4+62>32 7 0<900 

Además, del gráfico además 
yz 49 2,92 _g2 o 
sosa? +c-a 4+30<6" => PB>90 
2bc , 
be? Por lo tanto, ya que el ángulo f es obtuso, se 

> cotA= Er de concluye que el triángulo es obtusángulo. 
También Aplicación 15 

S- de. il Dos casas se encuentran localizadas a los la- 

lá dos opuestos de una montaña, tal como se ob- 

> 4S=2bcsenA serva. Calcule la distancia entre ellas. 


Reemplazamos en eL 


0 
Y A 


48 


» Observación 


Para e gráfico 


Resolución 
Se sabe lo siguiente: 


80 m 100 m 


ds. 
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ss 


Por el teorema de cosenos 
y2=80%+ 100?-2(80)(100)co560* 
12=6400+ 100008000 
x2=8400 

X= 2021 m 


Aplicación 16 

Para aproximar el área de un lago, se toma 
longitudes alrededor del perímetro del lago, 
como se ilustra. Usando esta técnica, ¿cuál es 
el área aproximada del lago? 


Resolución 
Se tiene lo siguiente: 


2142 


Por el teorema de cosenos 


x2 =(207) +(3047) -2(20/7)(30/7)x2 
> x=70 : 
Luego 

S=área total del lago 


o qe ar So) 3, 56x42 , (2142)(2142) 


2 2 2 
-. S=(10504/3 +1617) m? 
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Aplicación 17 

En el gráfico, OA rota alrededor del punto fi 
O y el punto A describe una circunferencia He 
radio r. Además el punto B es conectado a . 
e calcule la distancia entre los puntos 
y B. 


Resolución 
Sea el gráfico 


Por el teorema de cosenos 
L?=x2+rP-2xrc080 
2-2xrcos0+r—L?=0 


2 
x=rcos0+ r2cos?0+L=1 


EL 
A» TEOREMAS COMPLEMENTARIOS EN 


TRIÁNGULO 


4.1. TEOREMA DE TANGENTES 
En todo triángulo, la diferencia Sa midifere”" 
a su suma como la tangente pe ados £52 
cia de sus ángulos opuestos e estos áN Jos. 


la tangente de la semisuma 


Es decir, para el triángulo 


ABC 


me ' A 


ue 143 a—-8 
se cumple q o > EXT =tan = 
: 5 3 2 
tan| E ] 
a-b 2 
A Á A - 
a+b tan] 1+B) tan a 2).£ 
0 
ee 4.2. TEOREMA DE PROYECCIONES 
tan| BE ] En todo triángulo, se cumple que un lado cual- 
b=c_ AA quiera es igual a la suma de los otros lados 
b+e tan| A+ | multiplicados cada uno por los cosenos de los 
CL 2 y ángulos adyacentes a dicho lado. 
iaa A Es decir, para el gráfico 
| 
POZANE 
| ca En Sl E | 
cra (CHA 
de > | 
E ) 
A E 


Aplicación 18 


Á partir del triángulo ABC, calcule tan ES > o) 


se cumple que 


AN, 


a=bcosC+cecosB 
| Db=acosC+ccosÁ | 
| c=acosB +bcosÁ ] 


B 


e Demostración 
e Se conoce que 
nl a=2RsenA (*) 
él teorema de tan gentes 
Se ma(159) | Además 
fa A+(B+C)=1800 
t 
l "(59 > senA=sen(B+C) 
ego 
8 Reemplazamos en (*). 
0500 ll _ tan) ES a=2Rsen(B+C) 
Si A 
E dl a=2R(senBcosC+ cosBsenC) 
: | sB 
... tn El -— a=(2RsenB)cosC+ (2RsenC)co 
3) 


a=bcosC+ccosB 
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Aplicación 19 5 » ELEMENTOS AUXILIARES EN UN TRÓNGULO 


Para un triángulo ABC, reduzca la expresión 


il 5.1, MEDIANA 
c-bcosA Sea el triángulo ABC 
b=ccosA 

Resolución A 


Por el teorema de proyecciones 
c=acosB +bcosA 


c-bcosA=acosB (D 


Por el teorema de proyecciones 
b=acosC+ccosA 


b-ccosA=acosC (ID 
Se cumple que 


Por lo tanto, de (1) y (ID A 
c-bcosA  cosB | 4m? =b?+c? +2bccosA 
— — | a 


b-ccosA =cosC E = 


Aplicación 20 
En un triángulo ABC, reduzca la expresión 
a(bcosC=ccosB)+c*c0s*B 


« 2) 2 
Resolución am? =a +b*+ 2abcosC 


Por el teorema de proyecciones ——— 
K=a(bcosC=ccosB)+c*cos?B 


K=(bcosC+ccosB)(bcosC-ccosB)+c*cos*B Aplicación 22 
K=b*cos?C-c*cos*B+c*cos*B En el gráfico, AD=CD. Calcule BD. 
., K=b*cos?C B 


<> 
Aplicación 21 
En un triángulo ABC, reduzca la expresión 
(a+b)cosC+(b+c)cosA +(a+b)cosB 


Resolución 


E Resolución 
e conoce que Sea x la medida de BD. 
+  bcosC+ccosB=a 
*  acosC+ccosA=b B 
*  acosB+bcosA=c 1% 3 
2 
Finalmente, sumamos. ; 
D 


(a+b)cosC+(b+c)cosA+(a+c)cosB=a+b+c Á 


utilizamos la propiedad de la mediana, se cumple que 
42=2+3+2(2)(3)c051200 de 


4=13+12c051200 


sé213+12/ 5) 


4=7 
WT 
y Aplicación 24 
De acuerdo al gráfico, calcule x. 
Aplicación 23 
En el triángulo ABC, halle el equivalente de 
a? +4m2 
2 
Resolución Resolución 
Por el teorema de cosenos Del gráfico 
2(2)(3 
U=b+d-2bccosa x= 23 ab 0s 609 
Utilizamos la Propiedad de la mediana. x= = x> 
mm =b4 y 2bccos A 6 
x=-= 
5 
"sumar se obtiene  5,3.BISECTRIZ EXTERIOR (v: :) 
A“ +4m2 =2(p? , a En el triángulo ABC 


2 
. T44m? 
2 == b? y 2 


$2 BISECTRIZ 


INTERIOR ( 
En el triángulo (Va) 
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Aplicación 25 
Con respecto al gráfico, calcule y. 


Resolución 
Del gráfico 


2D) y 900 
MOE 


(2 


. y=6 


5,4. INRADIO (r) 
Sea el triángulo ABC 


Se cumple que 


EFE 


¡pS A | 
3.2 
AP 


donde R es el circunradio del triángulo ABC. 


5.5. EXRADIO (7) 
Sea el triángulo ABC 
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A B e 
== ARcen —COor E 
r¿ = ARsen 5 Cos > A 
ry = PA a E 

> > 3 


| G A 
es 4Rsen— A, 
2 2 2 


Aplicación 26 
En un triángulo ABC, reduzca la expresión 
(alro+r) 


Resolución 
Sean r; fp y 1, exradios. 


B C Cc B 
> ry11:=4RcosAsenZ cos rsenzos) 


Ty to =ARcosEsen/ B > c) 


1H =ARcosiÉ 0 


También 
ra=P lan 
A 
r=(p -ajtan, 
(1 


A 
> t¿P=alan> 


De (D y (ID. sÑ 

blotideaan Larco? 

A_A 

(r,- r)lr,+r.)= cado 
)= a(2R)senA 


(r,- r)lrp+r. 


lr Dl, +r.)= a 


ALCULO DE LAS RAZONES DE LOS Aplicación 28 
7,0 


o LOS MITADES DE UN TRIÁNGULO En un triángulo ABC, calcule el valor de la si- 
ÁNGU AS guiente expresión: 
E ol plo-a)+(p-b)p-0) 
A_ [plo-0) he 
si A 
y) Resolución 
— AAA a Sabemos que 
A fe-Dlo-0) | A p(p-a) 
seny=y A | 2 bc 
a si > cos? A = ptp-a) (MD 
A A N 2 bc 
A e- e ; | También 
2 -q | 
12 | son A _ [(p-0)(p-0) 
QUe AZ A 2 bc 
dotan PE sen2 A - (2b)(9-0) (Mm) 
2 bc 
Aplicación 27 o Sumamos (1) y (ID. 
Del gráfico, calcule 0. de plp E a) + (p - 1210) = c) 
bc bc 


p(p-a)+(p-b)l(p=c)_ 
bc 


d 6» CÁLCULO DEL ÁREA DE UNA REGIÓN 
Resolución TRIANGULAR (S) | 

ÉS pele 6.1. EN TÉRMINOS DE DOS LADOS Y EL ANGU- 
LO COMPRENDIDO 
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Aplicación 29 
Del gráfico, calcule x. 


Resolución 
Sea el gráfico 


donde 
S¡: área ABDC; S,: área AABD; S: área AABC 


Luego 
A ao En 45%= 2x3 
2 2 2 
2 
a x= 242 
Aplicación 30 


Calcule el área de la región triangular en térmi- 
nos de sus lados y ángulos. 


Resolución 
Sabemos que 


p? HF c? - a? 
A 


cotÁ = 
4S 
donde S es el área de la región triangular 
2 2 
3 cotB= aq? 
4S 
2 22 
> ts 
4S 


Al sumar las expresiones obtenemos 
a+b E 
4S 


cotA +cotB+cotC= 


E arbtse? 
4(cot A+cotB+cotC) 


6.2. EN TÉR 


MIR 
LOS ÁNGULOS 1 


sil Lar CIRCUNRADIO Y 
NTERNOS DEL TRIÁNGULO 


Ss=2R*senA senB senC 


donde R es el circunradio del triángulo. 


Aplicación 31 
El área de la regió 
sada por S. Halle el equivalent 


b?sen24 +a*sen2B. 


1 re" 
n triangular ABC viene €xP 


e de 


Resolución 

Nos piden - 
K=b?*sen2A4+a*sen2B 
K=(2RsenB) sen24+(2 


K=4R?sen*B(2senA a en 2¿Nosenacod 


R sena senó 


sp senB sena(senB cosA+cosB sena) 
K=0 Se 

ps "senB senAsen(B+4) 

k=8K "sen senAsenC 


p=4(2R”sena senB senC) 


A K=4S 
-, ENTÉRMINOS DE LOS LADOS DEL TRIÁNGULO 
03. 


s=p(p-alp=b)pP=c) 


Sabemos que 


s= sena 
2 
A 
s=Ex2sen£cos E 
S=bcsentcosE (x) 
También 
* e _ ¡PlB-a) 
2 bc 
* send -oJp-0) 


sen—= 
2 bc 


Reemplazamos en (5. 


= bc plp-a) pe 6 - 
al Z ) e-Ale-e) 
 S= lp-al(p-bl(p=c) 


64, EN T : Ri 
= MIN E Ep A BE oa A 
ELiMRADJO O DEL SEMIPERÍMETRO Y 


Ablicaciá 
Sip. 32 


ing! 7 e Tepresent 
halle 6] > Pl inradi 
e Ulv, ente de 


Dotri + 
POCO 


an los exradios de un 
O del mismo triángulo, 


nos d A 
elárea de la región triangular (S). 


Resolución 
Para resolver el problema, utilizaremos las sl 
guientes expresiones: 


o A B C 
la = Ptos hr? plan; N Span 


Nos piden 
K= lr, b IpFo Hr or q) 
E A, A 
> K -(»? ir aa polar tan 
p*tan Z lan sj 
2 2 
A  B BC 
K=p?*ltanltan"+tanÍtan= + 
dal 2 2 22 


tan 4 tan 5) re 
2 2 


» Recuerde 


t 1H 110 e ns + ss 5] 
aan flan la 7 Han tan = 


> K=pX0(*) 


K=8? 


¿RMINOS DEL EXRADIO Y LOS LADOS 


E IR 


TZ 
ÍS] —. (p DY, | 


Aplicación 33 
Exprese %a'bYc en términos del área (S) de la 


P 
región triangular ABC. 
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Resolución 
De las relaciones anterlores 
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s? =(p-a)lp-b)p- catre 


plp-ap=0NP=c)rarre 


Ss? = 
, Pp 
19) 
alble _ S 


p 


Para un triángulo ABC, con circunradio (R), 
inradio (+) y semiperímetro (p), el área de la 


región triángular (S) se puede obtener de for- 
ma variada. 


A continuación tenemos las equivalencias 
para el área de una región triangular. 


S= PasenA + bsenB +csenC) 
Ss = p? coro coo 


S =Rr(senA +senB+senC) 
g= pla? + b? +0?) 
AR 


(a? - b?)sen Asen B 
2sen(A-— B) 


g= Úsen2B + b?sen2A 
4 


abc cos sen sen 


p-a 
de O A e 
S=(p-a tanteo Lcor£ 
) 2 2 2 
s=1 a +b? 40? 
rs E E O 
4 cotA + cotB+cotC 


1 
S= (a cot A + b? cotB + e? cotC) 


abecos=.cos|1 ze 2) 
2 2 


<————_—_ 


a+b 


7 » CÁLCULO DE ÁREAS : 
3 PA 
CUADRANGULAR FA UNA REGIÓN 
7.1. EN FUNCIÓN DE sus DIAGON 
EL ÁNGULO COMPRENDIDO PoR E Y 
C 
B 


PIE AAA ÁAÁ 


| /A = 2 sena 


Aplicación 34 

Las diagonales de un paralelogramo miden 
5 cm y 6 cm, y se cortan formando un ángu- 
lo 6. Si el área de la región paralelográmica es 
7,5 em?, ¿cuál es el valor de 0? 


Resolución 


De lo anterior 


lA = SO eno 


> 7,5=15sen8 


sent 
EN FUNCIÓN DE LOS LADOS YLA 


8 ¡ h ÉS 
SUMA DE LOS ÁNGULOS OPUESTO 


donde E > Obsorvación 
c+ : Ma : 
p A En un cuadrilátero ctreunscriptible se 
2 curople que 
B+D a+c=1) ee 
Gs v f= 
a 2 Ubbdokd=2(b+d) 
a 2p =2(b + el) 
Dela fórmula general de cuadriláteros plantea- Luego 


da, se deducen otras equivalencias particula- 


P=b=d; p-d =b 
res para áreas de regiones cuadrangulares. 


7.3, PARA UN CUABRILÁTER 


Analogamente 


Pp-4=(0,p-C =4 
cÍCLICO) O FORMULA DE E ( 


oblteniendose 


(MP-Olp-Dp-0[p=d) =abed 


A 


JA = vabcd 


E ) 


14.PARA UN CUADRILÁTERO CIRCUNS- o a 
CRIPTIBLE a e 


7.6. EN FUNCIÓN DEL PRODUCTO DE DIAGONA- 
LES Y LOS LADOS DEL CUADRILÁTERO 


donde BD=m y AC=n 
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Demostración 


mn 
> A= q 0 
16/42=4m*n*sen%w 


16/2?=41m*n? -(2mncosw)? (1 


Pero 
2mncoso=2(m, +mo)(n, +n,)cosw 


Por el teorema de cosenos 


*  A=ni+m¿-2nm,cos(180%-w) 
a*-ni-m¿=2n,m,cosw 


. d'=mi+ni-2mn,cosw 

mi +ni-d?=2m,n,cosw 
b?=m3+n2-2m9n,c0s0 
72 
m3+n3-b*=2mon,c0sw 
22,2 
c“=m¡+n2-2m,n,c0s(180%-«) 


2.2 
c“-Mi-N2=2mM,N/C0Sw 


Al sumar las relaciones se obtiene 
+ *--d nm, +mn,+ 
many +m,n))coso 
2,,2 p2 
ar+có-b -d=2(m, +mon, +n,)cosw (1D 
Reemplazamos (ID en (D. 


16k? =4m2n?- (a? +c*-p?-g?)? ? 


dj 


4 
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8 » PUNTO DE BrOcARD (P) | | 
y 
LANA 
Á C 


donde se cumple las siguientes Propiedades; 


pp 


Propiedad 1 


| cotO=cotA +cotB +cotC 


Demostración 


Sea 

» S¡=área AAPC 
+ S,=área ABPC 
+ Sz¿=área AAPB 


Luego 2, pm 
a jp a a 4S,cot9=b “ y 
4S, : 
2,922 
so PAYNE  48y00l0=0 in 
cot9= S, 3 
24 cotg=0 +2" 
. tO= ETA E > 483 
co 48, 


De las condiciones , 
24p2+C 
” 4coto(s, +S,+Sz)=4 +b 


2 2 
4cot0(S)=a?+b He 


A 


Pero 
a? +b? +0 
E 28 ARE 
SOLA + cotB+cotC) 


AS(cotA +cotB+cotC)=a*+b*+c* 0D) 


De (0) y UD. 
- cote=cotA+cotB+cotC 


Propiedad 2 


esc 8=csciA rose Bros eo ¡ 
Demostración 


cot8=cotA +cotB+cotC 
cot'9=(cot'A+cotB+ cotC)? 


Entonces 
co*0=cot?A+cot?B+cot2C+ 
2(cotA cotB+cotB cotC + cotC cotA) 


Luego 
cot“9=cot?A +cot?B+cot?C+2 
I+cot'0=1+co%4+1+c0t2B+1+c0t2C 


esc%9=csc%A +esc?B+esc2c 


Demostración 
Se conoce que 


cot“A+cot?B+cot?C > cotAcotB + 
cotBcotC+cotCcotA 

cot%A +cotéB+cot?C > 1 

co*A+1+cot?B+1+cot2C+1>4 

esciA +csc?B+esc?C > 4 

csc?e > 4 

cscO > 2 

sen8 < 1/2 


0 < 309 
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Trigonometría y arquitectura 


De acuerdo con Ida Gorodokin, el proceso de comprender las matemáticas es un proceso 
complejo que involucra tres elementos: el sujelo que aprende, el objeto de conocimiento y el 
espacio cultural que rodea al proceso. Si se pretende comprender de qué manera un grupo 
social, o los individuos que le componen, llegan a formular una explicación matemática de 
una realidad especifica, es necesario desarrollar una visión sistémica que integre este pro- 
ceso. Comprender por una parte el componente práctico, definido por el ambiente en el que 
están situados los sujetos que experimentan la necesidad de explicar su realidad, y por otra, el 
componente formal, la representación matemática que utilizan para fundamentar la lógica que 
certifica la veracidad de la explicación que se da a la realidad. 

La arquitectura se revela como una de las más complejas actividades de sintesis del pensa- 
miento humano: opera en el espacio mediante la construcción y su fin último es dotar al hom- 
bre de un escenario para su vida. Es una disciplina autónoma, integradora, con Un lenguaje 
propio en el que se barajan el arte, la ciencia, el humanismo, la tecnología, entre otros. 


era, des spués ne 


En el caso de la arquitectura se espera que los alumnos s de lo qu 
varios cursos de geometría y cálculo, tengan la capacidad de pensar en térm mid es pes 
conoce con ingenio y creatividad para resolver problemas de su práctica Jae problemas? 
establecer modelos de la realidad para poder desarrollar criterios de solución enfrentan diver 
tomar decisiones. Sin embargo, al pasar de una fórmula a la experiencia VA 


sos problemas que superan la formación, teórica. ee 
-abcagil ds 


Adaptado de “Uso de latrigonometría en la arquitectura 2”. En <h 2d 


que inician la car! 


Problemas resueltos 


Problema 1 
En el gráfico, BC"=2(ACI(AB). 
(acY +(4BY 


Calcule AODNAB) 


Resolución 
Sean los lados a, b y c. 


R 
5 


DN 
Á b C 


Por el teorema de cosenos 


2 
U=bi+? becos6oo 


Potro 1) 
2 


Ue (M 
Del dato, P=2bc (ID 
lu | 

Alamos las Condiciones (1) y (ID. 


a CE 
apo 


pa 
bc 53 


Problema 2 


El coseno del mayor ángulo de un triángulo, cu- 
yos lados son tres números enteros consecuti- 


vos es - Calcule el perímetro del triángulo. 


tesolución 
De la condición del problema 


A a+ 


donde cos9 = > 


Por el teorema de cosenos * 
(a+2)?=a?+(a+ 1D?2a(a+ l)cos0 


(a+27 (a+0?-a?=-2a(a+DxZ 
(2a+3)-a? =-2a(a+ »> 
Sala+D=a*-20-3 
Sa(a+1)=(a+D(a-3) 


2a=5(a-3) 


>a=5 


Por lo tanto, el perímetro del triángulo es 18. 


Problema 3 


(BC) + /2(AB) 
En el gráfico mostrado, calcule —ao 
C 
a 
DN A Á 
A B 
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SA 


Resolución 


Sean a, b, c los lados del AABC. 


E 
A 


b a 


Nos piden 


_ (BC) +y2(4B) 
(AC) 


a+v2c 
b 


_2R senA+ 2,/2R senC 
2RsenB 


| g Sen4+ /2senC 
senB 
sen759 


Ja A (d3Y 42446 
Ve+J2  — J6+y2 
4 4 


. K=2 


Problema 4 


El triángulo ABC es equilátero. Calcule pa 


MC 


B 
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Resolución 
De los datos 


Se pide calcular a 


x sen45 
Ñ ¡E = (1 
as 0  sen75% ) 


. Ms sen15 (1D 
DAME: 5 Semt05? 


Dividimos (1) y (1D. 


x_ sen45*sen1059 
Vis sen75%sen15% 


Xp sen45% 
y —sen15" 


X -2c0530%+1 


Sn 


IM 1% e] 
'¡l 
Sl 
+ 


Problema 5 
En el gráfico, AB= 


B 
| 
ZA C 
A 


-_—— 


resolución 
Delos datos di 


Por el teorema de senos 
p q 


sena sena 


19 al 
2sena cosa sena 


p=2qco0sua >= cosa=f- 


Se pide calcular 
M=4c0s"0.-1 


Z 
M=4 E ÓN -1 
4g? 


2 2 
” mM=? =4 


———— 


q 
Problema 6 
A partir del gráfico, calcule cota si AB=4 y 
BC=5, 


B 


y de : 
8 
Solución 
el teorema de senos 
e Ñ BC 
na sen (45 +0) 
4 
A = 5 
es 
No sen (450 +a) 


—_——— 


2/2 0050. + 2/2 seno, = 5senu 
2420050 a (5 - 24/2)sen 19) 
5-24/5 


cota = 
242 
542 — 4 
cota = == 
4 
Problema 7 


En un triángulo ABC, AB =C, BC=a y AC=b. 


cu b+c c+a ar+b 
Se cumple la condición e 


5 6 
Entonces sena, senB y senC son proporciona- 
les a los menores números enteros positivos x, 
y, z. Calcule x+y+z. 


Resolución 
De la condición del problema 
b+c c+a. a+b 


4 5 
Luego 
e b+c=4K 0) 
* c+a=5K (ID 
*  a+b=6K (ID 


Al sumar las ecuaciones anteriores se obtiene 
2(a+b+c)=15K 


> a+rb+c= E (IM) 
Reemplazamos (IV) en (0), (ID y (ID obtenién- 
dose 
ES BE 
227 2 2 
Luego 
senA senB _senC 
a bc 
_senA _senB - senC 
TK SK 3K 


Z 2 2 
senA _senB _ senC 
TO 5 a 

x+y+z=15 
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A 


Problema 8 


En el sólido rectangular, las longitudes de sus 
dimensiones se indican en el gráfico. Calcule 


el coseno del ángulo ACB. 


C 
EFE 
SS , o 
ha 2cm 
>B 
A 3cm 
A 4cm 


Resolución 
En el gráfico 


Por teorema de cosenos en el AABC 


2 
5? = 4/13 +/20* - 2/13/20 cosx 
25 = 33 - 441345 cos x 
44/65 cos x = 8 


2 
'. COSX=== 
65 


Problema 9 


Las coordenadas de los puntos A y B son (3; 4) 
y (4; 3), respectivamente. Calcule cos6. 


354 


Resolución 
De los datos 


La distancia entre los puntos A y B la podemos 
calcular así: 


d=JG63- (4-3 


4-8 


Aplicamos el teorema de cosenos. 
Ja? = 5? 45? —25)(5)cos6 
2=50-50cos0 
50cos9=48 


e=% 

cos 25 

Problema 10 
ue AB=c053 Y 


En el gráfico, se cumple 4 
AC=cosé. Calcule BC. 


B 


Resolución 
De los datos 


cos30 


coso 


Á 


A 

or el teorema de cosenos También 
é=cos 6+ cos.39-2cosb cos34 cos44 T=tany 
e =cos*9+cos3p(cos39-2cos40 cost) 


h=0tany 
y? =cos? 4+cos30(cos34-(cos 54+c0530)) 


h=d sena csc(a. + PB)tany 
x=cost9-cos34 CcossÓ 


Multiplicamos por 2. Problema 12 


2x?=2c0s"4-2cos54 cos34 En un triángulo ABC, BC=a, AC=b y AB=c. 


Simplifique la siguiente expresión: 
2 =1+c0520-(cos84+c0s24) il d d 


_ (acosB+bcos A)cotCsen(B +C) 


2x2=1-cos8p L a 
ade Resolución 
,, x=sen40 Graficamos. 
B 
Problema 11 
En la pirámide mostrada, calcule h en térmi- E a 


nos de d, Ol, $ y y. 
Á b a 


Por teorema de las proyecciones 
h c=acosB+b cosA 


Reemplazamos en £. 


S ds (c)cotCsen(B + C) 
IX O asen2C 
Luego, por el teorema de senos 
Resolución *  a=2RsenA 
« c=2RsenC 
Reemplazamos en L. 
E 2RsenC cotCsen(B +C) 
(2R sen A)sen2C 


Como A+B+C=1809 


o_ 
Be ¡ -2KsenC cotCsen(180 A) 


ore, i ; (2R sen A)2sen CcosC 
a A 

a € senos en el triángulo de la base st cosC setál 
Sena, senta p) LA se ZA 

=ds sen (2senCcesC) 2senC 

haesc(o+ pg) 
pa esc 
7 
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Problema 13 Problema 14 
JT - 43 11 +43 
; E y 
2 2 
BM=MC. Determine AM. 


En el gráfico, AB = Del gráfico, calcule AC si AB=2 y Ag = 1043 É 
T 


Resolución Resolución 
Nos piden AM. Nos piden AC. 


Por el teorema del cálculo de la mediana Del gráfico, calculamos la bisectriz interior. 
2(ABIAC) ano 
ñ = 2 cos30 
4(AMY = (Area! (EE N A 
2 : 
Reemplazamos. 
JO -43 Y /11+43 .. 
qe M8) : Y JUC 
2 7 )cos60 10,13 2(2)4C) E SS TA 
7 2+AC 7 a 
? =T(A 
4(amy E) (1467) 5(2+AC)=7(4C) E 10+5(4C)=7 
j 2) i 
2(40)=10 
ce 
am” =7+2 > (am? =2 Problema 15 il ¿presó 
i En un triángulo ABC, simplifiQ 
AM => | a? sen2B + b?sen24 


2ab 
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nn 


resolución 


pp Recuerde 
a=2RsenA A b=2Rsenb 


ú 2(4R? sen Asen B) 


e sen? Asen2B + sen? Bsen2A 
_ 2senAsenB 


R 
2senAsenB 
k=senAcosB +senBcosA 


R=sen(4+B) 


“. R=senC 


Problema 16 


Para un triángulo ABC, reduzca la expresión 
asenC 
b-acosc 


Resolución 


» Recuerda 


b=acosC+ecosA 


y k= 25eNC 
b=acosc 


C 
ro =rebsa 


- USO 
O 


C 
COS A 2RsenC cos A 
“ok 


“tana , 


4R?sen? A(sen2B) + 4R? sen? Bsen2A 


E sen” A(2senBcosB)+sen? B(2senAcosA) 


Problema 17 
2 2 
En el gráfico, calcule AB 
E 
C 
O 
ZN PS 
A K B 


Resolución 


En el gráfico 


Por teorema de cosenos en el AACK 


z2=x?+a*-2axcos450 


> 2=x2+al-axv2 (0 


Por teorema de cosenos en el ACBK 
z2=a*+y?-2aycos450 

> z22=al+y?-ay2 (ID 

Sumamos (1) y (ID. 
272=20 +12 +y?-aV2(x+ y) 
22? =20+x?+y? -ad2la2) 


222= 44 y 
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Problema 18 Problema 19 

En un triángulo ABC, cuyos lados miden 3cm, En un triángulo ABC, se cumple send q 
A 7. 

5 cm y 6 cm, calcule yl4tan>. ¿Qué tipo de triángulo es? 2 2/bc 


Considere el ángulo A como el de menor me- b > 
Resolución 


dida. 
Resolución | » Recuerde 
sen? A_I=cosA 
; , 
24 1 pa] 
> sen“—=-|1--_—_———— 
2 2 2bc 
Aplicarnos el teorema de cosenos. e A _ a? -(b=0Y 
2_p2,r2 2 4bc 
3645 2(6)(5)cosA 
9=36+25—60cosA Luego 
60 E A 
cosA=52 , dE 
> e 
15 alo a 
4bc 4bc 
Luego 
De e 
Á psentA a“(b-c)=a 
tan? £= 2 6 y 
2 9 9A == 
cos“ 
2 > b=c 
t 24_1-cosA E 
2 l+cosA Por lo tanto, el triángulo ABC es isósce 
13 
24 lz 
oa Problema 20 es 
ES omple las sig 
15 Para un triángulo ABC, S€ c 
QA 1 condiciones: 
tan “== 
2 A a b e? 1 
o =+—- == 
b a ab 
14tan?2=1 ; 
. cosAcosB=7 
%. Jiátaná=1 ' 
ñ Calcule sen¿Asen"B. 
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Resolución mn 
De la primera condición 


dsb-ab=c 


al+b?-ab=a*+b?-2abcosC 
1 
l=2c0sC. > cosC=> 


> C=602 


De la segunda condición, 


corten 
4 
2cosAcosB=" 
2 
cos(A+B)+cos(A— B)= 


cos120%+cos(A- B)= 


: 1 
=+cos(4-B)=- 
: 2 

> cos(A-B)=] 


Luego, =p, 


Se con . 
luye que el triángulo ABC es equilátero. 


E sen? Asen? p- 9 


16 
aun triángulo 48 C 
SB 400 a 
lución 
pH sep? a 


, reduzca la expresión 


2x2R(senB+-senC)sen?” 4 


k= —— 
cosB+-cosC 
aR(25en B ze dj Eze Jer? A 
k= EL 
B+C B-C 
2c0os COS —— 
2 da 
4R(sen are Jon? A 
ha 2 2 
B+C 
cos 
arcos 2 sen? de 
IES video? ad 
sen e 
2 


h=2R25en2cos5) 
R=2R(senA) 


k=a 


Problema 22 
En el gráfico, calcule a. si AB=CD=2. 


3 
13 


Resolución 
De los datos 


Por teorema de senos en el AABD 


m_ sen802 
“2  sen(20%+0) 
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Por teorema de cosenos en el ABDC 


m  sen209 


2 sena 
Entonces 
seng0% _sen 209 
sen(20%+a) sena 
sen809 2sen10%cos102 
sen(20%+01) sena 


sena =2sen(20%+a)sen102 

sena =cos(10%+0)-cos(30%+a) 
sen(60%- a) +sena.=cos(10%+a) 
2sen30 cos(30%-a) =cos(10%+a) 


> 30%-a=10%%+0 


a=109 


Problema 23 

En un triángulo ABC, el ángulo A es agudo y se 
cumple que at+b1+c*=20 (b?+c?). Calcule la 
medida del ángulo A. 


Resolución 
Por el teorema de cosenos 


a?=b*+c?-2bccosA 

2bccosA=b*4+c?-a? 

ab*ccosA=b ct at 2? 2a?c?-24*p? 
ab*ccos"A+2a 42070? =D at+2bte? (+) 


Del dato 
at+bt+c=2ab*+ 20%? 


Al reemplazar en (*) se oblieneo 


Ab?tctcostA=2*p* 


costA= l 
2 

cosA= Y 
2 

A=400 


Problema 24 

En un triángulo ABC, de lados a, b y c, respectí- 

vamente, simplifique la expresión 

ac cosBcosC+bccosAcosC+c* cosAcosB 
senAsenB 


Resolución 


_accosBcosC+bccosAcosC+ó cos 
senAsenB 


AcosB 


ccosClacosB+bcosA)+C 2 e0s AcosB 


¿E senAsenB 


ceosClc)+e? cosAcosB 


A= sen AsenB 


e*cosC+cosAcosB) 
senAsenB 


la (=cos(A+B)+cosAcosÉ 
— senAsenB 


; 


c(senAsenB) 
senAsenB 


K=c? 


Problema 25 cado YO dl 
En un triángulo ABC, si r €5 pe mplifiqué la 
semiperímetro; además , 


expresión L. 


A A 
cscA—cotA 


Resolución 
Nos piden simplificar la expresión L. 


Por teoría 


r=(p=a)tano 


» Recuerde 


pa 


CSCX Cot x =tan— 


4 


Do 


Reemplazamos en la expresión L. 


Problema 26 


En un triángulo ABC de lados a, b y c, se tiene 


exés 
- “xadio 1, relativo al lado BC. Simplifique la 
“guiente expresión: 


A =1,(tan +tan E) 
29 


Resolución 


OS Piden es. 
Piden simplificar la expresión M. 
Por teoría 


as 4RsepA__ C 
y “sen cos=cos 2 


Luego 


M=4Rsentécos2 
2 2 


M= 28 25en2cos2) = 2RsenA 


. M=a 


Problema 27 


En un triángulo ABC, de lados a, b y c, se sabe 
que el área es S. Simplifique la expresión 


L 


_ Sí(cotA+cotB) 


e? 


Resolución . 
Nos piden simplificar la expresión £. 


Por teoría 


S=2R*senA senB senC 
c=2RsenC 


ld» Recuerde 


sent0+0) 


1d 
E 
| 
i 
| cotO+ coto = A 
| sen8sen a 


Reemplazamos en la expresión L. 


y senta + B) 


(op? San eañR 
(2R? sen Asen BsenC sen AsenB 


e 
(2RsenC) 


Como A+B+C=180% —> A+B=180%-C 


Luego 


sen(l a 


(2 sen ser sonc| 


ES 4Rí sen? C 
¡Ass , L=5 
4sentC 
1 
E 
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Problema 28 

Las medidas de los ángulos internos de un 
triángulo son proporcionales a los números 2; 
4 y 8. Calcule la relación entre el perímetro del 
triángulo y la longitud del mayor lado. 


Resolución 
Sea el gráfico 


14 


Se busca calcular K. 
_a+b+c 
Cc 


K 


2R(sen2a+senda+sen8a) 
> K E -——_ ——_ —_—_—_—__—_—_—_—_—— 
2Rsen80. 


sen +sen en +sen 21 
a 
K= 
4T 
sen— 
7 


sen poema 
ESTE: MER: DA 


4T 
sen— 
7 


2er cose cos3) 
A 


sen 
7 


K= 


K= 


3T 21. 7 
25en=r (2009 z) T 
y A Y ad Dial? 


4T 
sen-senz 


3T 21 2 . 
En 2sen="cos--sen=” sen 


z 7 
MA 33 
sen—sen= T 
n > sen, 2sen-,-005-> 
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= 
K= > | F 
2cos 2 25en* ; 
7 14 A 
PI | 
2 14 
Problema 29 


En el triángulo ABC, se conoce que el circunra- 
dio es 8 u y el inradio es 2 u. Calcule el produc- 
to de los circunradios de los triángulos ABI, BIC 
y AIC. Considere al punto / incentro. 

B 


Á C 


Resolución 
En el gráfico 


En el triángulo ABC: c= 2RsenC 


— 


 B 

En el triángulo ABI: c=2Kj sen o +5 
A+B 
> RsenC=RK¡sen| 7” 

Cc 

RsenC=Ri cos 

C E 

R (2senScos=)=R cos 


Luego ; 0 
C 
2R seny =R; 
Análogamente 1) 
B 7 
2R An = Ra q) : 
2RsenS =R3' : 


._— 
Multiplicamos (D, (ID y CID. 


B __E 
ye arsenfsenzsenz) = R¡RoR3 


2R(1)=R¡RoR3 
sa R¡RoR3=256 


Problema 30 
Para un triángulo ABC, con semiperímetro p, 
simplifique la expresión 


A B C 
cost costo cost 


2 
—L 4 
a b C 


Resolución 


» Recuerde 


AE ¡2e=al 
2 bc 


> cos? 4_ plp-a) 
bc 


a abc 


re oa B 
2 “oso eps? € 
4 at plBp-(a+b+o) 
c - 
cos? A »B abc 
AO 2 cos? € 
E "542 2 plo) 
Cc 
: Cog? A .B abc 
As 3 cos? € , 
€ abc 


Problema 31 


En un triángulo ABC, reduzca la expresión 
a 19) Cc 


+ de ——, 
tanA tanB tanC 


en términos del circunradio (R) y el inradio (r). 


Resolución 
Operamos el primer componente. 
a  2RsenA 
tanA  senA 
COSA 


> o =2RcosA 
tanA 


Análogamente 


. EGB 
tanB 


. _—£_ =2ReosC 
tanC 


+ =2R(cos A+cosB+cosC) (5) 


-tanA tanB tanC 


Pero Rep 
cosA+cosB+cosC == 


Reemplazamos en (*). 


4,2, _AR+r) 
tanA tanB tanC 


Problema 32 


En un triángulo ABC, simplifique la expresión 


B as) 
(b+c=al| corz+e a 


Resolución 


Nos piden 


B Cc 
K=(b+c-a) cot-¿+coto 


B C 
K= xp-a)|cotz* coto 
Para el inradio (r), se cumple 


A 
r=(p-a)tanz 
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C 
> K= 2 cor +cotz) 


tan 


K= arcotó|[cotz+ coto) 
2 2 2 


A B C 
= t— t— t— 
K=2c0 Af co ¿00 =) 


Graficamos. 


B e E 


D 
¿E 
4— root —+ r cot- 


Na 
d 


Del gráfico, el punto / es incentro. 
(caz+ca) 
=> a=r|cot-+cot= 
2 2 
Reemplazamos en (*). 


E kde 
2 


Problema 33 
En un triángulo ABC, se cumple 


Pa y Po, Pe_ Po Me ha 
hb ho Ra ha Un ho 
¿Qué tipo de triángulo es? 
Resolución 
Se cumple que a(h,)=b(h,) 
Pa_a > 
Ph b 
Entonces 
9 Ea a by 


bic+2a+ab=ac+blar+be 
p? (c-a)+aclc-a)-bl(e? -a?)=0 
(c-a) (b-c(b-a)=0 


Necesariamente uno de los factores es cer | 
0.0 


Por ejemplo 
c-a=0 
c=a 


Por lo tanto, el triángulo ABC es isósceles, 


Problema 34 
En un triángulo ABC, se tiene que 
l+cosB 2a+c 

senB ME 


Calcule 
senA+cosB 
senB+cosA 


Resolución 
Del dato 
l+cosB_ 2a+C 
senB na 
(1+cosB) _ aro 
sen? B aa 


2 
l+cosB _ (2a+c) 
I=cosB fa-J2a+c) 


l+cosB _24+C 


> TcosB 2a-c . 
¡ones Y O 
Aplicamos propiedad de proporció 
nemos 
qe 

cosB=>37 
> 2acosB=C : 

2(2RsenA) cosB= a 

B 
2senA cosB =sen(A+ A, 


Luego 


=B 
sen(4-B)=0 > dl 


senA+cosB _j 
seña ea 
senB+cosá 


] 
y 
; 
: 


2 — 


Problema 35 


Para un triángulo ABC, se cumple que 


¡Bs e 
(p-ajco nd a 


Calcule agiTO 
2a-c 


Resolución 
De la condición del problema 


(p-aJcotÉ= ptanÍ 
2 2 


» Recuerde 


Á 
= (p-a)tan a 


F 
ES A te plná 
tan 2 2 


A 


A B 
rcot—cot== A xl 
A io (6) 


Pero 


2 2 2 

ES A B C 

P=4RcosLcosL rose 
2 cos 2 Cos 


De la condición (+) 


ns 57M A B C 
=cot= a e 
lanS ot cot-cot 


Sot 
9 =Cot= 
pS Á=C 


> A=c 


ye 
asa 
U=c 


Problema 36 


En un triángulo ABC, la longitud del exra- 
dio relativo al lado BC y la mediana relativa 
al mismo lado tienen el mismo valor e igual 
a tres veces el inradio del triángulo. Calcule 
cosA+cosB +cosC. 


Resolución 
Respecto al exradio referido 
ra=3r 


A 
3 ptan=3(p-ajtan£ 


p=3(p-a) 
de donde se obtiene b+c=2a (D 
Respecto a la mediana 

m,¿=3r 


> m? =9r?; pero pr=5 


g2 
> m ¿(5 = 
p? 


mí =(olo-alp-oXP-0) 


20?+20?-a? _9(p-alíp-bJP-c) 
ART -p 

0p*+202-a? oo+c-alcra-bla+b=c) (1 
A 4(a+b+c) 


Reemplazamos (1) en (ID. 


2 
Dn e 2 Mala?) 
A E 


2p2+9-a?=30*-3(b-cY 
pts 6bc=4ad”= =(b+c)Y 
> 4(b=c)?=0 => b=c; b=a 


cosA+cosB+cosC=> 


Problema 37 
En un triángulo ABC, se 


4abc r j 
¿Qué tipo de triángulo es: 


cumple que 
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Resolución 
Sea . 
, la+bMb+olc+a) 
4abc 


(sen A+sen Blsen B+senC)lsenC+sen A) 


5 4senAsenBsenC 


Al simplificar se obtiene 


También 
R 


k=2 
z 


pr kE (11 


A OB 
4RsenÍsen— sen 
de O Te 2 


De (1) y () 


(43) (5) ([S) 
cos 0 cos =l 
2 2 
Entonces cada factor necesariamente es l, es 


decir 
A=B=C 


Por lo tanto, el triángulo es equilátero. 


Problema 38 


Se tiene un triángulo ABC, cuyos lados miden 
5cm, 6cm y 7 em, Calcule el valor de 


A B C 
cot— +cot— ea 
2 (0) dá 


cotA+cotB + cotC 


Resolución 


»» Recuerde 


p C i 7 ; 
: 5 É 

Cot — + col — + col — ol cot= : 
y +CUOt- col 7 = Col 7 Col > Col = 
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— 


Cc ARcosA4cB 0 


A 
> corh + cord + cote 5 Cos 


También para un AABC, se cumple 


p) M8 
cotA+cotB+cotC= ABE 
4s 
Da E, 
> etico ET (m) 
4pr 
De (D y (ID 
o A La 
2 2 22 5. 
cotA+cotB+cotC  al+bi+e 
Apr 


A t E a 2 
cot; +cot> 5) (2p) 


> >——_—_—_—_=— AT] 2 
CotA+corB+colC al+b + 


B E 
coto + col +Cob (5+6+7' 


E A AAA r 2 
cota + cot B+cotC 52462 +7 


B C 
cotó + cot5 +cot 162 


A 
cot. A+ cotB+cotC 53 


| cunr 
Para el triángulo £ 1BC, con cl Aya o 


el equivalente de la expresión 


términos de Q y R. 


resolución 
En el gráfico 


Resolución 
Consideremos BM=my; CN=m¿; AB=c y AC=b. 


ad > >  4m2lc?)=4m?(0?) 


a 


Pero 


4m?=b%+a%+2abcosC; 4m¿=a*+c"+2accosB 


A 'e Luego 
donde R, es el circunradio de AAMB. 
> BM=2R¡sena (0? +a? +2abcosC)c? =(a? +c? +2accosB)b? 
También c=2RsenB . > a2(c? - pb?) = 2abclbcos B-ccosC) 
C 
> BM=— 
np al-p2)- 2abd| pS Heb ES ) 
Ñ 2ac 2ab 
BM = 2RsenC a 
o | ac? -02)=bz a? +0?-0?)- Ala? +b?-e?) 
Análogamente 
"AM ¿RsenB ae?-ao?t=blal+ pr bate 
ena Sena 
* 100 2Rsena 2a7c*-2ab'=c*-b* 
enc sena 
2a? (e? —b2)=(c? plc? +0?) 
” UM(B _2p3 
MI(CM) =8R*seno: 2%al=b24+0? => 2a?=a*+2bccosA 
Problema 40 ion 
át => a=2bccos 
Sráfico, AB_B 
= cumple que 32= a *l, sen?A=2senBsenCcosA 
adm: AC CN 
As, AM= 
ÁM=MC y AN=NB, Calcule <9tB + cotC senA __2c0sA sen(B+O) ota 
cotA senBsenC send senBsenC 


> cotB+cotC=2cotA 


cotB+cotC -2 
cotA 
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Test 


En un triángulo ABC, AB=3; BC=4 y AC=2. 
Calcule el coseno del ángulo BAC. 


: 1 
a Bl 
A = 4 


1 
1 — 
D) 3 E) A 
En el gráfico, AB=10. Calcule AC. 


A) l0sen209 
B) 20cos70% 
C) 10sen409 
D) 10cos402 
E) 20sen700 


Las longitudes de dos lados de un triángulo 
miden 4 y 6 unidades; además, la medida 
del ángulo comprendido entre ellos es 602. 
Calcule la longitud del tercer lado. 


A Y 
D) 5 


B) 247 O ur 


EW 


Las longitudes de los lados de un triángulo 


miden 4; 5 y 6 unidades. Calcule el coseno 
del mayor ángulo. 


1 1 

AM - B) — A 
3 ) 4 O 6 
1 

D) - 

E) — 

8 ) 10 

La longitud del circunradi 


o de un triángulo 
es 8 cm y la Medida del ángulo interior de 


Uno de sus ángulos es 6po C 
« Calcul l- 
tud del lado QPuesto, ee 


A) 843 cm 


B) 4/3 cm C 
D) 10cm Eon 


E) 9cm 


"Y 


: 


En el gráfico, AB=6 cm yBC=8 cm. Calcul 
el área de la región triangular ABC, Ñ 


A) 1243 cm? B 
B) 12cm? a 
C) 1643 cm? 


D) 16 cm? 
E) 18 cm? 


En el gráfico, AB=4 y BC=3. Calcule la lon- 
gitud de la bisectriz interior BD. 


A) 


B) 


C) 
D) 
E) 342 


de isósceles si 
Calcule el área de un triángulo AOS 
se conoce que uno de los ca es4u. 
mide 120% además, el circunradi 


2 
B) zu O a 
E) 12U 


A) 443 u? 
DD Su 


O] 
si AC= 
De acuerdo al gráfico, calcule AB 


Relaciones fundamentales en eltriángulo.oblIcuangulo 


nedidas de dos lados son 2/3 y 2u,y 13. En el gráfico, calcule sen0 si AB=2 y BC=3 
as 1 


gulo comprendido entre ellos es 120%. a 
de la región triangular. 


10, L 
elán ñ 
Calcule el área 


A) Lu? B) Tu O Bar 
D) 4u? E) 5 e A ÉS 
4 ( 
¿La longitud del lado de un triángulo es 
a(43 +42 +1) y las medidas de sus ángu- A y2 B) y2 0) y2 
los adyacentes miden 60% y 45?. Calcule el 3 4 6 
inradio. 
D) a E) 2 
A) 2 B) 4 O 6 
D) 8 E) 12 2. El circunradio de un triángulo es 2 u y las 
medidas de dos ángulos internos es 45% y 
Ñ E » E Í a d 
india dale tan[* o) daña e el área de la región triangular 
BC3. 
A) (4343) u? B) Bu? 0) E 
D) (2+/3) u? E) 243 u? 
¡E Las longitudes de dos lados de un triángulo 
a miden 2 u y 3 u. Si el ángulo comprendido 
entre ellos es 120%, calcule la longitud de la 
ñ mediana relativa al tercer lado. 
' 
¿ET y Y y E 
2 3 7 Y7 7 
A 8) + O) v7 
4/3 43 4 2 
Y ee 1 
9 4 D) 1 E) = 
2 
Ci 
> 4 7 EJ 10 Eg 13 53 
al 5E 8. 11 14 
8 EN 12 15. 
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>» Problemas propuestos 4“ 


Nivel básico 


A partir del gráfico, calcule BC si AB= J2. 


¡a 
A) Lesco B) V2csco 0) Beca 
D) Leo E) /2sen8 


En el gráfico, AB=2 y BC=3. Calcule cos6. 


A) 


D) 


| uo 


A partir del gráfico, halle el valor de cos28 
si AB=3 y BC=4. 


A) ds O 


aj o 
al wi 


D) 


4, En el gráfico, BC=2 y AC=5; además A 
m<ABC=3m-<BAC=3a. Calcule 8002o 


B) 6 


O 5 
E) 3 


En el gráfico mostrado, AB=1 y BC=2. 


Calcule it en términos de 6. 
sen 
A) cot0 B) tan9 pa o 
e 
D) cosó E) $ 
+AB) 
aciac+b) 


 Enelgráfico, calcule BO? 
si m<BAC=2m=<ABC. 


A) 


D) 


N|w m|— 


5 


h 


Del gráfico, calcule el valor de 9, en grados 
sexagesimales, si AB=CD. 


B 


A) 802 
D) 400 


B) 600 CJ 50 


E) 309 

Para un triángulo ABC, se cumple que 
o 

Brctza Co 


Calcule cosa. 


1 

Dm 
) o E) 
En el gráfico, AC=3V2 y BC=4/2. 


Calcule AB si cosu=Ú, 


En el gráfico, se cumple a?=2bc. 
2 

Calcule 97+c* 
bc * 

A) 2 

B 3 

O 4 

D) 5 

6 


tl 


ro 


no 


El coseno del Mayor ángulo de un triángu- 
lo, cuyos lados son tres números enteros 


consecutivos, es —. Calcule el perímetro 
del triángulo. 


A) 14 


B) 16 
D) 20 


C) 18 
E) 24 


« Á partir del gráfico mostrado, calcule coso 


si AB=3; BC=5; CD=6 y AD=8. Considere 
que ABCD es cuadrilátero inscriptible. 


y) 


D) 


Ol Aa] 
15) 
= 


En un triángulo ABC, la medida del ángulo 
A es menor que 90%; además, se cumple 
que a*+b*+c*=24*(0?+c?). Calcule la me- 
dida del ángulo A. 


A) 309 
D) 539 


B) 45 C) 602 


E) 750 


5. Para un triángulo ABC, obtenga el equiva- 


lente de 
(b+c)cosA+(a+c)cosB +(a+b)cosC 


A) a+b+c 
a+b+c 


2 
a+b+c 


4 
D) 2(a+b+c) 


E) 3(a+b+c) 


B) 


C) 


1%. Para un triángulo ABC, se tiene que 


a-b_2/3-3 a m«ACB=1200 
a+b 


Calcule la medida del ángulo ABC. 


A) 152 
D) 60% 


B) 309 C) 459 


E) 15* 


15, En el gráfico, se tiene que BC=3(4C). 


Calcule el valor de aan Je , 


A) 243 
B) 343 
O 443 de 


D) 4 / 
E 6 P Ñ 
YA / 


17. A partir del gráfico, calcule cos=—sen= si 
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co 


BC=34C y EE 


1 
Y B) - O 3 
1 


En un triángulo ABC, se cumple que c=3a 
y la medida del ángulo ABC es 60%. Calcule 


el valor de tan(C-A). 


A) 343 
D) 643 


B) 443 O) 543 


E) 843 


——= 


1%, En un triángulo ABC, se cumple que 


a_b_c 
Z 3d 
2C A 
acos* + 24 
Calcule el valor de Ad 7 
E ; 
A) 2 a 5 O 4 
D) 5 E) 6 


En un triángulo ABC, se cumple que 


coslA-B)=> :a=V7+1y b=v7-1. 


Calcule ae 
2 
J7 21 21 
— B) — CO) — 
nz 15 y 
431 Jal 
D) 21 E) 
9 14 


| intermedio 


En un triángulo ABC, AB=4, BC=5 Y CA=, 


A B 
tan +lany 
Calcule el valor de po . 
tan tano 
A) -4 B) -6 C) 4 
D) 6 E) 8 


, e 
Si A, B y C son los ángulos o 
triángulo, además 1,2; 29 y950n É 


:chos áNS 
tudes de los lados opuestos aia e el 
los, respectivamente, y $€ « ! 
valor de la siguiente expresió . 

sena+Bjesen(Br Chen 
53cosA+42c05B+35C05 
L L C) 3 
A) = B) 
) 12 6 
24 


23, En 


pe. 


un triángulo ABC, los lados a y b miden 3 
im,= 19 Icule | 
y5, respectivamente. Sim, 5 MAela 


longitud de la bisectriz exterior del ángulo C, 


a (863 BJ) (24WV3 CC) (7,343 
D) (7,5V3 E) (2,5)4/3 


En un triángulo ABC, simplifique la siguien- 
te expresión: 
alcos'B-cos*C)+be(cos?C=cos?A)+ 


ccos?A- cos?B) 


: Enel triángulo de lados 7; 8 y 9 m, se traza 
la mediana relativa al lado 8 m. Determine 
el coseno del ángulo comprendido entre el 
lado de 7 m y la mediana trazada. 


gl y 4 Y 
40 ) 49. o 7 
yz gl 
48 50 


ds ey bisectrices interior y exterior del ángu- 
10) 2z 
+ de un triángulo ABC, son m y n, res- 
Pectivamente. Calcule in (25) 
1 


Considere queb>e. 


qu 
n B) = o 2m 
n 
D) a 2 
m E) = 
n 


o 


27. Enun triángulo ABC, simplif 


ro) 


AA 


que la siguien- 
te expresión: 


ala—-b+c) 
bla+b+c) 


senA 

A) en B) Cos A 0) versA 
senB cosB versB 
tan A 

D) E) cotA 
tanB cotB 


2. El circunradio de un triángulo ABC mide 


10 y se cumple que tanC=l+tanB y 
tanA=2+tanB. Calcule el área del triángulo. 


A) 100 B) 120 C) 140 
D) 160 E) 200 


El área de un triángulo es 96 y los radios 
de las circunferencias exinscritas Eo Th Y To 
miden 8; 12 y 24, respectivamente. Calcule 
el perímetro del triángulo. 


A) 44 B) 46 O) 48 
D) 50 E) 54 


Del gráfico, calcule cosa en términos de a, 
byc. 


(a+ cla -b) 
4bc 
la- dla+b) 
4bc 
(a+D0+c) 
dac 


(a +b)Y(c-b) 
ac 


B) 


D) 


E) 


TA ————_—————— o 2220 


31. Las medidas de los ángulos internos de 
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un triángulo son proporcionales a los nú- 
meros 1; 2 y 7. Calcule la relación entre la 
longitud del mayor lado con la longitud de 


menor lado. 

45 +1 V5 

A E) O) v5 
A) E ) > ) 
D) 45 +1 E) 45-1 


22. En un triángulo ABC, se cumple que a+c=10 


y cos = ei Calcule el valor máximo de la 


Jac 


bisectriz interior relativa al lado b. 


A) 2 
D) 5 


B) 3 C) 4 


EJg6 


+2, En el gráfico, AM=x; BN=y; CP=z. 


co 
n... 


A 


Halle el equivalente de la expresión 
xsenA+ysenB+zsenC 
senBsenC 


a 
A) 2 B) a 


C) 2a 


D) 4a E) 3a 


4, Enun triángulo ABC, se tiene que cos A = LS 


22 


1 
y cosC= 14" Además, las longitudes de los 


lados son proporcionales a los menores 


enteros posibles. Calcule la suma de di- 
chos enteros. 


38. Si r, y Fp SON los exra 


á ente, de 
dos BC y AB, a equivalenie de 


B) 25 O 2 
E) 28 


A) 24 
D) 27 


Para un triángulo ABC, se cumple que 


2 
2cotB=cotA+cotC. Calcule d4e 


A 


A) B) 1 0) 2 


wlw Nn|— 


3 
D) 5 


Para un triángulo ABC, simplifique la expre- 
sión 
2B 2€ 


—+CC0S* 
2 


24 
acos e A 


cosA+cosB+cosC 


ma B) p O 2 
3 — 
y Ds 
Az 
En un triángulo ABC, se tiene quetanz=5 
B 20 AB+BC 
y tan 237 Calcule 7 
4 
3 O: 
A) 2 B) 2 
3 E) 
D 
3 


d O la- 
¡ S relativos a cial : 
C, deter min 


C 
(Ya +1 )tano : 


A) 
D) 


NINA AQ 


> — 


29, En un triángulo ABC, se tiene que AB=c, 


“En el gráfico, 


BC=a y AC =b; además, el circunradio del 
triángulo ABC es 2. Calcule 

al +b?*-abcosC 
asenA+bsenB+csenC 


B) 43, 0) 243 


E) 443 


Aa) 2 
D) 4 


Sean Y, Ip y r, los exradios relativos a los la- 
dos BC, AC y AB, respectivamente. Además, 
resel inradio del triángulo ABC. 


Calcule dt! 

th Xx y 

A A A 
A) sent£ B 2 2% 

2 ) cos o C) tan > 
D) coto E) 1 


¡AA e 
Nivel avanzado 


En un triángulo ABC, se cumple que 


2(4C)=3(BC) y tan? A= - Además, se 
Comprueba que el segmentoAB adopta 


dos valores: C1Y Ca lc, > Ca). Calcule LL, 
Ca 

yi 

2 


B) 2 O 
D) 4 


E) 6 


mxBAD=600 = 
de 'AD=600 y MN+PQ=2/3. 


ña 
3 2/3 
O 4 


DEN 
Dg 


A 


43 0 
iS. En un triángulo ABC, sus longitudes son 2: 


3y4 ' Calcule el cuadrado de la distancia 
del circuncentro al baricentro d 


. e la región 
triangular ABC. 

41 
A) = B 43 47 

45 de O 

49 
D = 3 
5 0 


En un triángulo ABC, calcule el máximo 
valor del cuadrado del área de la región 
triangular sobre la suma de las cuartas po- 
tencias de las longitudes de los lados. 


1 1 1 
A) — B) — E 
4 3 br 
1 | 1 
DD). y — 
) a 


». ¿En qué tipo de triángulo ABC se cumple 


que 2(p?-1?-4Rr)=ab+bc+ca? 


A) rectángulo 
B) isósceles 

C) oblicuángulo 
D) equilátero 
E) acutángulo 


¿6., Para un triángulo ABC, se tiene que 


b+c=>+halW3) 


¿Qué tipo de triángulo es? 


A) equilátero 
B) isósceles 

C) rectángulo 
D) acutángulo 
E) oblicuángulo 
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47. Para un triángulo ABC, se cumple que la A) 1 
suma de los exradios con el inradio es nu- 2 B5 0) 3 
méricamente igual al perímetro del trián- D) 1 2 


gulo. Determine el tipo de triángulo. E) 2 | 


¡Sd 


48, En el gráfico, P es un punto en el interior q 
e 


A) rectángulo la región triangular ABC, en el cual AP-4 

B) oblicuángulo PB=1 y PC=2. Si PM=MOQ y el punto dE | 
C) acutángulo tenece a la circunferencia circunscrita dd | 
D) isósceles triángulo ABC, calcule la medida del ángu- | 
E) equilátero lo ACB. | 


48, Enun triángulo ABC, se cumple que la suma 
de las alturas es /3 veces el semiperímetro 
del triángulo. Calcule cosA+cosB+cosC. 


, | 
3 3 

A) 1 B) - a £ 
) e 1 | 
D) 43 E Y3 1 | 
2 A) arctans 
| 

42, El triángulo ABC cumple que B) arctan2 
a b c C) arctan/3 
cos A+cosB+c0sC = —— + —— + 
di D) arctan24/3 


acosA+bcosB+ccosC 


A ——— E) arctan - 


a+b+c 


A Capítulo 


8 
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CAPÍTULO XI 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA 


En los primeros capítulos, hemos definido las razones trigonométricas en relación con los triángu- 
los rectángulos, procedimiento que fue utilizado por los antiguos griegos. Luego, hemos ampliado 
el significado de los operadores trigonométricos mediante la generalización de ángulos en posi- 
ción normal dentro de un sistema de coordenadas rectangulares. Ahora, definimos la circunfe- 
tencia trigonométrica, que es el nexo que nos permite establecer una relación entre los números 
reales y los ángulos en posición normal. 


Esta 3 
Ñ la ició Los . 
“Minios cefnición Moderna y más abstracta de las funciones trigonométricas, la cual considera 


Y útil Para o reales, y omite los ángulos y triángulos; es, adas, la definición pretenda 

"metía Como | ECOS avanzadas y las ciencias, incluyendo sl cálculo. Prercenple la IBgpe 

nométricas a aritmética de los números complejos, y después Taylor definió las funciones 
como series convergentes. 


Neas 
Sener, ] . 
nd ales, conocer la naturaleza de la circunferencia trigonométrica es importante para 


rlas funciones trigonométricas, las ecuaciones e inecuaciones trigonométricas 


son 


Omáre he - 
Métricos, que veremos en capítulos posteriores. 


—— 


1» DEFINICIÓN 2» ÁRCOS DIRIGIDOS EN POSICIÓN Nor, 

Es aquella circunferencia con centro en el origen Son aquellos arcos orientados en la ro 
de coordenadas cartesianas y de radio igual a la rencia trigonométrica que se generan a po 
unidad de escala del sistema que lo contiene. del origen de arcos, siendo el extremo la E 


ción final de dicho arco. 


A los arcos en posición normal generados en 
sentido antihorario se les considera positivos. 
y en sentido horario se les considera negativos, 
Además, el extremo del arco indica el cua. 
drante al cual pertenece el arco. 


Aplicación 1 ' | E 
Del gráfico, calcule el valor de rm y n. 


j A > 


donde 
- A: origen de arcos 
-  P:punto extremo del arco al 
y - — M: punto extremo del arco 0 
- o arco positivo que pertenece 
- GB: arco negativo que pertenece 


al !IC 
al IVC 


Ejemplos 


Resolución MI 
Analizamos los puntos P y Q por separado. 


. EnP,[23m)ex2+y?=1 


ey 
—> == = 
(3) A 
3 


> n+ _Y2Y * 7EIC>cos7>0 
LX + 4enmc>sen4<0 e 
=lin<o al . - 10 HC > cell : 
==¡M< a el 
E "A e —Jzenwe> tan(v2 
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AT A 


_x_—_0A A 
A A—— 


3» RELACIÓN NUMÉRICAENTREUNÁNGU- 4D ARCOS NOTABLES EN LA CT. 
LO Y UN ARCO EN LA dr Le > e 

Enla circunferencia trigonométrica, la longitu 
del arco orientado y su correspondiente ángu- 
lo central en posición normal expresado en 
radianes son numéricamente iguales. 


Son aquellos arcos que se obtienen de los án- 
gulos de los triángulos rectángulos notables. 


Ejemplos 
Porteoría de longitud de arco, en el sector AOP ya 
se cumple que | 

(5=0x1 


Basándonos en la mencionada relación, pode- 
Mos introducir la siguiente definición: 


| o sen(a rad) 


, 
COsí( 
| lrad)=cw 


=sen(o) 


* esco rad)=esc(0) 


0 + sec(o rad)=sec(0) | 
lan(e) . 


* tanta 
¿ AMO rag)= ] ! | 
A Coto rad) =cot(0) | 


emos A 


3,14 
q en—¿—=sen(0,785) 


gra)» 7 3,14 
6 =98 ¿=cos=cos(0,523) 
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»» Observación 

En toda C.T., a partir de un arco positivo 
menor que una vuelta, se puede obtener 
su correspondiente arco negativo. 


E 


A 
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Los arcos negativos d 
e-21 a 0 sonlos «; 
OS Siguient 
€s; 


LOS NÚMEROS REALES 


Los números reales se pueden identificar con 
arcos dirigidos en la C.T. 


A continuación, ubicamos los extremos de los 


A y T 
arcos relacionados con los ángulos ya r.rad, 


= ad y 21: rad en la C.T., pues estos servirán 


como referencia para ubicar aproximadamen- 
te otros arcos. 


n— 


donde se observa que 

. arcol>1 rad=57%917'44" 
. arco2>2rad=1 1435'28" 
. arco3>3rad=171%53'12" 
+ arco4>4rad=229910'56" 
+ arco5>5rad=286"28'40" 
+ arco6>6rad=343%46'24" 


Análogamente, en los números reales negativos 


Como Podemos observar en los dos últimos 
da punto de la recta numérica le 
e pl € Un único punto de la C.T., pero 
o a cada punto de la C.T. le 
de E Un único punto de la recta numé- 
E pr sede al número 1 ubicado en la 
ko pur cs con un punto P, y en general 

€ Corresponde todos los núme- 


Os re, 
ales dela forma 142; ne Z. Veamos. 


|- 270; 1410; 1 Gr; 


go 


6» NÚMEROS REALES EN 
INTERSECCIÓN DE LA C.T 


eds de 


LOS PUNTOS DE 
CON LOS EJES 

DE COORDENADAS 

En los puntos de intersección de la C.T. con los 

ejes, se encuentran los siguientes números: 


ya 


Ejemplos 


383 


yd lbs ora F CO EN LA CT 
/ + REPRESEN 


TRIGONOMÉTR El coseno de un arco es la abscisa de su extre- 


mo. Veamos. 


q El UN ARCO E 
slo aid DE Yi , st 


El seno de un arco es la ordenada de su extre- 


mo. Veamos. 
q9e | 
; e 
PONS Íy, ) 
eS 1 
Í 
/ ñ | 
| | 
| . | 
y : : E | y 
a | 
ESTI e 
| AF PM cos! 1P)- osttrad)=PN=%1 | 
| senlAP)=sen(0 rad) = PM = Y | E E 


Ejemplos 
Ejemplos 
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Icos 3] 


Aplicación 2 o 
En la circunferencia trigonométrica, calcule la 
ordenada del punto P. 


Resolución 
Completamos medidas en el gráfico. 


FE 
de 
Á 


A 


A 


Por semejanza de triángulos 


1=n _ _lcosel DE NC 
l+n  1+Isenol 


l-n  —cos8 


l+n 1+sen0 


_ l+sen0+cos0 
l+sen0—cos8 


Aplicación 3 

Si0<z<y<x< a demuestre la desigualdad 

sen2x +sen2y+sen2z < > +2senycosx + 
2senzcos y 


Resolución 
Del dato 


y 
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a ——— 


donde 
suma de las áreas de los tres rectángulos < área del sector circular AOB 


Entonces 
lf(m),.2 
cos xsenx + (cos y - cosx)sen y + (cos z — cos y)senz < (3Jo 


T 
sen xCos Xx + sen y Cos y — Sen y COS Xx + Sen ZC0S Z — Sen Z Cos y < 4 
Multiplicamos la expresión anterior por 2. 
T 
2senxcos x + 2sen y cos y - 2sen y cosx + 25enZc05Z — 25en ZC0s y < Z 


T 
sen 2x + sen 2y —- 2senycosx +sen2z — 2senzcosy< 3 


Por lo tanto, queda demostrado que 
T 
sen2x + sen 2y + sen2z < 2 + 2senycosx+2senzco0s y 


» Observación 


ión entre el seno y coseno de un 


2. 0<0< A senb<coso 
Ten T 

* =¿4d<= — senU>cost 
4 Ze 
- 3T 

. -<0< =>  senO0>-co0s0 
2 1 
3n 

rd O<rn => sen0O0<-—cos( 
44 

ES añ 
TEO En => sen6e>coso 

/ 5n 3 
43 <0Z3 > => sen8<cosbo 
3 6 7ñ e 

e. —<0<— —> seng<—cosf 
> 7 s0 
Tr EE 

. FR 0<2n —= senB>-—cos9 
£ 
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COORDENADAS DEL EXTREMO DE UN ita 
AR CT, el EMO de un arco O tiene por sen?a =2 
£p una 8). 
das (cos0; sen 
coordena ! sen8= ¿22 
7 


Del dato, 6 e JIC, por ende, sen6 > 0. 


2/2 


=> sen0=—— 
3 


P(cost; senO) 


Nos piden las coordenadas de 
(cos[2 + o) sen[% + 0) 
M(-sen6; cos8) 


m[(242._1 
Ejemplos Yi 33 
2 z Aplicación 5 


7 7 En la circunferencia trigonométrica, halle la 
Í abscisa del punto M. 


Aplicación 4 Resolución 
Si - Del gráfico 
pe 3 3 la abscisa del extremo del arco 6; tal 
h elIC, halle las coordenadas del extremo 
elarcopy 7 
7 


sn 


“Plcosg; ; Seng)= =r(-2 


*que(-!, 
y'seno)e y? +y?=] 


73 :seno) 


3 E 
3) *sentg=1] Jide 39) 
F 


Do 
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Aplicamos pendiente de una recta. 
MuNn=Mnp 
3x-(-D_-I-sen0 
x-0  0-cos0 
3x+1_ 1+sen0 


Xx cosO 
+ = sec8+ tan0 

x 
l=x(secO+tan0-—3) 


1 
X = 
sec8+tan8-3 


En el siguiente gráfico, se muestran los extre- 
mos de los arcos relacionados con los ángulos 
cuadrantales escritos en forma general. 


(0: 13 


Del gráfico, identificamos las razones de estos 
arcos, resumidos en la siguiente tabla: 


_ A 
ñ 
- 2 | / Ys | +-2n+ 1 
AT A | | 
| a MES 7 
0 1 0 
» nm | no 
0 ese 0 | 
definido | definido 
no ” no | ue 
A 0 segs | 0 
definido definido | 
no Pos > E 
qn A mi 
definido E Ss | definido 
na A no 
definido | definido 


Del gráfico mostrado, se Observa 
* (Laa O (n+2nn)=4nm); ne Z 


A 


Y 


T 


—+2n1 


2 


pol +2nx] = (en+02); nel 


. (rado (ens 02) = (15) nel 


az 


Ejemplos 
, a 
> 2x= nT 
x=nT; ne€ Z 
T 
. cx + z el 
di x+=n+ Dr 


x=8n+ 7 neZ 
cosáx=0 


> 3x=(n+ »> 


x=Qn+ DE neZ 


Xx=4N1+T 
x=(4n+Dn; neZz 


sen6x=- 1 


> 6x= 2 y 97 


6x= (4n + gá 
2 


X=(4n4+3g%. 
12 neZz 


Aplicación 6 

. bo) 
Si F (1=l+sen*(ax)-cosx; aeR, indique para 
qué valores de a, F (y=0 admite solución no nula. 


Resolución 

Del dato y de lo que nos piden 
Fiy=1+ sen*(ax)-cosx 

> 0=1+sen*(ax)-cosx 
cosx—1=sen*(ax) 6] 


Por teoría 
0<sen*(ax) < 1 


Reemplazamos. 
0<cosx-1<1 a 
l <cosx<2 d 
cosx=1 y l<cosx<2 
=> cosx=1 


x=2n1; neZ 


Luego, reemplazamos en (+). 
cos(2n1)-1=sen*(Qann) 
1 -1=sen*(2anm) 
sen*(2anm)=0 > sen(2ann)=0 
=> 2ann=kT; ReZ 


gta kineZz 
2n 


as Q-(0) 


(coso: sena)A (cos9; senti) 


(cos0; send) 
(cosa: - sena) 
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(cosb; senO) 
0 


o 


Esenó: cost) 


(cos; seno) 
8) 


(—cos0; -seno) 


(senO; —-cos0) 
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(coso; sen ) 


Aplicación 7 
En la circunferencia trigonométrica, calcule mxn 


A 


Resolución 
En el punto P 
(-a; -2a) € P4y?=1 
> a+(-2a)=1 
a*+4a?=1 
a? e a<0 > pa 
ES Y5 
as de los 


Luego, deducimos las e es 


puntos R y Mutilizando los puntos 
respecto de P. 


,5.TANGENTE DE UN ARC 
El ordenada del punto de intersección entre 
tarecta tangente que pasa por el origen de ar- 


.. 3 JS u 
cos y la prolongación del radio o diámetro que 


pasa por el extremo del arco. Veamos. Aplicación 8 


En la circunferencia trigonométrica, halle OP. 


E TEA 
| HniAr) =tan(Orad) = AM = Y | Resolución 


En el gráfico 


[tano] 
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Aplicamos semejanza de triángulos. 
OP 2Icos0l 


+ E TVE 
ltanol [senal +ltan el 
OP _ 2c0s0 
-tan9 -sen0—tan0 
se 2tan0cos0 
sen8+tan0 
a 50 Jeoso 
OP s0 
sen0 
sen0+ 
sO 
_ 2cos0 
1+c0s0 


AMANTE RE NN A 
y EAU A 


Es la abscisa del punto de intersección entre 
la recta tangente que pasa por el origen de 
complementos y la prolongación del radio o 
diámetro que pasa por el extremo del arco. 


a fa 
Te 7 
E 


cora) = cot(Orad) = BN = x; | 
| 


donde B es el origen de complementos. 
Ejemplos 


| cot3| [cot! | 
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| cot6 | 


Aplicación 9 
En la circunferencia trigonométrica, el área de 


la región sombreada es > Calcule cota. 


Resolución 
En el gráfico 


n— 


(tana DÚ- cota) _ 1 
A A 
1 1 
1 Ji-cota) => 
paa cota 
: - cota) = == 
(¡-cota)(1- cota) 6 
otol 
|-2cota+cot? a Pdo 
Scola 13cota+6=0 
2cota -3 
3coto. -2 


(2cota.—3)(3cota.—2)=0 
2cota-3=0 v 3cota.—2=0 


3 2 
“ cota== v cota => 
2 3 


7.7. SECANTE DE UN ARE 


MIE DE UN ARCO EN JAS 
Es la abscisa del punto de intersección entre 
la línea tangente que pasa por el extremo del 
arco y el eje X, 


A 


1 


Es la ordenada del punto de intersección 
la línea tangente que pasa por el extremo del 
arco y el eje Y. 


EDESA ADONENIarS>s 
E £A Uso do 


entre 


secl4p) 


( 
=Sec[0 rad) = OM =x | 
| ( 


Ejernplos 


AA 


ss A | 
| esclAP) = esc(6 rad) =0N = y, ] 


? 
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Por semejanza de triángulos 


n Isecol 
lescól-1  lescól Sua 


n _ secó 
-cscg-1  —cscó 
-n  _sen0 
escg+1. cos8 

_ l+sen6 
—Ccos8 
-n=sec0+tan6 


M(secO+tan6; -1) 


E Aplicación 11 
Aplicación 10 Si las áreas de los triángulos rectángulos som- 
Del gráfico, halle las coordenadas del punto M. breados son equivalentes, halle el valor de 8. 


7 


YA 


Resolución 
Del gráfico Resolución 
En el gráfico 
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no 


áreas sombreadas. * SixelIC > (O<senx<1l 


jgualamos las e Si 
ia ] (seco- 0 si XENC => O<senx<1 
lt Ae a e SixelMC > -1<senx<0 
* SixelVC > -1<senx<0 


acscó-a=sec0-a 
Aplicación 12. 


acse f=secb 

E ES 
ae 337 halle los valores de sen0. 
a=tan8 (0 Resolución 


Luego, aplicamos semejanza de triángulos. Graficamos. 


esc0-1 y cscO 
a secó 
a 1-sen6 0D 
cos8 


Igualamos (1) y (ID. 


sen8 _ 1-sen8 


cosg8  cos8 


send=A. 
2 


sen0 e [-1; 1] 


Aplicación 13 


Sixe E =| halle la variación de 
36 4 


M= 2sen(3x+E)-1 
12 


Resolución 
De los valores de x 


T T 
ÉS 
36 4 


T 

== SIS] 

12 4 

p e Sumamos 

Ea E 5 
PERS T a _5xm 
A =S3BX+FHZÉT 
a AR 
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1 
a 


T 5T 
> M=2sen8-1 <0<— 
sen ; ; 


Luego, sea 9=3x + 


En el gráfico 


> —<sen0<l 


Nl|— 


Multiplicamos por 2. 
1 < 2sen0 < 2 


Sumamos -1. 


0O<2sen8-1<1 
=> 0<M<l 


-. Melo; 1] 
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y 


e 
VxER-=>-1l<cosx<] 
Na y = 


+ SixelC > O<cosx<1 


e SixellC => —1l<cosx<0 
e — SixeElNIC => —1<cosx<0 


e SixelIVC => 0O<cosx<l 
Aplicación 14 


Si0e (E, 4), halle los valores de cos6. 


Resolución 


Graficamos. 


cos0 e [-1;1) 


aia A 
Aplicación 15 . guientes e 


la 
Ordene de menor a mayor 


presiones: A caló) 
vers(1); vers(2); rene 


vers(6) 


on T 
ción . Multiplicamos por —, 
pesolu cosenos de los arcos mencionados. a 2 


ppicamos los ET, 
2 2 2 
Sumamos +. 
TT T 2n 
SARA <Ñ 
» 3 2 6 3 


Seag=%x 4% 
2 6 


=> M=|2c0s0-1|; o 


Graficamos. 
Del gráfico, se observa que 


ás yA 
cos3 < cosá4 < cos2<cos5<cosl < cos6 Eb 


Multiplicamos por (- 1D. 


=C083>—cos4>-—cos2> =Cc0s3>-—cosl>-—cos 6 


Sumamos 1. 


|-c083>1-c054> l-c05s2>1-cos5 > 


l-cos1>1-cos6 
> vers(3) > vers(4) > vers(2) > vers(5)> 


vers(1) > vers(6) 


Por lo tanto, el or 


vers(6), 


A den creciente es 
'ers(1); Vers(5); vers(2); vers(4); vers(3) 


ss -7<cos0 1 


Multiplicamos por 2. 


She -1<2c080<2 
*|<1 halle la Variación de 


Ma 
EN Sumamos (-1). 
26 -2<2c0s0-1<1 


lucir - 
e] al Aplicamos valor absoluto. 
ación de y 0< |2cos0-1| <2 
*X<] > 0<M<2 


Me [0; 2) 


A 
——y 


8.3. VARIACIÓN DE LA TANGENTE DE UN Aplicación 18 
A Ordene de mayor a menor las siguientes ey. 
presiones: tan(sen1), tan(sen2), tan(sen3), 
tand 
Resolución 
> Ubicamos los senos de los arcos l; 2 y 3, 


Mtan2 


N 
| f paa ' 
[YxeR [en+nilinez > tanxeR| 
| l 2] | 
e SixeIC > tanx>0 
* Sixe IC > tanx<0 
e Sixe NIC > tanx>0 
+ SixelVC > tanx<0 
Aplicación 17 Del gráfico se observa que 
2 0 < sen3 < sen] < sen2< 1 
Sia e E 5 halle los valores de tana. 
s 
E Finalmente, ubicamos las tangentes de lo 
Resolución senos obtenidos. 
Graficamos. 
Jtantsenz 
. es 
Por lo tanto, el orden lili" 
tana € [-1; 4/3) tan(sen2), tan(sen!), tan(sen 
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.— 


4. VARIACIÓN DE LA COTANGENTE DE 
B% 


á 


col6 


0 cold 


SixelC > cotx>0Q 
SixelIIC > cotx<0 
SixelIC > cotx > 0 
Sixe IVC > cotx<0 


Aplicación 19 


Siue( 1.7 
¡ne o 510), halle los valores de cota. 


Resolución 
Craficamos, 


8.5. VARIACIÓN DE La SECAN 
ARCO EN LA C.T. 


AAA 


TE DE UN 


Y 


' 


Vxe R-[n+0) nel aosecx<-] 


Y Secx21 | 


SixeIC => secx>1 

SixellC => secx<-1 
SixelNIC => secx<-1 
SixeIlVC => secx>1 


Aplicación 20 

Si0e (z ml al halle los valores de secó. 
4 3 2 

Resolución 

Graficamos. 


secO € (-oo; -2]u (42; +0s) 
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8.6. VARIACIÓN DE LA COSECANTE DE UN 


ARCO EN LA C.7. 
) 


CSC yy DA 


| j Y A - 
| YxeR-1n11¡neZ >coscx<-l v csex21 


e SixelIC > csex>l 
e SixelC => cscx>l 
e SixeMmMC => csex<-1l 
e SixelVC => csex<-1 
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——= 


Aplicación 21 
E, 2 


53 ) halle los valores de CscO, 


si0e| 


Resolución 
Graficamos. 


Historia del número pí 


Quizás sea el número más famoso de todos. La relación entre la longitud de una circunferencia 
y su diámetro en la geometria euclidiana. = (pi). es un número irracional. La elección de la letra 
griega = para denominar a esta constante matemática proviene de la inicial de las palabras de 
origen griego zepmoépera (periferia') y nepípezpov (perímetro). 


Alo largo de la historia, el valor que adoptamos para x ha ido cambiando. El valor más antiguo 
que se conoce es 3,1605 y aparece escrito en el papiro de Ahmes, encontrado en Egipto y 
datado en el año 1900 a.n.e. A pesar del “retroceso” en la precisión de x, que significó la adop- 
cion de 3 (por motivos religiosos) en el comienzo de la era cristiana: a lo largo de los siglos, 
este número se ha ido calculando cada vez con mayor número de decimales correctos. En el 
año 263 d.m.e.. el chino Liu Hui calculó su valor como 3,14159 (un error de menos de 1 en 


un millón). En el año 1400, el matemático indio Madhava calculó 3,14159265359 (0,085 partes 
Por millón de error) 


Pero 


los algorilmos encontrados 
feron el número de decimales co 
de los cuales solo los primeros 1 
de origen inglés, dedicó cerca de 
A . año 1944, D, ÉF Ferguson 
pe ct los digitos posteriore 
ls Cs utilizando una c 
” Pe mitos insospech 
Poo un S anteriores aj Obten 

en surgiendo Orden 
los mimos aga cdas; den 
(On ba 2 decimales 


por los matemáticos a partir del siglo xvil rápidamente dispa- 
nocidos. En 1841, William Rutherford calculó 208 decimales, 
52 eran correctos. William Shanks, un matemático aficionado 
20 años a calcular rt y llegó a obtener 707 decimales en 1873. 
encontró un error en el decimal 528 de Shanks, a partir del 
s eran erróneos. El mismo Ferguson, en 1947, recalculó z con 
alculadora mecánica. Pero la invención del ordenador llevaría 
ados. En 1949, un ordenador ENIAC fue capaz de romper todos 
er los primeros 2037 decimales de n en unas 70 horas. Poco a 
adores más potentes que destronaban a los anteriores en el nú- 
n 19854, un NORAC superó la barrera de las 3000 cifras, al hallar 
correctos. A lo largo de los años 1960, las computadoras IBM fue- 


Oré » . 
$N unas ' SCord tras récord; hasta que en 1966, un IBM 7030 llegó a los 250000 decimales 
Tas y media de trabajo. 


Adaptado de <https://vww.ntoteo.com>. 


Problemas resueltos 


Problema 1 
Si AB//CM, halle la abscisa del punto M. 


Resolución 
En el gráfico 


De AB//CM 


—> al 2n-0 


Además 
ta 
5T 
an" ¿+ Un-0)==3- 


> feo ooo) 


M(sene8; cosB) 
Por lo tanto, la abscisa del punto M es sen6. 
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Problema 2 


En la circunferencia trigonométrica, MN=NP 
Halle secó. 


En el gráfico, ubicamos las coordenadas de los 
puntos M, N yP. 


sec?9=3; Bcc IIC 


secO= 13 


nn — 


problema 3 
Halle el área de la región sombreada en tér- 


minos de 0. 


Resolución 
En el gráfico 
1d 
| 
y ab 
h= 
| ab 
_ lsecallcosal . 10 
3 65= lenal(2lcosa) Isecal+Icosal 
2 ; BE lIC _ (seca)(cosa) 
sl seca +Ccosa 
3 en0)cosg) 0 1 _ cosa 
ó a 2 
%S=_1 Llcosa 1+00s%0 
3 2sen8cosg) cosa. 
2 =Sen Luego 
Ss ) Isenad xh 
» A 
t 
lema 4 cosa. 
la q E 1+ cos? a 
Ty S => ——_—_—__——— 
ade la "rencia a” 2 
€gión so Ométrica, calcule el senacosa. 
Mbread A SS => 3 
ds 2(1+ cos? a) 


a 403 


A —————————— 50 


Problema 5 


Halle el área de la región sombreada. 


En el gráfico 


Resolución 
En el gráfico 


B(0;-1) 


a de la región so" 


A Luego, calculamos el áre 
breada de la siguiente manera: 


eca.y, O 
| Ss , X ' ad 
2cot a 0 X 0 
(+4)4 —cosal cosa sena 
0 
secusena | seca O 
En y - Pase x altura td seca 
o -cosa+tana pr 
A dl 
(tan cot o) 
9 e Reemplazamos. 
s.N-M 
S=1 _ 2 
> S= LL seca=cosarimno 
Problema 6 a 
£ - tana - Sec 
Calcule el área de la región sombreada. e o 
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problema 7 
Señale el valor de verdad (V) o falsedad (F) de 
as siguientes proposiciones: 


 sen4< cos2 
1 senW20 <cosV/20 


IL secy5 + ese 5<0 
1. tan(5,5) > cot(5,5) 


Resolución 
. Verdadera 
Comparamos sen4 y cos2. 


VA 


Hallamos la relación de orden entre los ar- 
Cos n y rn. 


T 
Poe > 1-5 <4-2 
q 
1,57 <2 
3 Nn<m 


[cos2] < [sen4] > 


. —C082 < -sen4 
* C0s2> seng 


IL Verdadera 


C 
“MProbamos que E <V20 < 3% 
; k 


Del gráfico 


Isen /20| >|cos /20] 
-senv20 > -cos/20 


senv20 < cos/20 


IL. Verdadera 
Comparamos secy/5 y escy5, 


Del gráfico 
lsec J5] > lesc45| 
=secy5 > cese 5 


0>secW5 +csc/5 


IV. Verdadera 
Comparamos tan(5,5) y cot(5,5). 


Del gráfico 
| cot(5,5)]>|tan(5,5) | 
—cot (5,5) > -tan (5,5) 


cot(5,5) < tan(5,5) 


Porlo tanto, el valor de verdad (V) o falsedad (F) 
de las proposiciones analizadas es VVVV. 
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Problema 6 


3T T 
¡= <=, reduzca 
Si 3 <a 2 


mM =T+senda - /I=senda 


Resolución 


Transformamos 


/ 2 
M=W(sen2a-+cos20)" -/(sen2a-cos2a) 


M=|sen20.+c0s20|-| sen20.-cos20:| 


Luego, del dato del problema 


3T T 3m 
—x<Qa4<= > Y 2a<n 
2 4 


8 


Del gráfico 
|cos2a| > |sen2a|; 2a e 11C 
O (+) 
3 -cos2a > sen2o 
sen20.+c0520 < 0 


Además, sen20 > cos2a. 
> sen20a.-=cos20. > () 


Reemplazamos los signos. 
M=|sen2a.+cos2a.| -| sen2o.—cos2a| 
5) (+) 
M=-(sen2a.+c0520) - (sen2a— cos20) 
M=-sen20.-cos2a.-sen20.+c0520 


". M=-2sen2o, 
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Problema 9 

Six € (0; 1) y se cumple 
/3seng—cotx=2c08?8; 4,9€R 
determine la variación de x. 


SS ; y 
acntlución 
EsotUGIO 


De la condición del problema 
cotx = 3 seng-2cos? 8 


e ER>-1]<seno<l 


AAA, 10) 


* BER=>-1<cos0<l 
O<cose8<1 * sd 
0>-2cos0 >-2 * j 
-2<-2cos 0 <0 (1D 


Sumamos (1) y (ID. 
LS E V3 seno - 2cos? 0 < V3 


Reemplazamos. 


9-43 <cotx<vV3 


Analizamos la variación de x. 


5 
Problema e e valor 


-m la sumá 
35 halle 
Si cov(9)= 33 


enteros de IT. 


n— 


resolución 


Por teoría 
-|<sen0<l 


Multiplicamos por ED. 
1>-sen0>-1 


Sumamos 1. 
2>1-sen0>0 
> 2>cov(0)>0 


Reemplazamos. 
pat sp 
2m-3 


Multiplicamos por 2. 
10-2m 


Sumamos 1. 


10-2m 
4+1> 
2m2=3 +1>0+1 


5>10-2m+2m-3 
2m-3 — 


a 


2¿m-3 
Invertimos. 
1 2m = 3 


5 El 


7 


"liplicamos por 7, 


5 <2m-3 <7 
Sumamos 3, 
22 


ESQUI 


Ml icamos se El 
7 


iS 
ñ ] > Me€l2,2;5] 


| L 
| Ue 
S0, los Valores E 


+Hb.19 Nteros de m son 3; 4 y 5. 


Problema 11 
Resuelva la inecuación 
1 

El si 0 e (0; m). 
2 2 

Resolución 


Analizamos la variación de 20. 


Problema 12 
Resuelva la inecuación 


lcos al > 5 tal que a. e [-x; 0). 


Resolución 
De la condición del problema 


lcos al > y 
2 


1 1 
> coso => v c050:>5 


Acotamos. 


ñ 1 1 
-15 cosa. <=y v 7 NS 
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y 


Analizamos la variación de a en la C.T. Analizamos la variación de a en la CT 


Problema 13 


Entre qué límites debe encontrarse a para que 
sea posible la igualdad 


-cos0=3tan tasioe| E Ea 
22 


Resolución 
Sea <0< de 
2 2 
> -1<cos0<0 y li 
1>-cos0>0 ” 
Reemplazamos. 
> 1>3tanta>0 


Oo<ta?asi 4% 
3 


Luego, extraemos la raíz cuadrada a la expre- 
sión anterior. 


1 F TECOFIanO | 
> 5 5 tana s Í 


E 
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Por teorema de Pitágoras 
(ery=lseco+tano+1)'+ (2) 


i=(secó+tano+1)7+4 


Reemplazamos. 
D+A=T —> 98=T-0 


> ke=Isecin-o)+tan(r—a)+1]%+ 4 


l?-4=(-seca—tano.+1)* 


. (seca+tana—1)?=k?-4 


Problema 15 


Calcule el área de la región sombreada en tér- 
minos de 0. 


Resolución 
Enel gráfico 


e 
| álea de la región so 


= mb 
S Deoda reada en el gráfico. 
Seno C0s2u, 
S= ndo 
4 1) 


o 


Del gráfico 


8= 40 — a=4.% 
2 $ 


Reemplazamos en (+. 


sena[o- 5) 
=> $S=__2) 
2 


s- sn +40) 


S-= sen40 
2 


Problema 16 


Si tana = E y NM=MA, halle secO+tan?0. 


Resolución 


En el gráfico 


¿senó) 


ya 


A40;0) 


(coso; -senejW 


A A A A A A O O O. A A 


A a a A A A A 


Del dato - 


—- l —- 0+0 
NM =MA > M| cos8+ : sen ) 
2 2 
q= 172058 y p==sen0 
EE 2 
Del gráfico 
tana = — 
l+a 
eno) 
_ 2 
noO TC cost 
l1+ > 


Reemplazamos el dato. 
J2 sen0 


4  3-cos0 


Dividimos el segundo miembro entre cos6. 


Ja _ tan8 


4  3sec8-1 
/2(3sec0-1)=4tano 


Elevamos al cuadrado. 
2(9sec?*0-6seco+1)=16tan?0 
9sec?0-6sec0+1=8(sec*0-—1) 
sec?8-6sec0+9=0 
(secg-3)?=0 


secg=3 


Reemplazamos. 


M=sec0+sec?g-—1 


M=3+9-1 
M=11 
Problema 17 


Si el triángulo PTR es equilátero y PE=OR, halle 


4/3 sen0+2c058 
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En el gráfico 


Del gráfico 
2a+a=|cos0| a 24V3a =Isenél; 0€ 1IC 


3a=-c0sg A 24/3a =sen0 


—-cosg sen8 
= AQqQ= 
3 2/3 
_ -cos89 _ sen8 
3 2/3 


-20050= seno 
-2cos0 =/3sen0 


/3sen0+2c050=0 


Problema 18 sé 
A Atrica, las 
trigonomét Calcul 


En la circunferencia 
n equivalen es. 


giones sombreadas SO 
cosg-sen0+1. 


A 
pesolución 
nel gráfico 


Dato: S,=S) 
, U-20)1-2a) _ (2a)(2a) 
2 2 
2a“-4a+1=0 
a 2EN2 
2 
Por semejanza de triángulos 
Sabemos que 2 < 1. ¡ E ==] en 
5 2a=2- secb|— sec 
: n 1 
hs -sec0-1 -sec6 
ás, del gráfico secO0+1 
[seno | as sec9 
|=|c0s0|+1-2a; 9 MIC 
S S 
n8=-cosg+ 1-2a Reemplazamos en el dato. 
Cosg- un 
sen9=1-(2-/3) S=0,7 
0=senO=-14./2 m0 
“Cos A 
Seng+]= /2 2 
n= 3 
PO 
>lema 49 e secO+1l 
A secO 
Sl "ea de la regió 0 
ul Nh Sombread 2 sec0=-5 
Valor de él a es 0,7 m', 


sen2x>1 v sen2x=1 


Problema 20 
Calcule a si se sabe que > sen2x=1 
T 

tan Ol = cot5s donde a e (-6r; -5T). 2X= 7] 

Saá 
Resolución de 4 
Aplicamos propiedad de ángulos complemen- 3,14 
tarios. > x= Ea = 0,785 

Ml TT 
O 2 13 Reemplazamos en la igualdad. 


tana=tan[ 57) sen[25)-1+ N=cos[67)=sects 

26 4 4 2 

SENSO sen 2) 14, f1-cos =p =secz-! 
11 2 2 2 


6 y 
1-1 1-0 = 2- 
+ sec 2 
1 
secs = 2 > cos5=> 
4 pe dd 
) 2 3 
eE 
2 
y =2 (3,14) =2,09 
3 
21 T 
= === 1 l—= 
Xx +y + 3 12 
145 oblema £: 
T . 
ET Si se sabe que cov9=versa—2; 
además, 7<80<8 A 9<a<l0; 
ai calcule M=cos(0-20.). 
Problema 21 
Si se cumple que Resolución 
Por teoría 
ll - a y 
sen2x-1+ IcosbeS sec = Acoasl 
1 
donde 3 <x<2 A 0<y<4; calcule x+y. Multiplicamos por (=D. 
1 >-cosa 2-1 
Resolución 
Analizamos uno de los radicales. sumamos Í. 
V/sen2x-1 => sen2x-1>0 9>1-cosa>0 


sen2x > 1 > 2>vers(a) > 0 


_ — cl 


n—— 


Sumamos (-2). 
02 vers(o)-2>-2 


Reemplazamos. 
0> cov (0) > -2 
-2<cov (8) <0 
> cov-(8)=0 
cov(0)=0 


1-seng=0 


Reemplazamos en la igualdad. 
5 
cor) = vers(u)-2 


57 Y 
[iesenda] =1-cosa-—2 


(=== cosa 1 
COSU=-] 
> U=m3n 


> U=3n 


4=3(3,14) =9,42 


R 
“Mplazamos en lo 
=Cos(g e 201) 


M= 009/37 
2 61) 


M= co(2) ; 
2 


que nos piden. 


. M=Q 


Do 


- Problema 23 


Si 42 < tan x < l, halle la variación de 


O 
m-? E 
l+ costx 
Resolución 
De M 
2- 2 
a 4) 
1+ costx 
aro 2 
pro Peace], 
l+costx 
mM=2- 
1+costx 


Del intervalo dado 


12 <tanx<1l 


Elevamos al cuadrado. 
0<tan?x<2 


> 0<sectxr-1<2 


Sumamos l. 


l <sectx<3 


Sumamos l. 


4 
2>1+c052x > 


3 
lo 1 3 

E 
< 4 


> — 

2" 1+c08*x 

Multiplicamos por 3. 
3 < z < 2 


2. 1+costx 4 


Sumamos (-1). 


Le 


2" 1+c08x 
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Reemplazamos. 


Problema 24 


Dado 6 e (0; 211) y tanBe (o; 4/3), determine la 


variación de 


_3c0s0+2 
cos 
Resolució 
De W 
W= 3c0s0 : 2 
cosg  cos8 
W=3+2sec0 


Del intervalo dado 
0<tan8B< 43 


Elevamos al cuadrado. 
0 <tan?9<3 


> 0<sec*8-1<3 


Sumamos l. 
l<sec?0<4 


=> -2<secg<-1 v 1<secg<2 


Multiplicamos por 2. 
-4<2sec98<-2 v 2<2secg<4 


Sumamos 3. 
-1<2sec0+3<1 yv 5< 2sec9+3<7 


Reemplazamos. 
=1<W<1 v 5<W<7 


Well; D)u(6:7 
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Problema 25 

Sixe (o | halle la variación de 
M=-2sen?x+senx+1 
Resolución 

DeM 


M=-—2 senóx - 3senx | 


= 2] senta Psenar Ela 
2 16 


= 


16 


> O<senx<l 


1 
Sumamos (2) 


< 


EOS 


1 1 
a 4 


Elevamos al cuadrado. 


1Y,9 
os(senx-3) 16 


nn 


Multiplicamos por (-2). 


E 
02-2senx=- 8 


9 
Sumamos 8 


¡Y 
2,2 osenx=2) 20 
808 . 


Reemplazamos. 


2>M>0 
8 


Problema 26 


Calcule la variación de la expresión 
_5c0sx+] 
MS HEY 
2C08x 43 


Resolución 


Dem 


PA 
Por teoría 


-1<cosx<1 


Multiplicamos por 10, 
-10<10cosx< 10 


Sumamos 15. 
5 l0cosx+15<95 
1 1 


> > 


l0cosx+15 7 25 


Multiplicamos por (= 13). 
E A 
5 l0cosx+15” 25 


Sumamos 1. 
A, 
5 l0cosx+15 25 


5 
Multiplicamos por > 


as] _B— “1sl 
2Ll0cosx+15 5 
Reemplazamos. 


6 
A<M<2 
5 


02 


Problema 27 


Si res, halle la variación de Ma 
Resolución 
De M 

_2+senx 

-—2-senx 

M 2 HSM +4 Senx y 
2-senx 
= e... —--= 
—2-senx 
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——=y 


Analizamos la variación de senx. Resolución 
ER 


Analizamos la variación de 9. 


> P<senxs1 


Multiplicamos por (-1). 


essay >-1 
2 


Sumamos 2. : 
3 4r 045 3T 
->2-senx>1 BY 
Pa , 
3 2-senx Sea0+=0. 
aa T 3 
Multiplicamos por 4. > M=2c0sa+3; 4-<a<+ 
8 4 3 2 
= < ————< 
3 2-senx ñ 
En el gráfico 
Sumamos (—1). ya 
5 4 
=< —_——-1<3 
3 2-senx 


Reemplazamos. 


5 
2<M<3 
gó 

5 
Me(-;3 
els ] 


Problema 28 


1/3 E 
Si 3 <tan0< 3; Be (a m5), halle la variación ? 
de M=2c0s[0+7)+3, > -7<cosa<0 
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DO Métrica 


Nultiplicamos por 2. 


-1<2cos0 <0 Seaa=g-X 
12 
Sumamos 3. > M=cosa 0 < así 
2 <2c050.+3 <3 3 


Reemplazamos. En el gráfico 
2<M<3 


; Me (253) z 


Problema 29 


.1 
Si 7 Esen 20<1;0<08<n, halle la variación de 


M= co|0 - 2) 
12 


Resolución 


Analizamos la variación de 28. 


> ¿095 in Problema 30 
En la circunferencia trigonométrica, calcule la 


MD mos do 1 abscisa del punto P. 


585 yA 
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Resolución Resolución 
En el gráfico En el gráfico 


Por semejanza de triángulos 
a  _ lcosal. 


l-atano Isenal+1' aos Del gráfico, obtenemos 
a Cosa. n=m=1 A —-m=+cos0=n-sen8 
I=atand =sena+l n+m=sen09+c0s8 
a _ cosa 
a Isenal sena. —1 Aplicamos identidad de Legendre. 
a (n+m)- (n-m)?=4nm 
a _ Cosa Ñ , 
a(=sena) sena-—1 (sen0 +cos0)*-(1)“=4nm 
Ecosa.) sen?0 +2sen8cos0+cos 0-1 =4mn 
a cosQl 
sena sena—1 1 +sen208-1=4mn 
0 sen20 
“ mxn= 
Cosa A 
1-2sena 


Problema 32 
Problema 31 
En la circunferencia trigonométrica, halle mxn 
si M(m; n). 


del punto P. 


Del gráfico, calcule la abscisa 
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pan — A 


Calculamos la pendiente AM. 


pesolución b-0__ b-(-seng) 
fn el gráfico yA a-(=D  a-(-cosg) 


M(=cosa; -sena) 


b b + sen0 
ca a+l' a+coso 
N(cos|: senb) 
; > b=bc0s0-—asen8-seno o 


(a; 0) TE 
Pla; Calculamos la pendiente PB. 


senó0-b_b-(-1) 


(cosa; sena) A cosb-a  a-0 
Aplicamos pendiente de una recta. sen8-b _ b+1 
Myy=Mxp cosó-a a 
-sena-senf  senf—0 > a=bc0s9-asen8+cosg (ID 
-cosa-cosp  cosB-a 
sena+senf  senf Restamos (D y (ID. 
cosa+cosp  cosB-a b-a=-sen8—cosg 
a- HEhacosf-cosasenf 2. G—b=sen0+cose 
A dl 
sena +senB 
Problema 33 Problema 34 
: e e cule el máxi lor de 
Enla circunferencia tigonométrica, determine ab. pe A 


M=sen(cosx) +cos(cosx) 


De M 


M= sen |cosx+ 2) 


Por teoría 
=-1<cosx<l 


T T A A 
=l+2<cosx+=< 14-24 ? 
4 4574 


-1+0,78< cosx +7 <1+0,78 
T 
-0,22< COSX +7 <1,78 


Sea 


8 YE 
=COSX+m 
4 


> M=V2sen0;-0,22<0<1,78 
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== 
Analizamos la variación de sen. Sea 0=cos(2-2|x|). 


> M=sec0;-1<0<1 


Analizamos la variación de secs. 


> sen(-0,22) <sen0 <l 0 A 
—sen(0,22) <sen8 < 1 


-/2sen(0,22) < lí o | sel 
> —V2sen(0,22) < M<yV2 > 1<sec0<secl 
=y/2 l<Ms<secl 


Mmáx = 
Mell; secl] 


Problema 35 
Halle la variación de M = sec[cos(2-21x])] 


six e[ /2 - 4/3; 3). 


Ea] E yA - 
nesotución 


Tr Tr 
Si se cumple que x € (E m, halle la varia- 


De la variación de x ción de M = cosÍltan 2xl- /2). 
q) /3 <x<3 

Aplicamos valor absoluto. De la variación de x 
O< |x| <3 


Multiplicamos por (-2). 
0>-2|x|>-6 


Sumamos 2. 
2>2-2|x| >-4 


Graficamos. 


> -1<cos(2-2|x|)<1 > -1<tan2x <y3 


ca 
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mos el valor absoluto. 
al 


—+ "ES COBAG 1 
analiz 
esfanzd< 3 O 
=TSTCOSXxEÉ— / 
sumamos (-Y2 7) ” E , 
d _asltan2xl- Y2 <V3- 2 
T 
Seab==cosx. 
SeaB= -ltan2x|- 2. ” . 
3 M=co0sb; 2<0<V3- , : aa 
A MEG FCOL O) 508 
iq o. > E E 
Analizamos la variación de cos 
a Analizamos la variación de cot8. 


le 


El 


3 cos/2<cos9<1 


Ñ 
1 - 
e, e 
al a S 
me : 
la y E 
e 


cosV/2<M<1 


. Melcosy/2: 1] a | 


3 
Problama 9 > cot8 <-—/3 V e 
¡Oblema 37 3 
Sixe|- 
te 3 2] calcule la extensión de 
M= on Elevamos al cuadrado. 
3 col (Ecos. 5 1 
a cot29>3 v cot”0> Z 
hoslución 
ali 1 
AMOS la variación de COSx > cot?9> 3 


2 
Sumamos 3 
2 2 1 2 
- Sia E 
3 +cot0>=+ > 


Reemplazamos. 


M21 


M e [l; +2) 
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Problema 38 

Si x € IIC, halle la extensión de valores de 
_1+2senx 
—I=2senx 


De M 
M= 2- (1-2 senx) 
1-2senx 
Mi - 
1-2senx 
Luego 


xelC > O<senx<l a) 
] Moe 
0>-2senx>-=2%x 
1>1-2senx>-1 ' 


-1<1-2senx<l 


Consideremos que 1-2senx + 0. 
> -—-1<1-2senx<0 v 0<1-2senx<1l 
1 1 
>—— y 
1-2senx 


—_——— > 
1-2senx 


Multiplicamos por 2. 
2 2 


2> == y 
1-2senx 


Laa > 


Sumamos (—1). 


2 2 
—3 > _—_—- —- A 
1-2senx 1-2senx Li 
Reemplazamos. 


M<-3 v M>1 
> Me (-0; -3) U (1; +00) 


. MeR-[-3;1] 


Problema 39 


Si—1<0< 1, halle la extensión de valores de 


M=sen0+|sen0| 


Resolución 


Analizamos la variación de sen8 


donde 
-senl <sen0 <senl 
> -—senl<sen8<0 v 0O<senB<senl 


Analizamos ambos casos por separado. 
* —senl<sen0<0 
=> M=sen8+|sen0| 
M=sen0+(-sen0) 
M=0 


e (<sen0<senl 
> M=sen0+|sen0]| 
M=sen8+senb 
M=2sen0 


Como 0 <sen8 <senl >. 
> 0<2sen0 < 2senl 
0<M+< 2senl 


De ambos casos 
M=0 v 0<M<2senl 
> Mef0yu 10; 2sen1] 


. Mel0; 2senl1] 


Problema 40 


Halle los valores de x, tal que 


cos|Fsen x) 2 sa A X€ [0; 21) 
2 


ca 


HA 
pu — 


Multiplicamos por 2. 


pesolución “sualdad ==+4n<senx< : 7 
ae ja desigualdad. 2 +4ns<senx< 2 +4n; nez 
Y 
Y, 00 Esenx) e 
q 2 Esta desigualdad tiene sentido sin=0, es decir, si 
l 1 
ed BA —"FSSenxs<s- 
analizamos la variación de pa. 2 a 


Analizamos la variación de x. 


7 7 117 
> Gees E; neZ E xe Jo $52] [1 ,25) 
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E 


p. Test 


1. Calcule el perímetro de la región sombreada. 


A) 4(cosg8-senb) 
B) 4(cosg8+seng) 
C) 4(sen8—cos0) 
D) -2(sen8—cos0) 
E) -4(cos0+sen0) 


A) cosa —seno+1 
B) sena—cosa+1 
C) sena +cosa+1 
D) -cosa—sena+1 
E) cosa—sena-—1 


2. Enla circunferencia trigonométrica, calcule AP. 


2, En la circunferencia tri Stri 
trigonométrica, halle 
cos0+sen0 


sen8cos8 
NA 


A) 2 


sen*0 


B) 3 


C) sen0 cost 


sen8cos8 
D) 4 
tan 
E) - 3 


dl 


por — 


cn 


Calcule el área de la regi 


A - Cosa 
sena 
EN 
() tana 


ón sombreada. 


cosa 


A) seng; cos8) 
B) (=sen0; - cosg) 
e (Sen; - cosg) 
C0s0; seng) 
i (cos8; —seng) 


ie 
alcule las Coordenadas 


Y 


del punto M. 


A) cosa; seno) 
B) (-cosa; —sena) 
C) (cosa; —sena) 
D) (sena; —cosa) 


E) (sena; cosa) 


En la circunferencia trigonométrica, halle PM. 


vw 


B) 


e 
ME 


Calcule el valor de 


senx-1+csex 


senéx + cost x 


A) -1 B 0 
D) 2 


. Calcule el valor de 


co — 


E) 


C) 
E) 


Ni|= — 


M= sen(/1= cosx)+ 2cos( cos x - 1) 


A) 1 B) 2 
D) -1 


00 
El 
2 
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y 


A — 
——= 
14, Calcule el mínimo valor de 


= mal. Be E | calcule la 
M = 208 cos 2x-*) si xo Er] 


11, Si 9 ; 
i sen A 


variación de In. + 
tas B-558 9135. 4 Y3 B) 4 02 
D) [1,5] E) [2,4] D) 243 E) 3 
19 Si 0<0<rT, halle la variación de 
M=2c050+7. 18. Si ST, TU 2 
A calcule el máximo valor 
A) [2; 8] B) [5;7] C) [4; 9] mi 
D) [5; 9] E) [6; 8] de M=cos(lx1-2) 
13 sita halle la variación de 
208 8” A 0 
M=sen(20+2)+1 B) =1 
C 1 
A) (0,2) ) => 
B) (0; 1) 
C) (-1;2) Ey 
D) (1; 3) 2 
E) (1; 2) E) 1 
Ci 
13 PP.” 
2 ES 4 
3 3 8 Ken 
8 9 E 
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nd 
Problemas propuestos 


Nivel básico D) cos*0-senO-coso 


E) cos0+senO+coso 
ñ T 2 ñ 
í, Del gráfico, calcule sen[Escc o) si 


E Siseno==, halle MN. 

A 1 nl 

B) 1 a 

90 » B) 2 

D) 2 | > 

E) 2 a: X 

a 

¿.. Del gráfico, calcule cosa. +sena seno. D) : 

nO 1 E) ? 

B) 1 

O -1 ] Calcule el área de la región sombreada. 

D) ? | 

E) 1 


0 
sen08-sen8cosg 
Es 20) 2 
sen8+sen8cos6 
B) SÁGIDE” 
-sen8cos0 
(0) > 
y Cog? 2 2 
s0- n“0cos*0 
Sen? “en0+cosg p € 2 
y Sep? *o50+seng 2sen8-sen0cos6 
n 9=seng- E. == — 
Cosg 2 
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<a 


8. Calcule el área de la región sombreada. 


y 
A) 4/3 0058 
B) -43sen0 


C) -42sen0 
D) cos6 

1 
E) —cos0 
) 2 


7. Halle la longitud de AB. 


A) 1-sen6 

B) 1+c0s0 

C) sen8+cos8 
D) sen8-cos8+1 
E) sen8-cos8-1 


8. Del gráfico, calcule MN. 


A) cos8-cscg 
B) cos8+csco 
C) sen8+cos8 
D) sen8-cos8 
E) cos8-sene 
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A] 
9, 


10. Si seno oe E 
8 


Del gráfico, calcule (UN Y. 


A) 2+senf 
B) 2-senf 
C) 2+cosf 
D) 2-cosf 
E) 1-senf 


5r El 
66 
halle la variación de n. 


O) [-25] 
E) [53,5] 


B) [-5;3] 


) determine la variación de 


T 3T 
ixe(: 4 


_2+42c05x 

-14+4/2co5x 
A) (2j+e) BJ bo-2) 0) Ot 
D) [2; +09) E) (2 


12 Sixe (E, 5 calcule la variación de 


M=4sen?xcosx+c0s3x 


AO 


. Halle la variación de 


q 3T 
2senx+3, xelz En) 


ds 2senx-1' 6" 6 

3,3) 
A) (9; 3] B) 15;+= . me 2) 
D) [2; +0) 


po — 
T.T) halle la variación de 
14, sxc( 257) halle la va 


M=3tan'x+|tanx]| 


0;4 B) [0; 4) O) [0;5) 
b) 'o 5 E) [0; 6) 


5 Sixe (a, 5) determine la variación de 
Si) m 


M=4seckz -1 
A) (1,2 B) [2; 5) C) (0; 4] 
D) 13; 7) E) (1:7) 


16, Six € (o al halle la variación de 


(I+cotx)(l-tanx) 
2 


M=tanx+ 
A) (1; +00) B) (2,+e)  C) (3; +09) 
D) (4; +00) E) (0; +09) 


. Calcule el valor máximo de 


SEN X—COSX T_T 
MA E (o 
Senx+c0sx 
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A) -2 B) -1 00 
D) 1 E) 2 


'. Determine la variación de 
Mesecir+2|sccxje3; 021,9] 
34 
da [4; 9] B) [5; 9] O) [4; 11] 
) [5:11] E) [6; 11] 


Y. Halle la variación de 


M=senx—|cosx-sen | ¡X€ Ls = 
A CUE 

Ea 
BB y 

2 


20, Determine la variación de 


T 
M=ysec*x + esc?x; x€ (5: ”) 


2 


A) [lj+e) BB) [23+e) 0) [v2;+0>) 
D) (0; 1] E) [1;2] 


1. Halle el mínimo valor de 


M=2csc2|x|; xe (2-1) 
2 8 


A) 2 B) /2 O 217 
D) 4 E) 2/2 +1 


Nivel intermedio 


22, Del gráfico, calcule las coordenadas del 


punto M. 


A) (sec0; cscO) 
B) (=sec0; -csc8) 
C) (esco; -secO) 
D) (-tan0; - cot0) 
E) (-cot0; -tan0) 
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AS 
26. Halle el área de la región som i 


breada. | 
| 


T 
93, Si el área de la región sombreada es 2— nl 


halle tan?a+ cota. YA 


A) 12 
B) 10 
O 13 
D) 20 
E) 14 


y 


Y 


—cosOsenO 
A A A 
) 2(1-cos8) 
—Cos0 
B a 
) 2(1-cos8) 
—cos0(1+sen0) 
X o 2(1-cos8) 
—cos0(1-sen8) 
D) 2(1-cos8) 
E) = cos0(1+sen0) 
1 1 2(1+c050) 
A) ¿lan B) y coto C) tano 
o en 
PJ colo E) AS 4 77. Determine el valor de J/2 (MN). 


A 


23. Calcule el área de la región sombreada. 


A) 1+sen9+cos0 
B) 1-sen0+cos8 
Cd) 1+sen9-cosÚ 
D) sen0+cos0-1 
E) 1-sen8—cosÚ 


1 
A) Cota B) -3 coso 0) sena 


D) -7 cosa E) 1 
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A 
A 


17, Calcule la abscisa del punto P. 30. Halle la ordenada del punto M. 


senQ cosO cosóB 1 1 JE 
sen8-1 l-sen0 ) l-cos8 ds 4 E) 3 o q 
D) O E) o 
- —COosg 
3-4 - 
o D) e E) 83 
“4, Calcule el área de la región sombreada. Ñ 


31, Sicosta=1 +tanb, halle los valores de b en 


el intervalo (s " 


ola] ob ofEx 


n 1 2 | 
32 i 2 =z-- E rl 
Je, Sisentx= > cos AE 3 


3n 
halle x en el intervalo (a = 
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39, 


.Sixe (=, 2) determine la variación de 


——— 


T > mi TC : 
Si sen?x = 2 cos|0 + 5) 37. Six e (o ad calcule el valor mínimo de 


halle 6 en el intervalo [0; 21.]. 


M=¿tan(2)+ tan[ Jrcotx 
o [3 CAS 
4 
3r 
LS 1 2-1 
a 0%) pa ya ya 
4 2 4 
31 5T 
0) E D) J2 +1 y 240 
3 2 
T 57, 3 
D) [Jos 3 
T 37m 7T -. Determine la variación de 
Ñ A 


5 
M= 43 cos2x +sen2x; re (E =) 


'. Six € (0; 1), halle la variación de 


M=2senx-—cos2x A) [-2:2] B) (22 0 €l2 
De E) E1D) 
A) (3) B)Cc13 013 DE Ñ 


al E)--(0; 4] Nivel avanzado 


25. Silxl< al determine la variación de s 0,25; 


Si el área de la región sombreada €: 


halle el valor de 6. 
di ES] B) E ] 0) [42542] Y 


D) [-43;43] E) [-42,1] 


M=1-8cos*x(1-cos20)(1 + cos4x) 


Ús tan x 
1- tan? x 
ole) ob) opi 
'2 2) 
D) [1; 2) E 5 
JS 


_— 


'0, Calcule el área de la región sombreada. 


a) Sen 0(1—sen0) 


2(sen8+1) 
B) sen8(1+ sen) 
A) l+cosu  B) lI-sena  C) l+sena 2(sen9-1) 
2 
0 o sen8(1-sen0) 
D) => E) mo sen0+1 


p) Sen 0(1+sen8) 


4 sen8—1 
!. Calcule el máximo Valor del área de la re- nos) 
gión sombreada. E a” 
ATAR 13. Si BL < a <-—2r, halle la variación del área 
e XA 2 | 
/ e. : de la región sombreada. 
A e 
E [ LL ! 
O x 
Á ME Y 
ar á 


a] 
8) 1 o a 

p, 2 

A) (2. Ya) B) (E 24) C) (3 545) 
“ay 274 44 
ú , dete i z de 
mbread, tmine el área de la región » (2 7 $) E) E 9 v3) 
: 44 44 


a 


AAA — 


44, Halle la variación de 


O A 31, 21 
M=,[secóxescóx-4+cotx; X € “a 


A) (1, 43) B) (8,5) O) 
D) (8.») E) 
3 á 
d 
55. Si F= 2tan an, [o 
2(1+ tan x)- sec k 
calcule Emáx 
mín 
1 2 
A) — B) — Cc 
) 3 ) 3 ) 
9 
ME 
) 2 E) 


46. Sixe (0.2) halle los valores de 


Xx 
M=yl-senx sen 


47. Halle la variación de 
M=cov(versx) 
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(1; 2) 


(1; 3) 


co Bau 


E1; 0) 


7A 

A) [-sen2;0] B) [-1,0] q) [Den | 
D) [0; sen2+1] E) 01 
2), Halle la variación de e 
M=cos*x+sen*2x; 0<lx] <E z 


A) | B) (15) O) (0,1) 


D) [0; 1] E) El) 


Calcule la variación de 


M= 4/2sen(cosx) xe(05| 


B) (0: 2] C) 10; 4) 


A) (0; 2) 
E) [-1;1) 


D) (0; 4] 


% Determine la variación de 


m3. 
M= son E senda x€ 0 4 ) 


s (tmn(258) 


B) [0; 1) 
GO) 40; 1] 
D) (0; senl] 


E) (o sen 5 


Capítulo 


pan A E 


Funciones 
trigonométricas directas 


Julio Doroteo Flores Prada 


CAPÍTULO XII 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
DIRECTAS 


« Analizar v conocer el dominio, ra 


metrica, 


e Graficar las funciones trisonomélricas ele: 


keconocer las caracteristicas d 


En nuestra vida cotidiana, es muy común encontrar situaciones o hechos que pueden ser mode- 
lados fácilmente mediante las llamadas funciones periódicas, las cuales se caracterizan por la 
tepetición de cierto valor en intervalos regulares de una variable. 
La función si : di A sa 
función sinosoidal en las matemáticas es la curva que representa gráficamente la función seno. | 


Una senoi e 
enoide es una curva que representa la función seno y coseno. Por su naturaleza, la podemos 


Encontrar de Manera sim 


ple en fenómenos ondulatorios, como el sonido, la luz, la energía, el 
e , 
€clromagnetismo, etc. L 


: a función sinosoidal es importante en el estudio de los circuitos, ya que 
Posee ciertas características que hacen de esta una función de gran uso para el análisis de estos. 
Alo largo de este ca 
"e tevisarán las dist 


sentación a otra. A, 


pítulo analizaremos cómo trabajar con las funciones trigonométricas. Para ello 
ntas formas de representación que tienen y los modos para pasar de una repre- 


Cas, o demás, se revisarán algunas de las propiedades de las funciones trigonométri- 
e Ñ lej . . . 
MO, Será Ñ Periodicidad, sur epresentación gráfica, las operaciones entre funciones, etc. Asimis- 
y Necesarj 


Con ayud. O analizar conceptos como el dominio y el rango de una función. Esto se logrará 
a de la Cc 


' trcunferencia trigonométrica y el empleo de las identidades trigonométricas. 
Tesu 


en is Ea : : 
Studiante > Para la resolución de problema de funciones trigonométricas es necesario que el 
s 


Ca : % 
Dorda la Yude de temas vistos anteriormente, de esta manera tendrá mayor panorama para 
'esolución de los mismos 
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1» DEFINICIÓN 

Sean los conjuntos A y B, se define función f 
como la correspondencia que asigna a cada 
elemento x de A un único elemento y de B. 
Esta correspondencia se expresa frecuente- 


mente por medio de una ecuación: y=fw): 


donde el elemento y del conjunto B es el valor 
funcional de fen x, y se denota con f(,). El con- 
junto A se denomina dominio de la función, 
y el contradominio o rango de la función es 
el subconjunto de B que consta de todos los 


valores posibles de f, para x en A. 


En el estudio de las funciones trigonométricas 
directas, observamos que la propiedad fun- 
damental de estas es la periodicidad, la cual 
es un instrumento matemático que sirve para 
describir todos los fenómenos periódicos, ta- 
les como los latidos del corazón (mediante el 
electrocardiograma) o las ondas sonoras. La 
mayoría de animales obtienen información 
del medio ambiente que los rodea detectando 
algunos tipos de ondas y se comunican en- 
tre sí produciendo otros tipos de ondas; por 
ejemplo, el hombre detecta la frecuencia del 


sonido con los oídos, y la radiación infrarroja 
con la piel. 


Si bien es cierto, hasta el momento se ha 
mencionado la dependencia de ciertos fenó- 


menos reales, debe entenderse que aquello 


puede ser representado mediante una ecu 
d- 


ción matemática denominada regla de co 
rrespondencia. 


y =f% 


Esta representación indica que la función de. 
pende de una única variable representada por 
x, la cual se lee como “y en función de x” o 
“y depende de x”. A x se le denomina variable 
independiente mientras que a y se le denomi- 
na variable dependiente o función de x. 


Para el uso de las funciones trigonométricas, 
a x se le denominará indistintamente variable 
independiente o argumento; y a y, variable de- 
pendiente o función del argumento. 


En la regla de correspondencia (y = fi), se 
cumple que para cada valor de la variable in- 
dependiente (x) le corresponde un solo valor 
de la variable dependiente (y). 


A continuación, citamos algunos ejemplos 
aplicativos, para ello se sugiere prestar la aten" 
ción necesaria puesto que estos ejemplos nes 
ilustran la relación que hay entre A 
reales y entes abstractos a través de su IeP 
sentación en forma matemática. 


Ejemplo ; dos se- 

El crecimiento de un feto de ¿20 formal 

manas se puede calcular mediante 
y=1,53x-6,7 


n 
la edad 
donde y es la longitud en cm YX Es 


. Entonces 
semanas del feto 1178 añ 


para x=16 se _392cm 


* para x=30 semanas, y 
y así sucesivamente. 


Nótese que a cada númer c 
áni 
corresponden al feto una Ú 


—aÑ 


== 
n— 


ANÁLISIS DEL DOMINIO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
2» 


9,1, EN LAS FUNCIONES SENO Y dentada 
| Regla de correspondencia | 
y=Senx | conjunto de los reales R 
peas “conjunto de losrealesRk 


Ejemplos 
; y=fy=senx; el dominio de Fes R. 


* y=g(y=cosx; el dominio de g es R. 
* y=hy=sen2x; el dominio de h es R. 


NLAS EUNCIONES CATAN: 
22.EN LAS FUN? ¡ONES CO dE 


Ejemplos o 


y=fy=C0tx; el dominio de Fes R- (nr. 
"Y =8(9=0sCx; el dominio de g es R-¿nn). 


Y=M9=2cotr-3cscx; el dominio de h es R- (nn). 


23.EN LAS FUNCIONES > po 
A Ca q y ml Lo Don z 
| en general dd Al EA E FA 
9580 (2n+ y£, nez 
a AE FS, > El a EA, ] LS 
enplos 
EN 
(95Secy- SL 
*; el dominio defesR - (en + Dz 
' 2 
Y=g 
tdsStan»- . 
Mx; el dominio de gesR- (en + »2) 
y Aso 2 
er + Stan». 


; el dominio de h es R — (en lá 02) | 
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3 » ANÁLISIS DEL RANGO DE LAS FUNCIO- 
NES TRIGONOMÉTRICAS 


3.1. EN LAS FUNCIONES SENO Y COSEÑO 


pe] 


Hegla de Rango (valores que 


adopta la variable y) 


correspondencia 


y=senx 


y=C0sx 


Aplicación 1 
Halle el rango de la función f si f,=2senx+1. 


Resolución 
Se sabe que Vx e R 
-1<senx<l 


Multiplicamos por 2. 
-2< 2senx< 2 


Sumamos +1. 
-2+1<2senx+1<2+1 
+ 18923 


Ranf=[-1; 3] 


AA A E 
3.2. EN LAS FUNCIONES TANGENTE Y SO 


TANGENTE 


eo) 


correspontencia 


y=lanx | conjunto de los reales R 


y=cotx conjunto de los reales R 
Ejemplos 
*  y=2tanx; el rango de la función es R. 
*  y=4cotx; el rango de la función es R. 
*  y=3tanx+1l; el rango de la función es R. 
*  y=5cotx-l; el rango de la función es R. 
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Aplicación 2 
Calcule el rango de y=8(,,=2|cotx|-5, 


Resolución 

Sabemos que 
cotx e R 

=> |[cotr| 20 


* Multiplicamos por 2. 


2|cotx| > 0 


Sumamos -—5. 
2|cotx|-5>-5 > 2(92-5 
Rang=[-5; +00) 


ES SECANTE Y COSE- 


Aplicación 3 , 
Si y=8()=2|esex|+5, calcule el rango de £- 
Resolución 
Por teoría, sabemos que 

escx<-I v escx21 


> |escx| > 1 


Multiplicamos por 2. 
2|esex| > 2 


Sumamos +5. 


oJesexJ+527 > 802? 


Rang=1[7; +2) 


nan 


Aplicación 4 
Halle el rango 
f (senór+sen2x)seníx 
(7 


Ds 
CIÓN 


de la función f definida por 


Nu 
E 


Resolución 
Sea la f (y 
f,y= (senGx+sen2x)sen2x 


fe Qsendrcos2x)sen2x 
f,y=sendx(2sen2xcos2x) 
fiy=sen4x(sen4x) 

fr) =senv4x 


Luego, del dato 


Analizamos en la CT 


Aplicación 5 


Halle el rango de la función real definida por 


fiy=sentx—cos!x 


Resolución 

Desarrollamos la función fo: 
[y =senéx=cosÍx 
fy=1-cos*x-cos'x 
kz) =1- (cos*x + cos”x) 


kx) =1- [costx + COS óx + ) + 1 
4) 4 


Luego, del coseno sabemos que 
-1 <cosx<l 


> 0O<costx<1 


1 
Sumamos 7 


2 1 
< cos Ergo 


N]|— 


Elevamos al cuadrado. 

2 
1 9 1 ) 9 
=— £ + <— 
4 (cos * 2 4 


Multiplicamos por (1). 


5 
Sumamos 7 
5 Na 
125-(cos?x+) >-1 


Ranf=[-1; 1] 
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Lumbreras Editores 


4 » PARIDAD E IMPARIDAD DE UNA FUNCIÓN 


4,1. FUNCIÓN PAR 
Una función fes denominada par si se cumple 
que V x; -x e Domf. 


A 
ista 
(7 (0 ) 


Es decir, la ecuación y=f(,, no cambia al susti- 
tuir —x por x. 


La sráfica de una función par es simétrica 


con respecto al eje de ordenadas. 


AGR > 
0) XxX 


"4.2. FUNCIÓN IMPAR 
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Una función Fes denominada impar si se cum- 
ple que V x; —x e Dom f. 


uo HL | 


Es decír, la ecuación y=f(.) cambia por su 
opuesto al sustituir —x por x. 


- Aplicación 6 


» Nota 
La gráfica de una función impar es siméti 
ca con respecto al origen de coordenada 
adas. 
y 
) A 
, 
| O X 
¡ 
É 
| va 
Í 
E 
1 
t 1 ] 
NA 
h y j 8) 
i Ñ ' 
, : 
| q 
l E 
1 y ] 
! 


: impares. 
Determine qué funciones son pares p 


L— fiy=x*-4 

IL gy=é+1 

II. hjy=e* 

IV. Pgy=c0sx; -210<x 521 


T 
Vo Ri) = tan 0<x E 


Resolución 
L f 169) =x? - 4 
Sustituimos x por -X- 
es 

7 tanto, f 
Notamos que f(-) 


Ao pa 10 


3 
ll. 8) +1 
Sustiluimos X POr —X. 
23 
> E) +1 


3 
897% +1 


Notamos que £(-.)*8(); además, o 

8048 (9; Por lo tanto, g no es función 
Ss 

par ni impar. 


Bea 
TIL. hy 
Sustituimos x por —X. 


(E 

> hy =e 
24 

hiy=e* 


x? 


Notamos que h_,¿=%(,), por lo tanto, h es par. 


IV. P(y=c0sx; tal que - 21: < x < 271 

Comprobamos si 

xa =x € Domf=[-21; 271]. 
En el problema 

xel-21,2] > —2T<x< 2x1 
Multiplicamos por (-1). 

-21(-1) > (-1)x > (-D2r 

¿T>-x> -2 > -x€l-21; 211] 
Notamos Que dicho ¡ 
él dominio, por lo 
Ción está cumplida. 


ntervalo coincide con 
que la primera condi- 


Lue a 
80, por reducción al primer cuadrante 
ds (-95c0s( 
> P 


=x)=c08x 
LysP py 


Por lo 

ta; 

se do COMprobadas ambas condicio- 
) Concluye que P 


] es una función par. 


Ro = 
Stay, talque 0< x 7 


0 pe 
"Probamos si 


edo (0,5) 
"2 


En el problema 
xe(0,) > 0<x<* 
2 2 
Multiplicamos por (- 1). 


0D > (2060 > as 


less > -xe(-5:0) 
2 2 


Comprobamos que dicho intervalo no co- 
incide con el dominio, por lo que la prime- 
ra condición no cumple. 


Luego, por reducción al primer cuadrante 
Ry =tan(-x)=-tanx 

> Risya=Rq 

Por lo tanto, se concluye que R no es im- 


par, ya que no cumple con la primera con- 
dición, y tampoco es par. 


JP ANÁLISIS DEL CRECIMIENTO Y DECRE- 


CIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 


Una función f es creciente en un intervalo / de 
su dominio si Vx,, xz € l, se cumple 
le) gi a 


La gráfica de una función creciente sube de iz- 
quierda a derecha. 


Ejemplo 


Y 
O de 
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5.2. FUNCIÓN DECRECIENTE 
Una función f es decreciente en un intervalo / 
de su dominio si Vx, xy € !, se cumple 

lo) > Ax 1 
La gráfica de una función decreciente baja de iz- 
quierda a derecha. 


Ejemplos 


Nota 

dni 

Una función Íque es siempre creciente o dle 
creciente Uundón monotona) en un mter- 


valo dado €s univalente en dicho interval 


O » PERIODICIDAD DE UNA FUNCIÓN 
6.1. DEFINICIÓN +4 

Una función f(,, Se denomina función perió- 
dica si existe un número constante (70), de 
modo que para cada x en el dominio de la 
función se cumple que Fx+1)=f(g; tal que (+7) 
pertenezca al dominio de la función. 


» Nota 

La definición de periodicidad solo se apli. 
ca a los puntos en los que se define la fun- 
ción. Claramente, si T satisface la igualdad 
fan=to eitonces cualquier aT: neZ, 
también lo satisface. 

Ejemplo 

para (m=2) 


an) kl ETT] = ml y 
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—<y 


se Pre r”p HF z 
6 2 DEFINICION 9 
AA 


UBEDA de 


El periodo (si existe) de una función e 
mero positivo más pequeño 7 que sati 
igualdad un=fo: 


sel nú. 
Sface la 


Ocasionalmente, el periodo más pequeño se 
denomina “el periodo”, periodo fundamenta] 
o periodo mínimo. 


EA 
:S TRIGONOMETRICAS 
Las funciones seno y coseno, definidas por 
sus reglas de correspondencia (f,=senx; 
f(¿y=C0SxX), son periódicas de acuerdo con la 
definición anterior. De tal modo, las funciones 
seno y coseno tienen periodo 2r. Entonces 
+  sen(x+21)=senx 
e  cos(x+2n)=cosx 


Asimismo, podemos establecer el periodo 
para las otras funciones trigonométricas. 


Las funciones tangente y cotangente tienen 
periodo rr. Entonces 
*  tan(x+T)=tanx 
.  cot(x+T)=cotx 


Las funciones cosecante y secante tienen pé- 
riodo 21. Entonces 

e  csclx+2m)=cscx 

.  sec(x+2n)=secx 


: ea 
gonométrica paña ; 
T, entonces la fun : 
son núme 


eriódicas 


Si f() es una función tri 
con un periodo mínimo 


8(9=0X£ mx) PD (donde a, b, my n 
ros constantes; a+0, m0) también esP 
con un periodo mínimo de 7/m. pe 
De lo anterior, a partir de las siguientes Si 

de correspondencia, podemos ca | 


respectivos periodos (7): 


y = sec2X > T = 


T 
y=cscáx > ie 
T 1 
¡=2tan3nx > T===-= 
pa 3T 


y=50s0 5) > pa tE > pe? 
2 3 


y=20so( m1) SS p-27 => Ted 


y=5see( x=") > p-27 
2 


2 
yz) _T 3T 
O 
3 
pan > T=2 


ES TÍ MÉTRICAS 
5 algunos casos comes : 
tación 7 
ale 
We el periodo de f 
] (9>=SENX+CcOsx. 
“Solución 


lossen y 
FCOS Y = senx+ sen[ 2 x) 


f 
E T 
¿Jos(2-) 


fo) = Vicos[3-x) 
TK(x) = Teosx = 21 


Aplicación 8 


Calcule el periodo de f(y=cotr—tanx. 


Resolución 
fu =cotx-tanx 


f “osx senx cosx-senéx  cos2x 
y [AAA AÁAÁA AAA =2cot2 
senx cosx  senxcosx 1 
-sen2x 
2 
T 
Mo => 


Aplicación 9 


Calcule el periodo de f,,, = cos= cos >. 


Resolución 
Verificamos las equivalencias. 


ko= a = co =f(x+21) 
ds 2 2 2 


Por lo tanto, el periodo de la función f es 21. 


Sea f(,, una función periódica con un periodo 7; 
(no necesariamente el menor positivo), y sea (y 
una función periódica con un periodo 7 (no 

pe . m 
necesariamente el menor positivo). Si a 
(donde m y n son números enteros y la fracción 
mín es irreductible), entonces la función f(7+8( 
es periódica y tiene un periodo de 7, donde, 


T=mT,=nT,. 


» Observación 
Este teorema no necesariamente calcula 


el periodo mínimo de la función ft 8. 


Aplicación 10 e 
Calcule el paioeos de f,) = 4sení q eo 


Resolución 
Planteamos faon=fo: 
x T XxX >) XxX Xx 
Ea 24 |=4sen=+Cc0s= 
> a50n( 4D) acos[5+= se 2 3 


Luego 


s sen(L+1)=senf 
3 2) 2 


En ==2mm > T=4nx;neZ 


( >) x 
e cos[2+=|=co0s= 
3 3 i 3 


> —=2mn > T=6mx; meZ 


Luego el valor de Y cumple 
+  T=41; 81; 1211; 161; 201; 2411; 28+,; ... 
*  T=6x1; 121; 181; 241; 301; ... 


Por lo tanto, el mínimo valor común será 24r. 


Aplicación 11 


Calcule el periodo de í,,, = sen— a Ex + Lan EX. 


Resolución 
Planteamos fi, 1)=f() 


nx TT nx TI 
=> sen a +2tan 124 =sen0tan E 


4 12 4 12 
Entonces 
e) 
e sen|—+— |=sen| — 
4 4 4 
nT 


> An > T=8n1 


nx an TX 
e tanl| —+— |=t = 
E 2) an) 


TT 
> a e > T=12mx 


Por lo tanto, el menor valor positivo para Tes 24r. 


6.5, FUNCIONES APERIÓDICAS 
A continuación se muestran aplicaciones de 


funciones que no cumplen con la definición 
de función periódica. 
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Aplicación 12 


Pruebe que la función definida Por 
lx) = COS x+ cos(V2x) no es Periódica 


Resolución 
Haremos la prueba con el método d 
do, es decir, supondremos que f es 
para llegar a una contradicción. 


el absur- 
Periódica 
Partimos de f+7)=f(5 Vx ER y consideramos 
T>0. 

> cosíx+T)+cos(V2(x+T)) = cos x+cos(V2x) 


Luego, para x=0 se tiene cosT + cos(y27) =2 
de donde se concluye que cosT=11 cosV2T=I, 


es decir 
T=2kmReZ* 


J/2T =2nn;n € Z* 


Finalmente /2 = ” lo cual es falso. 


Por tanto, f no es función periódica. 


Aplicación 13 , 
Pruebe que la función definida por f.,) =Senx 
no es periódica. 


Resolución , 
Para la demostración, emplearemos el método 
anterior, es decir, supondremos primero qué 
es periódica y encontremos la contradicción. 


: sT>0. 
Partimos de for=fay; VX€ R, consideremo 


> sení(x+T) =senx” (5) 


Luego, para x=0, se tiene 


+ 


sen(7?) = sen(0)=0 


> T=vVkn 


Para x = /2kr, reemplazamos ent ). 
sen(Zkr + /km) = seníV2kn) = =0 

+ sen(2kn+kn+ 2/2) = 0 

e sen(2kr/2) = 

> 2knWV2 =N; n eZ' 


Finalmente Y2 == zoo cual es una 


Por lo tanto, f es E periódica- 


OBTENCIÓN DE LA GRÁFICA DE LA FUNCIÓN SENO 

7» 0B de correspondencia de la función seno: y=senx 
la regla de 

Recordamos 


ara dibujar la gráfica de la función trigonométrica, construimos una tabla de valore 
[YES > 


s. Algu- 
s de valores se muestran en la tabla siguiente: 


Luego, P 
nos ejemplo 


| 0 | «JT 
y S | 
| ; : 6 d 3 2 A 


y) 


VA ; | ] 
0,00 0,50 071 0,87 | 1.00 | 0.87 | 071 | 0.50 000 


Trazamos los puntos resultantes en un plano cartesiano y los conectamos con una curva, y obtene- 
mos la siguiente gráfica de la función: 


yA 


> 


periodo: 27 
Enla grá A 0 z 
gráfica, tenga en cuenta que el valor máximo de la función seno es 1 y su valor mínimo es -1. 


la amplitud de la función seno 


barras (al igual que la función coseno) se define dividiendo entre 2 la 
tencia entre sus valores máxi 


mo y mínimo, entonces la amplitud es 1. 


Si de la función es la distancia (en el eje X) entre ciclos sucesivos. Así, el periodo es 2x. 
an ia 
eds A, de la función seno se hace evidente cuando se observa que a medida qa 
a gráfica se repite una y otra vez, continuamente oscilando alrededor del eje X. 
so UNICIÓN SENO 
e función seno ala aplicació i 
RR Plicación f definida por 


dd Fo=senx 
de 
tad Nes 


cir, es] 
a funci » . 
nes es x Su "Sn que asocia a cada número real x con el seno del ángulo cuya medida en 
*3U gráfica es la siguiente: 


y=sen.v 


periodo: 21 — 
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Propiedades 

* Sudominio es KR. 

+ Su recorrido es [-1;1], ya que el valor 
máximo que puede tomar el seno es l y el 
mínimo es —1. 

+ Es periódica y su periodo es 211. Por tanto, 
para estudiar el comportamiento de esta 
función basta hacerlo en el intervalo [0; 27). 

+ Es positiva en el intervalo (0; Tr) y negativa 
en (1; 270). 

+ Se anula en los puntos x=kT; ke Z. 

* Es continua en todo R. 

+ Esestrictamente creciente en 


ES 


á ; T 
+ Esestrictamente decreciente en E =| 


ld T mee 
e Presenta un máximo en X= ES y un mínimo 
3T 
en—. 


2 
+ —Esuna función impar. 


8» FUNCIÓN COSENO 
Se llama función coseno a la aplicación f de- 
finida por 

f.R=>R 


Xx > f(y)= COSX 


Es decir, es la función que asocia a cada núme- 
ro real x con el coseno del ángulo cuya medida 
en radianes es x. Su gráfica es la siguiente: 
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periodo: 2n—+ 


Propiedades 
*« Su dominio es R. 
» Su recorrido es [-1;1], ya que el valor 


máximo que puede tomar el coseno es 1 y 
el mínimo es -1. 


=> ——y 
., . 
Es periódica y su periodo es 21. Po i 
para estudiar el comportamiento p e 
función basta hacerlo en el intervalo (02 
;20. 
+  Espositivaenel intervalo] o z) U án, 
: E 3T 2 2 dll 
negativa en ( —; =) 
2.2 
+ Se anula en los puntos x = 3 +kmkez 


+ Es continua en todo R. 

+ Es estrictamente creciente en [r; 27]. 

+.  Esestrictamente decreciente en [0; 1], 

+ —Esuna función par y por tanto es simétrica 
respecto del eje Y. 

+ Presenta máximos en x=0 y x=21, y un mí- 
nimo en X=1. 


Ejemplos 

+ Se muestran la gráfica de Yy=C0SX y la gráfi- 
ca desplazada 2 unidades hacia arriba Co- 
rrespondiente a y=C0SX+ 2. 


1áfi- 
co" 


«sde y=seneyla8 


* Se muestran la gráfi q 
ca desplazada 2 unidades 


rrespondiente a y=senx+e: 


acia arriba 


y+o 
y=sená 


CON DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL 
9,2, 001 
Ejemplos 
Se muestran 
2 umi hacia la derecha 
cadesplazada 3 unidades 


la gráfica de y=senx y la gráfi- 


T 
correspondiente a y = sen x- | 


Para encontrar el desplazamiento, igualamos 


T y T 
a cero x- 7; es decir, x-==0, de donde 
3 3 
Ez mi 
5 Dicho valor es positivo, entonces 


el desplazamiento es a la derecha. 


Se muestran la gráfica de y=senx y la gráfica 


mo. 
desplazada 5 unidades hacia la izquierda 


correspondiente a y= sen(x + 2) 
6 


aenco 
trar el desplazamiento, igualamos 
a Cero X+ T 


ñ 
6' *S decir, x + ¿ =0, de donde 
e 


== Die 
El al ho valor es negativo, entonces 
p AZamiento es ala izquierda. 


— 


9.3. CON AMPLITUD 


Ejernplo 

Se muestran las gráficas de las funciones f,3 
y h cuyas amplitudes son 1/2; 1 y 3 unidades, 
respectivamente. Asimismo se presenta la grá- 
fica de la función y=-2senx, cuya amplitud es 
dos unidades. 


Se muestran las gráficas de las funciones 
opuestas f y g; dichas gráficas guardan simetría 


con respecto al eje de abscisas. 


).5, GRAFICAS CON PERIODOS DIFEREN- 


Ejemplos 
+ Se muestra la gráfica de la función f, cuyo 


periodo es T. 


+ Se muestra la gráfica de la función 3, cuyo 
periodo es 4. 


9.6. GRÁFICAS ASOCIADAS A LAS REGLAS 
DE CORRESPONDENCIA 

Sea y =Asenkx; y=Acoskx (R>0; Ax0) 

con amplitud |A| y periodo 21/k. 


Ejernplos 
+ Se muestra la gráfica de la función f con 
periodo 21/3, y amplitud 4 unidades. 
yA 


y¡=4c083A 


+ Se muestra la gráfica de la función g con 
periodo 4x, y amplitud 2 unidades. 


Se muestran gráficas de funciones con la 
misma amplitud y con distintos periodos. 


v=Asen2x 
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Asimismo, a partir de las Sráfic 
identificar sus respectivas reglas 
dencia. 


de COrrespon. 


Ejemplos 


Y 


de correspondencia 


de redla 


v=AseníBx+0C); y=Acos(Bx+C) 


Aplicación 14 


Grafique la función que tiene li 


correspondencia y = 3sen 2x=3) 


or regla de 


Resolución Mid 
Calculamos primero el perio2?: 


plitud 3 


es ta por 
Además, la función presen 


unidades. 


— 


—= 


gy desp! 
jando a Cero 


L rizontal lo hallamos igua- Por lo tan A z 
azamiento ho A to, la gráfica Obtenida es la siguiente: 


mi 
T 


Si 2774 q O Ñ 
4 


To. 
Luego el desplazamiento es a la derecha A unidades. 


la expresión 2x — 7 


forlo tanto, la gráfica obtenida es la siguiente: E 


1 
' 
1 
' a 
1 Ed 
1 4 
1 4 


A iodo: —_———_ y 
HA FA 


10» FUNCIÓN TANGENTE 
Se llama función tangente a la aplicación f de- 
an finida por 
pS f£D > R 
Xx => fiy=tanx 


Aplicación 15 


Crafique la función ti Es decir, es la función que asocia a cada nú- 
A9S 166 por regla de mero real x con la tangente del ángulo cuya 
Corespondencia y = q0os|2 x+ 21 ] medida en radianes es x. 
4 3 
Como la función tangente viene definida por el 
colación senx es , 
Calcul : cociente , el dominio de la función será el 
¿Mos Primero el periodo (7). COS X 
T= la 27 formado por todos los números reales, excepto 
TS 3”. aquellos en los que se anula el denominador. 


T 
=R- R/ c==+Rrr; kez) 
| Alemás, la función present ¡ NN ps e 
| A tads Por ampli aráfica esla siguiente: 
Ud 


Plaza e 
ento horizontal lo hallamos igua- 5 


rectas 
a, asintolas 


I 
1 
1 
' 
1 
1 
' 
' 
1 


a 
Cero la expresión 2x 4 2T 


— 
. 


ly 
g50 > re X 
3 p 
Luz 


A 


SPlazami 
tados, miento es a la izquierda 4 


451 


Propiedades 

* Su dominio es D. 

+ Surecorrido es KR. 

+ Esperiódica y su periodo es T. Por lo tanto, 
para estudiar el comportamiento de la fun- 
ción, basta hacerlo en el intervalo [0; 1], 
pero para conservar el método seguido en 
las dos funciones anteriores, lo haremos 
en [0; 21). 


3 
+ Es positiva en el intervalo (0 2)o(m) y 


2 
negativa en (z; Jul =e:2n) 
Z 2 
+ Se anula en los puntos x=k1T; k EZ. 
+ Es continua en todos los puntos de su do- 


minio y presenta una discontinuidad de 
salto infinito en los puntos de la forma 


x=5 + ReZ. 


+ Esestrictamente creciente en todo interva- 
lo en el que está definida la función. 

+ —Esuna función impar y por tanto es simétri- 
ca respecto del origen. 

+ Nopresenta máximos ni mínimos. 


11» FUNCIÓN COTANGENTE 
Se llama función cotangente a la aplicación f 
definida por 


FD > R 
x > fiy=cotx 


Es decir, es la función que asocia a cada nú- 
mero real x con la cotangente del ángulo cuya 
medida en radianes es x. 


Como la función cotangente viene definida por 


Ñ COS xXx 
el cociente 
senxX 


el formado por todos los números reales excep- 
to aquellos en los que se anula el denominador. 


D=R-¿[xeR/x=kn; keZ) 


, el dominio de la función será 


Su gráfica es la siguiente: 


YA 
recla = 


asintota 


e Sudominio es D. 

* Surecorrido es R. 

+ Es periódica y su periodo es r. Por tanto, 
para estudiar el comportamiento de la fun- 
ción, basta hacerlo en el intervalo [0; 1, 
pero para conservar el método seguido con 
las demás funciones, lo haremos en [0; 27). 

+ Tiene el mismo signo que la tangente. 


T 
+ Se anula en los puntos X = z +kmkeZ. 


puntos de su do- 
scontinuidad de 
de la forma 


+ Es continua en todos los 
minio y presenta una di 
salto infinito en los puntos 
x=kmkeZl. 

+ Esestrictamente decreci 
valo en el que está defini 

+ — Esuna función impar y Po! tanto es 
ca respecto del origen. 

+ No presenta máximos ni 


ente en todo inter- 


da la función. 
simétrl- 


mínimos. 


> GRÁFICAS DE -RANSFORMACIONES 


OTANGENTE 


me YA 


Y 


Veamos algunas aplicaciones- 


Aplicación 16 
Grafique y=2tanx. 


Resolución 
Primero graficamos Y A 
mamos, según sea necesarl0- 


Para graficar y=2tanx, M ses 
nada y de cada punto de la a nad 
por 2, y obtenemos las nueva 


forma y=2tanx. 


ca 


vestra el siguiente resultado: Hesolición 
Lagráfica M Primero debemos obtener la gráfica de la fun- 
yA | ción y=tan2x, la cual se muestra en la aplica- 
4 lana ción anterior. 


¡v=tana á á 
Luego, hallamos el desplazamiento horizontal. 


2x-E=0 => fal 
2 4 


2ooo--- 


Lo interpretamos como un desplazamiento 


horizontal a la derecha de a con respecto a la 


gráfica de y=tan2x. 


Por lo tanto, obtenemos la siguiente gráfica: 


Aplicación 17 
Grafique y=tan2x, 


Resolución - 
Primero calculamos el periodo de la función. 


1 1 7 3 


Luego, identificamos las rectas asíntotas 


verticales; por ejemplo, x = 


la 


1 
) 

“Y 
! 
1 
' 
J 
1 
1 
1 
1 
J 


El orá e 

!gráfico muestra el siguiente resultado: o 
yA Aplicación 19 m pe 
Obtenga la gráfica de la función y=2cot 2 


_—" 


Resolución 
Primero, calculamos el periodo de la función. 


T 
Paz 
3 


Luego calculamos el desplazamiento horizontal. 


3x-5=0 > x=5 


Lo interpretamos como un desplazamiento 
T 
horizontal a la derecha de E con respecto a la 


gráfica de y=2cot3x. 
Además, la gráfica presenta asíntotas verticales 


_T set 
EnX= Y ==" 
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T 
= -— Jen 
Acontinuación, graficamos y = 2cot (3x 0) 
T 
un periodo de 3 


T_T . 
¡ — fico 
Por ejemplo, en el intervalo (5 :) el gráfi 


muestra el resultado en varios periodos. 


a 


Nooo 


e 


13» FUNCIÓN SECANTE 
Se llama función secante a la aplicación f de- 
finida por 


fD => R 
x > fiy=secx 


Es decir, es la función que asocia a cada nú- 


mero real x con la secante del ángulo cuya me- 
dida en radianes es x. 


Como la función secante viene definida por el 
cociente 


, el dominio de la función será el 


formado por todos los números reales, excepto 
aquellos en los que se anula el denominador. 


D=R-[xoR/x=E 4 pr keZ) 


Su gráfica es la siguiente: 


y 
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5 

Propiedades | 

+ Su dominio es D. 

+  Surecorrido es R-(-1;1), 

* Es periódica y su periodo es 27. Po 
para estudiar el comportamiento 4 
ción, basta con hacerlo en el intervalo [0:25 

* Tiene el mismo signo que la función cn ' 


+ No se anula en ningún punto. e 
+ Es continua en todos los Puntos de sy 
dominio y presenta una discontinuidag 
de salto infinito en los puntos de la forma 


x= >+ kmT;ReZ. 
e  Esestrictamente creciente en CEN 


e.  Esestrictamente decreciente en 


E) E 2n| 
des q 


* Presenta un máximo relativo en x=1 y un 
mínimo relativo en x=0 y x=21. 


14» FUNCIÓN COSECANTE bs 
Se llama función cosecante a la aplicación/ 
definida por 
f£D > R 
x > f( 3 0SCx 


ocia a cada nú: 


¡ ión que as 
Es decir, es la función q del ángulo cua 


mero real x con la cosecante 
medida en radianes es X. 


«4aporel 
: inidap0 
Comola función cosecante viene defi 


¿5 seráel 
el dominio de la función se 


1 
cociente E 
senx , s reales, excep! 
formado por todos los número encia dor 
aquellos en los que se anula e 


D=R-[xeR/x=RT; keZ) 


Su gráfica es la siguiente: 


wa 


propied 


ades 
Su dominio €S D. 1 
recorrido es R=(=1; 1). 
. riódica y su periodo es 2r.. Por tanto, 
a studiar el comportamiento de la fun- 
ae i | 
Dn basta con hacerlo en el intervalo [0; 217]. 
Tine el mismo signo que la función seno. 
No se anula en ningún punto. 
Es continua en todos los puntos de su domi- 
nio y presenta una discontinuidad de salto 
infinito en los puntos de la forma x=k 11; k e Z. 
Es estrictamente creciente en 


3T 
pj] 
Es estrictamente decreciente en 
le z NES 2x) 
2 2 


Es una función impar y por tanto es simétri- 
ca respecto del origen. 


Aplicación 20 


Grafique y = eso 2x. 


Resolución 


Primero, calculamos el 
r- 27 _ 


Luego 


ericales; Por ejemplo, x = 


periodo de la función. 
on 


p identificamos las rectas asíntotas 


T 

l 2 y x=0. 

le me 

ES re Al Minimo valor relativo de la función 
"2% Máximo valor relativo es -1/2. 

Or lo tanto 


” Z 


A A 


Ss 


A 


Aplicación 21 


Obtenga la gráfica de la función 


1 
= osea + al 
2 2 


Resolución 
Primero, debemos Obtener la gráfica de la 


: 1 
función y = y sex, la cual se Muestra en la 


aplicación anterior. 


Luego, encontramos el desplazamiento hori- 
zontal. 


+ > x= E 
2 4 


Lo interpretamos como un desplazamiento 


; T 
horizontal a la izquierda de 7 con respecto 


1 
a la gráfica de y = y esc 20 


Además, la gráfica presenta asíntotas verticales 
A: 
enx=- E y Pr 


Por lo tanto, obtenemos la siguiente gráfica: 
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Matemática y música 


Al intentar comprender el mundo que nos rodea, se a hecho necesario incluir las matemáticas 
como un elemento que permita explicar algunos de los fenórnenos con los que nos vemos en- 
frentados o simplemente las usamos como una herramienta que nos da la posibilidad de desa- 
ir. Al misrno tiempo, las expresiones artísticas, en 
as matemáticas. De manera específica, 
n establecer algunas relaciones, como 

escusla, quienes estudiaron 
as cuerdas donde median sus 
ctivos sonidos. 


Por loianto, al momento deestablecerrela- in - 

ciones entre las matemáticas y la música, | VA VA AVVAVAVA TES 
que permitan generar una propuesia de 

eprendizaje, se destaca la modelación de | EXITO SINS B 
sonidos por medio de ondas, las cuales | 

e | 


s matemáticas pueden ser repre- | Wayoo DALIA portar, panas yv O 


métricas, y de manera más especifica por 
medio de la función trigonométrica seno. 


rrollar diferentes acciones en nuestro diario vi 
sus diversas representaciones, también ha 
encontramos en la música. En este sentido, se pued 


la naturaleza de los sonidos musicales haciendo 


2 
192) 
nd 
Dm 
JJ 
O, 
10) 
n 
to 
(99) 
Esa! 
mM 
= 
[ab] 
o 
so 
pan] 
= 
49] 
y 
o. 
e 
—) 
4») 
YN 
o 
>| 
= 
(D 
le 
o 
pa] 
(00) 
; 
6 
D 


las ondas radiales ya sean de AM o FM. 


. A a . ee y ; inital pará 
En la actualidacl, se está traspasando toda esta información musical a un sistema digital P 


poder trabajarlo con los sintetizadores y las computadoras. 


3 Era EE E ondien- 
En un sistema eléctrico o electrónico analógico, las magnitudes de los valores corresp 


ss EA : h y lan o cam 
tes a la tensión o voltaje eléctrico constituyen variables continuas, cuyos valores En 
bian continuamente, adoptando la forma de una onda sinusoidal o sinusoide que 4 «a, pOr 
de forma ininterrumpida a lo largo de una línea de tiempo. En un sistema electrónico digna Y 


, . . ., ¡ una seña ; 
-el contrario, solo existen dos niveles de tensión o voltaje. Por tanto, mientras que q son 
Sai ¡ inf ñal digi ss mismos valolé” 
analógica los valores son continuos e infinitos, en la señal digital esos M ncendido Y 


discretos y finitos, y se representan por dos estados: abierto y cerrado, O an ps 
apagado. Numéricamente, esos dos estados corresponden también con una cade 
(0) y unos (1), pertenecientes al código matemático binario. 


a de ceros 


Matemática y" 
ematica.blogó 


Adaptado de ' 
En <http://mateandoconmat 


AR AN 


Problemas resueltos 


problema 1 


petermine el dominio de la función f, cuya re- 


gla de correspondencia es 


1 
Ne las az 
[y =V2sec E 4; ne 


Resolución 
Analizamos la función f. 


2 my, 1 
f,) = V25ec (2:-5)+. 


Debido al operador secante, establecemos que 


el T 
2x-=+(2n+1)= 
Xx a (2n a 


Problema 9 


D . 
etermine el rango de la función f. 


co. 
ho z id 
COS x +2 


solución 


alizamos la función. 


hy 298 x 4 3 
Cosxy371+1 


AER 


EA 
+1 


9) 


Debido a que 
xXER > -1<cosx<1 


Formamos (*). 
=l <cosx< ] ) 


9 


l<cosx+2<3 


1 1 q invierte 
2 
Ccosx+2 3 Vi 


+1 
A 
Cos x+2 3 


fx) 


Problema 3 
Calcule el rango de la función f definida por 
fy =tanxcotr+cos!x-sen'x 


Analizando la expresión tanxcotx, deducimos que 


xÁ (a. neZ 
Reducimos fi). 
ky=l (cos?x — sen?x)(cos?x + sen?x) 
O COS2x j 
f(y=1+c052x 


Debido a que 


xe (2) > 2x2(m) 


Luego - 
=1<cos2x<l ) 
+1 
0<1l+c0s2x<2 
(0) 
0 <fu) <2 


Ranf=<0; 2) 


Problema 4 
Dada la función f(,,=Atan(Bx); B > 0, calcule 


AXB si el punto E a pertenece a la gráfica 


de T 
de f; además, su periodo mínimo es E 


Resolución 
Sean los datos 
*  f(y=Atan(Bx); B>0 (D 
1.3 
—i— |ef Il 
a) 00 
me A 
. T== HI 
ñ (ID 


Recordemos que B > 0. 


kz =AtanBx > T=; 
De (IID 

T= =7 > B=4 
De (ID 


NE Ja er 
O A f: = —= = 
Cr )e y=Atan4x 6 a 


*x y 


1 2 
AxB=-(4)= 
¿e 3 


Problema 5 


Determine el rango de la función f definida por 


f=cot'x+6|cotx] 


Resolución 
Sea la función 


fey=cotéx+6 | cotx| (+) 
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» Recuerde 
de R: lalóza? 

En (+) 

foy=1cotx|?+6|cotx| 
Completamos cuadrados. 

gs [cot xl? + 6lcot x|+9-9 

 _—ÁKÁÁ_Á_Á__—_— o 
fk=  (cotxl+3Y  -9 


Hallamos la variación de f. 
|[cotx| >20, VxeR-(nakneZz 


Le sumamos 3. 
|cotx|+3 > 3 


Elevamos al cuadrado. 
(lcot xl +3)? > 9 


Le sumamos (-9). 
(lcotx1+3)-9>0 
—_—_—_—_ —__—_—_ 

Kx) 


—+ fi92 0 


Ranf=[0; +00) 


Drahlama £ 
“roblema 6 


En una playa, una persona toma el sol enla ce 
sición P y observa que las olas llegan a la de 
después de minutos, de tal manera que la 
tancia p metros; que va del final de la po 
agua al punto P, está dada por p=3sen(f ani 
Si en un intervalo de una hora, el a oli- 
cuenta 40 ondas completas que llegan 2 a | 
lla, calcule el valor de n. 


da del 


Resolución realiza 
De los datos del problema, la onda 


40 ciclos en 1 hora. he 


Icular la 


Planteamos regla de tres para Ca 
cuencia. 
40 ciclos => 60 min 
xciclos => 1min 
> x=2/3 


A 


ia es 2/3 ciclos/min. 
ja frecuencl 
Luego, 


» Recuerde 


í :] reriodo 
ri] vciproco de [ 
e a es el! 
ecuent 


Lal 


Entonces el periodo es 3/2. 0) 
También el periodo (T) lo calculamos de la 
a 
ecuación p=3sen(nri) +5. 

22 ló 

mon 


Problema 7 


La cantidad de contaminante de dióxido de azu- 
fte, procedente del calentamiento de los com- 
bustibles lanzados a la atmósfera en una ciudad, 
Vara estacionalmente. Si el número de tonela- 
das de contaminantes liberados en la atmósfe- 
ra durante la semana n después del 1 de enero 
Para una ciudad en Particular está dado por 

A) los 0<n<104 

determine á 

en qué semanas ocurre | 

Contaminación. ll 
Resolución 

¿da la función 


A) a 15+ cos MT 


26 
Esta a] 
Canz Ls 
la Mayor _ máximo valor (es decir, ocurre 
co Mn nación) cuando 
08 2 1 
26 
none 
E 
ger, 
n 
, Mm 52 
o BA n=104 


Por lo tanto, la mayor contaminación ocurre en 
las semanas 52 y 104. 


Problema 8 
Determine el rango de la función f definida por 


fo =42+tanx; e 
(x) 4 4 


Resolución 


Sea la función 


Como = <x <= y f¡(y=tanx es una función 


creciente 


> Yes < fl) < 8 
4 4 


t ( =)<tanx<tan[ E) 
ia 4 


=1l <tanx< 1 


Sumamos 2. 


l1<2+tanx<3 


Extraemos la raíz cuadrada. 


1</2+tanx < /3 


Ranf=<(1; 3) 


Problema 9 


Calcule la suma de periodos mínimos de las 
siguientes funciones: 


fa) =2sen3x 
8(1)=1+c054x 
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Resolución 

Calculamos los periodos mínimos de cada fun- 
ción a partir del criterio práctico. 

*  f(y=2sen3x 


21 
== 
>o 1 3 
8(1)=1+c054x 

27 Tn 
To ==== 
2275) 


Sumamos los periodos obtenidos. 


+= 


T, +T E 


Problema 10 
Sea T el periodo mínimo de la función real f 


definida por hy) = tan[3x - =] 


Calcule Je + =) 
20 10 


Resolución 


Calculamos el periodo mínimo 
por el método práctico. 
T 


3 


de la función f 


Luego, reemplazamos 7 en (E + so) 


Ti 3x1 
N=+¿Ly 2 |. p[ 3n 
ll (ás ] (E) 


Finalmente 


Problema 11 
Calcule los puntos de discontinuidag de la 


a T 
función hy) = tan (senx + Cos x). 


picrtusias 
esoluci( 


De la definición de la función tangente 
y=tanx > xzx(29%k+ DS kez 


a 


e 


> FÍsenx+c0sx)>(2k +1 A 
Z 2 
senx+cosxx2k=1 


Senx+Ccosx+i1l;+3;25;... 


>» 


Luego, en senx+cosxz++ 1 
aplicamos valor absoluto. 


|[senx+cosx| +1 


Elevamos al cuadrado. 
5 » 
|senx+cosx|*(1) 
l+sen2x+1 


sen2xx0 


o» 


| 


Finalmente 
2xx%nr 


Por lo tanto, el dominio de 


T 
kx) = tan ¿(senx + cosx) 


es xeR (5) nel, 


dsád: 
:ooptinuida 
donde (ua son los puntos de discon 
2 


—Ñ 


il 


problema 12 


ión f, cuya regla de 
4 uestra una función f, 
ze dc rolejas es fy=A+Bcsex. Calcule 4, 


corres 


Resolución 


De la gráfica 


los v fy25 


Por teoría 


SSI y esex> 1 


Hallamos la variació 
Bescx < 


n de fo: 
=B y Besex> B 


Sumamos A. 


A+ 
HBosex<a-B v 4+Bescx >A+B 


ls) SA-B 


v ft) 2A+B 


0 


(ID 


Problema 13 


; T. 3n+1 
Sielpunto | E, 30 Jpertenecealagráicado 


la función f(y=senx, calcule el valor de n. 


la 


Resolución 


Debido a que el punto (E > z 3 pertenece 
n _ 


A f(,), Teemplazamos en ho 


ky) = senx 
=_— 
3n+1 T 
= sen— 

2n-1 6 
3n+1_1 
2n-1 2 
6n+2=2n-1 
4n=- 
ne? 

24 


Drahlama dA 
FTODIGMA 1: 


' Halle el área de la región sombreaba. 


Resolución 


Sea S el área de la región sombreada. 


En la gráfica 
f(¿=2C0SX 
> paa y T=21; donde Á es la amplitud. 


WA —— 


Finalmente, podemos observar 


S=2m u? 


Problema 15 


Un niño juega con un yoyó, el cual está unido 
a una cuerda elástica. El yoyó se levanta y cae 
sobre su posición de equilibrio, de modo que 
la distancia vertical, en centímetros, por enci- 
ma de su posición, en el tiempo f segundos, 
está dada por y=-40cos(t). ¿Después de cuán- 
tos segundos el yoyó alcanza por primera vez 
una altura de 20 cm por encima de su posición 
de equilibrio? 


Reselución 
Por dato del problema, el yoyó alcanza la altura 
de 20 cm, es decir, y=20. 


> -40cost=20 cost==> 


21 : 
Luego, EA s es el tiempo cuando el yoyó 


alcanza por primera vez la altura de 20 cm. 
Por lo tanto, el valor de £ aproximado es 2,1 s. 


A continuación se muestra la gráfica de 
y=-40cos(e). 


yA 
104 
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Problema 16 


Un terremoto subterráneo desencadena un 
evento de tsunami en el océano, de tal forma que 
la altura A, en metros, de la ola, por encima del 
nivel del mar después de £ minutos, está dada por 


TÚ 
=12tan| — |; donde 0 < f < 48. 
h an( 2) onde t<48 


I.. ¿Después de cuántos minutos la altura de 
la ola del tsunami alcanza los 12 metros? 

IL. Si la gravedad del tsunami se atenuó des- 
pués de 48 minutos, ¿cuál fue la altura al- 
canzada por la onda? 

II. ¿Cuál es la compararación de esta ola con 
la ola del tsunami más alta (40,5 m) que 
ocurrió en Japón en el 2011? 


IL. La altura de la ola alcanza 12 m 


> h=12 
Luego 
mu q) 
12=12tam 2) > tan E 
EE qu _1 > t=36min 
144 4 


ocurre 
IL. La altura alcanzada por la onda 


para =48, es decir, 


a R 
= =12tan 
h 12tan 144 3 


dos 20,8 M: 
Por lo tanto, la altura máxima es 


la 
9,7 m, 
de 1 1 


III. La ola más alta obtenida MI ón con 


4 araci 
cual es más baja en comP 
ola del tsunami japonés: 


| , 


na 


2117 Problema 18 
oblem 7 
j e orama adjunto muestra la sección trans- Cada vEZ que pulsa nuestro corazón, la presión 
Lai un soporte de cinta con un orificio sanguinea primero aumenta y después dismi. 
tn vés de su lado, la cual está limita- nuye en la medida de que el corazón descansa 
gula definida por la ecuación sulte Una pulsación y otra. Las presiones san- 
da por una curva de Suineas máxima y mínima reciben el nombre 
de presión sistóli tán 
Fe |+b, donde h, en cm, es la altura presión sistólica y diastólica, respectiva- 
h= asen E ? mente. Las lecturas de presión sanguínea se 
escriben co istóli iastóli S 
la curva por encima de la base del soporte a mo sistólica diastólica, Y, además, 
dela dedak Ú Una lectura de 120/80 se considera normal. Si 
ladistancia de x cm a lo largo de la base. Usan- 


do la simetría de la curva, calcule el área de la 
sección transversal sombreada en el diagrama. 


ona está 
dada por la función P(y=115+25sen(160r.£) 


mmHg (milímetros 

de mercurio) en el tiempo £, medido en minutos, 

l. halle el número de pulsaciones por minuto. 

II. halle la lectura de presión sanguínea. 

IT. ¿cuál es la comparación de la lectura obte- 
nida con la presión sanguínea normal? 


. A e 
mnesolucion 


Í... Calculamos el periodo (7) para 
Pw= l 15+25sen(1601.£) 


21 1 


Resolución 


Deacuerdo al gráfico, el periodo (7) lo hallamos por 1607 80 
- . , . 
] e + 1210 Por lo tanto, su frecuencia será 80, es decir, 
5 realizará 80 pulsaciones por minuto. 
á la presión sanguí- 
Trasladamos áreas para calcular el área bus ca- IL. Para hallar la a a E a g 
da (S) por diferencia de áreas. nea, buscamos la vari 0: 
E Partimos de 
“deci al área del rectángulo formada le res- -1 <sen(16015) < 1 


t z 
amos e] área de un círculo. 


Multiplicamos por 25. 
del rectángulo: 10(4,5) -25 < 25sen(160n) < 25 


"Área de] Círculo: (28) Sumamos 115. 
2 


90 < 115+25sen(1601.£) < 140 


Luego > 90<P()<140 
$345. E Por lo tanto, la lectura de presión será 140/90. 
16 
G 4s alta de lo normal 
"$49, em? IL. La lectura 140/90 es más alta 
(120/80). 
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Problema 19 

El delgado disco de plást 
el gráfico adjunto, gira a 3 revoluciones por se- 
gundo, comenzando en 0. Si el disco tiene UN 
radio de 3, calcule el valor de la ordenada en la 
escala Y de la posición de la sombra de la pe- 
queña bola de acero B para t=1/18 segundos. 


ico, que se observa en 


Resolución 
El disco gira 3 vueltas por segundo, entonces 
en un tiempo (, el ángulo que gira es 6. 
3Qm rad > 1s 
68rad > fl 
> 0=6n! 


Luego, la ordenada del punto B proyectado 
será igual a 3sen0, es decir, 
y (y =3sen6r! 


Finalmente, para [ = A 
18 


1 T 
-350n[6nx >= ELA 
y 18 3sen 


3 
Por lo tanto, la ordenada en la escala Y es 343 
a" 
Problema 20 
Construya el gráfico de g,,, = sen4x 
cos*x —sen?x| 
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Resolución 
Primero, simplificamos la expresión con apjj 
cación de las identidades fundamentales 
2sen2x cos2x 
>, 
Ñ sen4x 
(1) = 
(cos? x- sen? x)lcos? x + sen? x) 
A A 
cos2x 1 


2(,) =|25en 2xl; donde cos2x 0 


T 2 
> x neto ReZ 


Por lo tanto, la gráfica resultante es la siguiente: 


Opcionalmente, de la gráfica se tiene 


Domr=R-[ne22) Ran =[0;2) 


TO me sa E a SE] 
Drahlama 91 
Problema 21 


Calcule el dominio de la función 


Í )=log(sen2x-tanx); x € (0; 7) 


Resolución atmmica, $e 
./ , 
Para la existencia de la función logal 
cumple que 


sen2x-tanx > 0 


(5) 


> sen2x > tanx 


camos ambas funciones. 


Luego, graf 


tesolución 


Calculamos el periodo de f(y=tan(Bx). 


_T 
B 
Hallamos los puntos de intersección de ambas T T T 
ñ . > —=-|--=|=-— > B=2 
gráficas, para lo cual igualamos 4 4 B 
sen2x=tanx 
e Luego, me po asíntotas de f(,, = tan2x 
COS xXx De apo LE. O 
senx(2c0s?x - 1) =0 22 2 2 
nn 37 51 
senxcos2x=0 4 , A 3 4 , 4 , 
> Senx=0 v cos2x=0 
x=0m y y. 2. 3n En la gráfica 


44 


Ento : 
nces, el conjunto solución de (*) es 


ajo: a7) 


Por lo 
t 
anto, el dominio de la función 


e en2r tamy es 
"loo, 3 : 
; 2d Por lo tanto, el área de la región sombreada es 
1 T 
Pr s=2(n-2)05) 
lema 99 a 3 
Alule 
elá 
“ea de la región Sombreada 4 Es Y3 


4 
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Problema 23 


Halle el rango de f. 


ko Jlcos3x- cos9x)(sen9x-2sen3x)sec9x 


Resolución 
Reducimos f(y)- 


lay" QsenGxsen3xlsen9x-sengx-sendalsecóx 


fy=sen6xsen3x(2cos6x sen3x—sen3x)secox 
f¿=sen6x sen3x(2c0s6x-1)secgx 
fy=2sen3x cos3xsen”3x(2c0s6x-1)secgx 
fy=2sen93xcos3x(2cos6x-1)secgx 

foy= 2sen*3xcos9xsecgx 


Luego, del problema se cumple que cos9xx0. 


> dx + (2 +05 kReZ 


3x + (2k + DE (+) 
> f(y=2senv3x 


De (*) 
sen3x*+1;+1/2 


Finalmente 
-1 <sen?x < 1; senxx++1/2 


Multiplicamos por 2. 
-2 <2senx < 2 


Ran()) =(-2; 2)-(+1/4) 


Problema 24 


Dada la función f definida por 

Lo = 

6d” + sen2x /1-sen2x” AE 
halle el rango de f. 


Resolución 


De la función f«y 
1 


A 
2) 2 
y(cosx +senx)” — (cos x - sen x) 
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sb x e (2+05 


—— 


1 


E 
6) leosx+senxl-Icosx - sen x| 


Luego, consideremos 


> Pel 
4 


(D 


y2 (1 


Por lo tanto, de (1) y (ID se concluye que 
2 
Ranf = ES + -) 


3 roh 25 
Problema 25 sol 


Las de f y= ce xl 
Halle el dominio y el rango de 1(x) " |escx 


Resolución no está defin'- 
Se sabe, por teoría, que la secante 


ma 
da para arcos que adoptan la for 


(Or+DE; ReZ 
2 0 


¿44 par 
te no está geñinida P 
nte , 


RE 
forma RT; k (1D 


Asimismo, la cosecal 
arcos que adoptan la 


> xk (keZ) E 


», de ( (1) y (1) se concluye que 
Luego, 
R- di kr]. keZ 
MS E 9 p 


ke 
+ Domí= R-= le Pr heZz 


finalmente, hallamos el rango. 
, SixelC vxellC — cscx>0 
|escx]|=csex 
secx 


2 hy CSCX 


1 


fp= Y > f,)=tanx (ID 


sen Y 


* SixellllC vxelVC => csex<0 


Jesex|==csex 
af. Secx 
Y Tescx 
l 
los EE > hy =-tanx (1V) 


senx 
RT 
A > tanxz0 


R 


Pe A ) y (IV) se concluye que 


Problema 26 


Re ri 
Presente el gráfico de la fun ción 
8 = [EX cos x 
Senx 


Mel intervalo (> Tn. 3n 
Y 


+1 


pación 


£S de 
fo eg raficar ' 
'ma A más simpro -'SMmos la función g£ auna 


1 
A 
8) =|20s y “COS x 


Mis 0 Sn 
Ll seny | +1 | costa 
E COS xsen x 
81 Mx ser 
“Sxsepz [+= ltan x]+1 


lat 
donde senxcosxr0 > xy. XENA 
2 


T a) T 
A er ad ie: 
2 2 2 


Por lo tanto, la gráfica es la siguiente: 


Problema 27 


X —_ 
Del gráfico, calcule 


>| 
=3senx—|senx| 


Resolución 
Sea la función f(y)- 
fq)=3senx- | senx| 


Hallamos los valores de X; y X2. 


Para esto, f()=1 
=> 3senx-|senx|=1 


Como0<x<r 

> 3senx-senx=1 
2senx=1 
senx=1/2 


Luego 


a=2; X= "7 
6 6 


Ahora, calculamos Xz y Xq 


Para esto, f(,)=-2 
> 3senx-|senx|=-2 


3senx-(-senx)=-2 


4senx=-2 

senx=- 1/2 
Luego 

pa TT. x _ lx 

A 

X4=X _9n 

X3 — Xa 6 
Problema 28 


En la siguiente gráfica, determine las abscisas 
de los puntos Á y B. 


Resolución 


Las gráficas que se muestran tienen por regla 
de correspondencia 
hs feo sen3x 


*  8(9y=Senx 


Las abscisas de los puntos A y B las hallamos 
igualando f,=8 (x)- 
=> sen3x=senx 


sen3x-senx=0 
2cos2xsenx=0 
cos2x=0 
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an 2x=(2 +15; keZ 
T 
x=(2k+1)= 
4 
Luego, para R=1, se obtiene la abscisa del 
e 
punto B, es decir, E 
Finalmente, para R=-2, se obtiene la abscisa 


del punto A, es decir, E 


Calcule el área de la región sombreada. 


1) 
=l 


us 


E cción de 
Ahora, hallemos los puntos de intersé 


ambas gráficas. 
2sen3x=2c0s3x 
tan3x=1. 
T_T 
> 30 =q: 4 
2,5 
“2 
Luego 
2.45) 
six= > y=12 > al 
50,4) 


oí 
six=> > y =-42 di 12 


. 


Xx 


nn 


os el área de la región 
, te, calculam 

Finalmente, 

sombreada. 


Ñ 5-02) 7)- =V2 


Problema 30 


Determine el rango de la función f definida por 


2c05XC0S2X +COS7X 
Ly A 1 
cos3x 


Resolución 
Dela función fa) 
he 2C05XC0S2x +c0s7x 


++ 1 
di cos 3x 


Festá definida en R si y solo si cos3xx0. 


50 On; neZ 


Xx (041 
6 


"80, simplificarnos la función £. 
fig = Los (x+2x)+ cosíx-—2x)+ c087x 
Cos3x 
fi) = 2253x + (005 x + cos 7x) 
Cos 3x 
ys 34 2c054x cos3x 
C0s3x 


C0s3x 


+1 
Á 


152420054 y: xx (29497 


A 


12005 y 4x + (2n+ y 


Sabemos que 


=1< cos4dx< l; dr E 21; 20%, 


Multiplicamos por 2. 
-2 < 2c0s4x < 2 


Sumamos 2. 
0<2+2c054x<4 


Finalmente 
(0) < fiy< 4 
Ranf=[0; 4) 


Problema 31 


A X¡X9 + tan x, tan x. 
Del gráfico, calcule ARATAAZA 


X+X ds 
1 2) 


asintota 


Resolución 


En el gráfico 


FI 


A 
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Del gráfico, los triángulos sombreados son se- 
mejantes. 


T 
tanx “2 9 
> 
T an Xx 
co AS 


T T 
tan x; tan Xa = ( o xx a. z) 


4tan x, tan x, = (1 —2x)(2x, - 1) 
4tanx; tanxo=2mx3+ 210x102 -4x,Xo 
T 

4 (tan x, tan xp + x1Xp) = 203 +X9- z) 
X¡X2 +tanxtanxo _ T 
oo a a 
XxX +x9-+ 
Problema 32 


Calcule la suma de abscisas de los puntos de 


intersección de las gráficas de las funciones 
definidas por 


f(y=tanx; 895 tan2x+24/3; xe(0,5). 


Resolución 
La intersección se da en la igualdad. 
> fu078() 


tan x = tan2x + 2/3 
tan2x — tan x =-2/3 


2t 
e - tan x =-2/3 
1- tan 


Al efectuar, se obtiene 
tan? x — 2/3 tan? x + tanx+24/3 =0 
(tanx - /3)ltan? x- 3 tanx - 2) = 
Finalmente 


* tanx=43 > == 


* tan?x-Btanx-2=0 


tanx = Ei 
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> x= actas 24) 


Por lo tanto, la suma de las abscisas será 


(Et) 


— e arctan 
3 


Determine el rango de la función 


4sen?xcos?x 


Lan 
ee (senxcosx + D(senxcos x -1) 


Efectuando en f, tenemos 
4sen?xcos?x 
A 
senéxcostx-—1 
(en el denominador se utilizó diferencia de 
cuadrados) 
1 Y 
Como 0 < sen*xcos*x < A (*) 
a (sen?x COS ox - 10 
entonces f está definida V x € R. 


2 


Aena dl l sen?2xcos?x - ] 


*), 


a del 
Ahora, formamos la función f a partir de 


Sumamos -1. 


2 


1 
0-1<sen xcoste-157! 


2 


-1<sen xcosóx-1%-7 


4 
A E 


sen?xcos?x=1 


¡ ualdad 
Cambiamos el sentido de la desig 


1 -1 
a 


3 sen? xcos? eel 


—Ñ 


ena E 


Extraemos raíz cuadrada. 


1. 
sumamos 1 
4 5-41 : 3 
e cos? x 1 V2 5/2 +sentxcosix 5 
l 
Ur 90 
e xcos tx —1 


Multiplicamos por 2. 


yiuliplicamos por 4. 242 < 2/2 + sen?x cosóx <3 
Led l+ 2 2 ] <0 
3 senéxcos*x 1 Sumamos 3. 
4 
+ 359 50 3+242 <342/2+sen?xcos?x <6 
4 » 
:. Ranf - o Extraemos raíz cuadrada. 
434242 < 43+2/2+sen?xcos?x < 6 
Problema 34 > N2 +15 fa) 6 
Halle el dominio y el rango de la función £ cuya 
regla de correspondencia es se HERO [42 + v6] 
ly =Wlesentx + J1+ cos?x Probl dé 
rroblema 35 
Resolución La temperatura, de 8 a.m. a8 p.m., en un día de 
a función f, se observa que aparecen funció: febrero se muestra en la gráfica adjunta. Si Tes la 
. coseno; sabemos que están d efinidas temperatura en grados celsius a las f horas a par- 
E de emás, los radicales no afectan el domi- tir de las 8 a.m., calcule los tiempos durante el 


que Itsentxs0 » l+cosóx>0; Vre R. 
Elevamos fal Cuadrado. 


p ml DA 
02 senta coso 

f == 
o aa 


» 


día en que la temperatura supera los 32 grados. 


*uerdo 

l 
| ¿SON COS y < 1 ( ») 
2 9:20) 
(0, 20) (12; 2 


Resolución 
Sea Ty =Asen(Br+C)+D. 


Calculamos el valor de 4. 
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También el máximo de Tes 36, entonces D=28. 
21 
Además, el periodo es 12; entonces 3 =12, 


T 
pel 
ds: 


Luego, T(¿, = 8sen( Es + c) +28, 
Se observa que el desplazamiento horizontal es 3. 


== Duc 13 
6 T 


T 
6s- 
> 2 


Finalmente, 7(¿, = 8sen( Za —- z) + 28. 
De la condición del problema 


Ty >32 > sen Z-2)>1 > 8>t>4 


Por lo tanto, la temperatura supera los 32 “C 
entre las 12 m. y las 4 p.m. 


Problema 36 


Del gráfico, calcule el periodo del cosenoide 
si el área de la región sombreada es 3 u?; ade- 
más, MNPQ es un cuadrado. 


Resolución 
Sea /l el lado del cuadrado. 


(2 3 u? => l= 43 u 


Luego, el periodo de la ecuación y=2c0sBx es 


5) (%) 
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En la gráfica 


Del gráfico, el punto o(: - > -) pertenece ala 


cosenoide, entonces, evaluando en la ecua- 
ción, tenemos 


Tm 0 
—(= 2cos B| E->) 


=> 4135 2009/14 a) 


Reemplazamos en (*). 


T = 2(343) = 643 


Dnmtala rea 27 
ProdIema 34 , 
rres 
. la de CO! 
Sea la función f definida por la 1e8 


pondencia f(,)=secx+tanXx. 


Six € (=, zm, halle el rango de fo 
2 , 


Resolución , 
Transformamos la función /- X 
tan 
= XxX + _—— 
fo 2Ec% 


T (5-x) 


» pecuerde 


identidad de arco mitad 


e =cscU+cot O 
2 


TX 
> (9 = col 172 
Además, 


mE 
(y =tan 153 


Ahora, del dato formamos (+). 


Sea ze <x<2m. 
2 
a 1 
Multiplicamos por 7 
Xx 
—<=<xf 
2 


T 
Sumamos 7 


8, 


Fi dE 
Inalmente, veamos el siguiente gráfico, donde 


se presentan los valores de _ 


> man 7+ 2) tan Y 
e E 


D< 


IN | 


T 
+=; - 
a luego obte 


Memos los valores de 02 + z) 
A 


Problema 38 


Respecto a la función f(y=tanx—cotx, señale 
la secuencia correcta de verdad (V) o false- 
dad (F) de las siguientes proposiciones: 

Il. Domf=R-(najineZ 


IL. Ranf=(-oo; +00) 


; 3 
II. Sixe (o al entonces fi < 2. 


, TT 
MW. Sixe (5 2), entonces 69 22. 


Resolución 
Simplificamos la función f, 


f(y=-(cotx-tanx) =-2cot2x 


Graficamos la función f¿,, con periodo 7 = > 


Para lo cual, el coeficiente —-2 hace que en la 
gráfica de la función y=cot2x se. reflejen todos 
sus puntos respecto al eje X. 


e 
e IT 9” 2 


. ro- 
Finalmente, revisamos la veracidad de las p 


posiciones. 


IL Domf= a (15) 


IL Ranf=R > Ranf=(->>; +90) 


Redefinimos f por cuadrantes, 


IIL. En el intervalo de (o; a la gráfica de f(y 


1 
está por debajo de la recta y=2, entonces Jo otx +tanx) sixelc 
hy 2. 1 
de 5 (cotx—tanx) six elle 
fa) = de 
Xx 
IV. En el intervalo de (e: -2) la gráfica de -—(tanx+cotx) six € IC 
238 v2 
f,) está por debajo de la recta y=2, enton- (cota -tanx) six e IvC 
ces fly) < 2. 
Por lo tanto, la secuencia correcta de la veraci- | » 


dad de las proposiciones es FVVEF. ldentidades de arco doble 


Construya el gráfico de f, siendo E 
Entonces f queda definido de la siguiente 


4 cosx__,  senx 
= manera: 
6) Yi=cos2x Vl+cos2x 


/2csc2x six elC 

4/2 cot2x si x e IIC 
dota 4/2 0sc2x si x e MIC 
e  2sen“x=1-cos2x 4/2 cot2x si x e IVC 
e 2Zcosx=14+c082x 


Graficamos f en (0; 21) y obtenemos 
Tengamos presente que 


cos2x%+1l YA 
— eráfica de f E 
> 2xx%kn;keZz GO 
RT ¿lr ¡ | 
xX*— 
2 


Luego, de la f(,) 
ES , Senx ) 
(0) 7 AAA E DA 
y2sen?x  yY2cos? x es 


; > a 
60” Y2Ulsenxd - [cos xl 


474 


A— 


problema 40 


". 4 
se define la función ftalquef. R*>R 
Ss 


1 | pl 
mediante fix+a) o lo Los 


2 
donde a>0; Vx> 0. 


Demuestre que Fes periódica. 


Resolucion 


Sea la función f 


E 2 
l+a) E 3* lo E ko 


Del dato Y x > 0 


2 
> lit 20 


l 1 
> ho) 2g > ho 23; Yx>0 


Además 


1 r 
a 2 
loc+2a) E 2 + Jia) E Md) 
; 1 
(x+2a) = 2 + Vxra) ( _ e) 
l ly 2 ly 2) 
Uoe+2a) a ze (2 Lx) a JE (69) a) 


1 1 
h+2a) = 3 + [£z) — z 
1 


fr2a=fw 


Por lo tanto, fc... 25) =f(,) lo cual implica que Fes 
periódica con un valor para T=2a, (T > 0). 
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Ñ 


Test 


Calcule el rango de la función f definida por 
f(9y=2senx+3 


A [1,4] 
D) 10; 4] 


B) [1; 5] O [2;5] 


E) [0; 5] 


Determine el dominio de la función f si 


kz) = y costx -1l+senx 


A) [xeR/x=kmReZ) 
B) [xeR/x=2km, ke Z) 


O (xer/x=8h:keZ) 
D) (rer/<=0r+05 207] 


E) [xeR/x=4km keZ)] 


Calcule el rango de la función f si 
foy=4c0s%x+3 


A) [2,7] 
D) [2; 6] 


B) [3,7] Cd 1,7] 


E) 13; 6] 


Obtenga el dominio de la función f si 


2 


E 1 
(0) 32 +COS Xx 


sen*x—1 


A) (rer/x=(0+052e2] 
B) (xeR/x=knkeZ) 
C) lx eR/x=2km; k e Z) 
D) Lx eR/x=(2k+1m,keZ) 
E) R/x=p". ] 

x€ /x R5iReZ 


Calcule el máximo valor de 


faz) = sen(x + 2) + sen(x - z) 
4 4 


/2 
A) EN B) 1 O Y 
2/2 2 No] 
DE de 


Calcule el rango de f,,,=6senx-8sen*x,. 


A) [-3; 3] 
D) [-5; 5] 


B) [-44] 0) [-22] 


E) [0;3] 


Calcule el mínimo valor positivo de la ex- 
presión f(=2secx+1. 


B) 2 e) 3 


D) 4 E) 5 


Calcule el periodo de la función f si 
f()=sen4xcos4x 


T 
A) E 
D nx 


T hs 
a O > 


E) 21 


2 
Calcule el rango de fy=4sec'x+é. 


C) [10; +=) 


A) [4; +29) E) [16; +2) 


D) [12; +0) 


B) [8; +22) 


3 Isern. 
10. Calcule el máximo valor de f(79=* 


Cc) 3 
E) 0 


B) 2 
D) 4 


'1. Calcule el rango de 


1 pel 
fi) = Len x( 2009 2 


D) 10; 1] 


pia 
n— 


A 


; '2. Calcule el máximo valor de 
19, Calcule el periodo de 


A 
f ¡aleos?x sen?x] foy=1-2sen*x cos?x 
18 
T B) ha O rx A) 1 B) 1 O 1 
A) 7 9 4 Z 
D) ) a ) : 


2, Determine el rango de » ¿Cuántos puntos de discontinuidad pre- 


fy=sen'x+2senx+1 senta la función f(y=tanax si x e (0; Ty? 


A) [0; 1] B) [0; 2] C) [0; 3] A) 2 B) 3 C) 4 
D) [0; 4] E) [0; 6] D) 5 E) 6 
CG 
LAVES 
1 , : E 1315 
- 4: | 101. E 
- UN 5 E y 1 1 E 14 
> 6! 9. 12 15 
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y] 


Problemas propuestos 


Nivel básico 


Determine el rango de la función Fdefinida por 


- 
f y =Senx cos x—sen”x cosx 


Calcule el rango de la función f definida por 
2sen7xcos3x -send4x 


la) 5 cos5x 
A) [-2;2] B) [-1; 1] C) (-2; 2) 
D) (-3;3) E) (-1, 1D 


Indique el rango de la función f definida por 
f(¿=C052x+senx 


A) [-1; 9/8] 
D) [-1; 1] 


B) [-2;9/8] C) [-4;98] 


E) (-1; 98] 


Sea f una función definida por 
sen2x Xx 


017 cos2x 2 


Calcule su dominio. 


A) R-(2n7); neZ 
B) R-(n1); neZ 


0) ta! neZ 


D) R (1) neZ 


E) R-[(2n+Dr); nez 


Halle el rango de la función f definida por 
a 20083xc0s x + 2sen?x 


4 cos2x 


A) (-2; 2) 
B) [-2; 2] 
C) [-2;2]-(0) 
D) (-2; 2)-10) 
E) [-1; 1] 


En un laboratorio, se cultiva un organismo 
en un tubo de ensayo. Para ayudar a que 
el organismo crezca, se coloca el tubo de 
ensayo en una incubadora donde la tem- 
peratura 7 (*C) varía según la regla 


T 
=8)- ol 
0 cos| E ] 


donde f es el tiempo en minutos desde queel 
tubo de ensayo se colocó en la incubadora. 
I.. ¿Cuántos ciclos se completan en 1 hora? 
II. Si el organismo se mantiene en la in- 
cubadora durante 2,5 horas, ¿cuál es la 
temperatura al final de este tiempo? 


A) 2,5 ciclos; 30 *C 
B) 2,5 ciclos; 20 *C 
C) 3,5 ciclos; 30 “C 
D) 2 ciclos; 20 *C 
E) 2 ciclos; 25 2C 


antes encuenta 

us marcas de fer- 
Ñ e 

n estacional qu 


Un fabricante de fertiliz 
que las ventas de una de , 
tilizantes siguen un patró 
puede ser modelado pol 

2 (e-60))|. ,>0 
F 100000) tsen[ “Egg : 


donde Fes la cantidad vendida a 
tes el tiempo (en días) n— aenséS 
rrespondiente al 1 de enero. le jene?! 
cuántos meses como mínimo ido? 


sirante ven 
importe máximo de fertilizan 


jipras) y 
0- 


-= 
=V, 


c) ? 
E) 6 


B) 3 
D 5 


8. 


fundidad, O Marea, en Un cierto 
ro 


ba P er determinada por 


puerto puede > 
T 
—=t1+5 
di) sidad E 


donde es el tiempo en horas. Consider ó 
un día en el que t=0 representa el tiempo 
00:00 (medianoche). ¿A qué horas de di- 
cho día ocurre la profundidad máxima? 


A) 6a.m.y6p.m. 
B) 6a.m.y 4p.m. 
() 6a.m.y 8 p.m. 
D) 8a.m. y 6 p.m. 
E) 8a.m. y 8 p.m. 


. La electricidad procedente de las centrales 


es de corriente alterna (AC). Esto significa 
que la dirección de la corriente que fluye 
cambia constantemente de ida y vuelta. 
En Canadá, por ejemplo, la corriente hace 
60 ciclos completos cada segundo; y el vol- 
taje puede ser modelado como una función 
del tiempo utilizando el seno. Dicha función 
es V2220sen1201. Si se desea encender 
e lámpara de calor para un patio al aire 
IBre y dicha lámpara requiere 110 V para 
drrancar, determine el tiempo requerido 
Para que el voltaje llegue primero a 110 V. 


A= 
mi Bs gA 


360 480 j 
y. — 
780 da : 
800 
t 
, £rmine el dominio de f si 
(y 5 ex = cos y; 0Osx<% 
22 


11. Si 


14, 


|x| <x, halle el dominio de la función f 
tanlx] 


definida por fs al. 
cotx 


3 


r A A 
ala ala nNla nla 
l 
—= 
E e IP | 
E 
AAA 


E 
AAA 
213 
N|a 
A 


3 
Ala » 
nia 
A 


S 


o 


—_— 


o 
A e aa 
C 
TZ —_"— 
2 - 
Ala aja 
E 


9 Emos 


-- Calcule el rango de la función definida por 


fos = 00) 
6) x2+1 


A) (=03; -1] U [l; +09) 
B) (->9; —1] 

CO) (-o9 —1) 

D) [l; +09) 

E) (1; +0 


. Calcule el rango de la función definida por 


f9=| cotx|senx 


A) (15D BI. O El 
D) [-1;1 E) 10; 1) 
Determine el mínimo valor de la función f si 
El a yl 
lo =2008(tr- E) +1 gx a 
A) Y2+1 B) v2 Cc) 42 +2 
D) 242 E) 1 
. Calcule el periodo de la función 
fy=|tan2x]+| cot2x| | 
B) 1/2 C) n/4 
dd : E) 41 


D) 21 
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16. 


19 


Determine el dominio de la función 


fo) = /2senx -1+Y2cosx-1 six € [0; 211]. 


í. Determine el rango de la función f definida por 


kx) = (sen?3x a sen?x)cos 2x 


A 01) B) E] 0) o z 
Pl ala 


U. Determine el dominio de f si fizy=/cot?x-3; 


tal que x e (rx; 21). 


. Determine el dominio de la función f de- 


finida por 


3+c08*x 


O ls O j 
ancora 07) 


| 
l 


E 


la 


(e) 
A 
2 
o 
E 
Ja 
a 
AA 


-... Determine el rango de la función 


fa) = ysectxesctx-4 =SeCXCsex; xe(02) 
4 


A) (0; 2) 
D) (-2; 0) 


B) (-1;0) 
Nivel intermedio 
Dada la función f, definida por 


f(y=Senx+cosx, donde 0<x<2x, 


determine un intervalo donde f es decreciente. 


idas por 
22. Sean las funciones f y g definidas P 


Xx 
fx) = tang +sen2X 


. 8 (9) =c0s3x+C0s2x mínimos 
“0dos 
Calcule la suma de los periodo 


defyg. 

41 
A) T B) 27 E) 8n 
D) 6x1 


na 


3, En el 


> Alo la 
de y 80 del día, l 


análisis del movimiento armónico sim- 

, peso está suspendido por un resorte 
ple, Ur nera vertical desde un techo. Cuando 
de e una fuerza conductora al sistema, 
se za , se mueve de manera vertical desde 
cin de equilibrio y este movimiento 
se modela por medio de la función 


[y=3sen2t+4cos2t 


donde q, es la distancia de equilibrio, en 
pies, y t es el tiempo, en segundos. Calcule la 
frecuencia de las oscilaciones de dicho peso. 


A) n ciclos/s 
B) 21 ciclos/s 


C) 2 ciclos/s 
T 
Z 

D) - ciclos/s 
4 


3 
E) — ciclos/s 
T 


“+ Una población de aves amazónicas tiene un 


modelo de crecimiento dado por la fórmula 


403 
q =10 (2cosBt+5) aves, £ en años, con 
Uctuaciones Periódicas de 7 años. Deter- 


“ne el menor tiempo en que la población 
Será de 6000 aves. 


UNI 2016-1 


» la pr j 
| “termina Profundidad (o ia 
AISE Me la 


0 Océano Puede mode- 
la función 


donde sí ,2 
AN Con 120, 7 “8 la profundidad, 


la Máx as, cala . correspondiente a las 
"Ma Posible “Ué hora la marea es 


a 


A 5:00a.m. 
B) 5:12a.m. 
C) 6:00 a.m. 
D) 6:12 a.m. 
E) 7:00a.m. 


OR a: T 
28. Si ll <=, entonces halle el rango de la 


función f definida por f)=|tanx|+| senx|. 


030) 008) o (08 


2 
2 
o (02 


3 E) (0; 1) 


2/. Determine el rango de f si f,,=2C08x+cotx; 


ro 


¿HT 3T 
además, 4 <x<— 


>, 
A) Lo; /2] 

B) [-(V2+1); /2 +1] 
E) [-42; /2 +1] 

D) [- (42 +1); 2] 
E) [o; 42 +1] 


. Determine el rango de f definida por 


2 . 2TT ST 
f( =5Secóx+2|secx|-5 si > <x< 7 


O [-1;3] 
E) [-1;4] 


A [-2;3] 
D) [0; 3] 


B) [-2;2] 


. Determine el rango de la función definida por 


L 
fo)=sentx+9escóx 


O) [9; +20) 
E) [12; +0) 


A) [6; +00) B) [8; +00) 


D) [10; +00) 
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30, Calcule los puntos de discontinuidad de la 
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ES , secdx T 21 
función f definida por fy pa en( =>). 


35 1 Sn] y [37,7 E 
2) as ) só (a 5 E 8 


. Determine el dominio de la función con re- 


gla de correspondencia 


ei = Y2sec?x =tán*x=3-4 


D) (n/neZ) 


E) (2nn/neZ)j ' 
UNI 2015-5 


32. Halle el dominio de la función f definida por 


2, 1 : 
kz) =,|cosx — cos” x-—— en el intervalo 
4 


(ana (4n + 92) neZ 


z 
AAA 


wla 
>» 


e e E 
NN a] 


(us! 
a 
alfa ola ola ula 


33. La gráfica de f,,, = 2senx +23 
desplazada en el eje X una m 


COSX está 


s Ñ agnitud d 
1/3 hacia la izquierda con respecto de E 
a 


gráfica de 8, =Asenx. Halle la amplitud de 
la gráfica de f. 


A) 2 
D) 4 


B) 1+ 43 O) 24 


E) 443 
. Indique para qué valores de x e (0; 27m) se 


cumple 
senx+senxcosx < 1+c0sx+c0s'x 


A) (0; 2m) 


B) (0;21)- El 
o 0n- 


D) (1; 27) 


e la ecuación 
ntosA y É- 


En la siguiente gráfica, determin 
de la recta que pasa por los pu 


C) en 
E Y7 3 
2/2x 
D) y= 3n 


ON OMétricas directas 
36, Sif,,y=1-sen|x|, indique la Secuencia co- l 


rrecta de verdadero (V) o falso (F) según 
corresponda. 


If es creciente en (z 5) 
- Ex 23 


— 


II. f,, es decreciente en (En, a a) 


2 2 á E) YA 
III. fy tiene como rango [0; 2]. 
A) VFF B) VFV C) VVF 
D) VVV E) Fvvy 


a 
—3 


- Represente la gráfica de ft) Si se sabe que 


2 cos ys x). E 
: > no sec 


Sie Jia] 
9 T 


, indique en cuántos puntos 
ho = a ul a 
(x) PE: e ;0<lxl< 2 Interseca fay=1 +|senx| - [cotx| con el eje X. 
cosT=-sect 
2 2 
A) 3 B) 4 O 5 
D 6 E) 7 
A) 4 
ol 2. Halle el número de cortes de la gráfica de 
f(y=exsecx, con la gráfica de £(-)=Cosx en 
E el intervalo [-20x; 201]. 
AS Dato: exsecx=secx-] 
. A) 20 B) 30 0) 40 
B) YA D) 60 E) 80 
= AE o 1%. Seat una función continua y par definida por 
ro ' 3r 
O. 4 Isec xl; ce ado lo =) 
-| 1 Pi) = 2 
[cos xl; x e [a; b] 
9) YA Determine el valor de a-b. 
NS A) -2 
B) -x 
(0) 
D rx 
E) 21 
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41. Sify==3* 
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Nivel avanzado 


sen=7 
2 


sen— 
2 


determine el rango de f. 


METE 


SO<x<rT 


Calcule el máximo valor de la función f si 
está definida por 


_ 2sen!x + 3c0s*x 
6) 2cosix+sen?x 
qe B) 2 O - 
2 E) 4 


43, Indique cuántas soluciones presenta la si- 


guiente ecuación: 


l6senrxcos rx = es 
Xx 


, El mínimo valor de 


f, = (senx+4sen8+ 4)*+(cosx-5cos0)? 


es 8(03 Determine el máximo valor de £(g). 


A) 40 
D) 53 


B) 49 O) 51 


E) 56 


. Se definen las funciones f y g por 


*  fy=senóx+seníx+cos?x 
8(9=2 


¿En cuántos puntos se intersecan las gráfi- 
cas de f y g six € (0; 4m)? 


45, Calcule el número de puntos de co 


Ñ ] 


O 1 
E) 5 


B) 3 
D) 4 


Ó Ñ rte | 
con el eje de abscisas si cel , 


2 
Xx 1 : 
fo = sendí+ HcosiX, l 8, 
2 senta 2 cos os Ax 


además, x € [0; 61]. 


D) 7 


/. Si f(y<=0082x+acosx+b-1; 


EN 


 f(g es una función decrecl 


además, se cumple lo! <l VxeR, 


calcule a+b+a?+b?, 


D 3 


Si f()=3senx+2C0S5x+ 1, donde a, bycEeR 
y Af) HDL («15 WX E R, calcule el valor 


bcosc 

e ——. 
a j 
A) 1 B) 1 05. 33 
1 20 
D) 73 ) ! 
ente en (2% 1% | 


además, Vx eR se verifica 


2,k+l. 
F(r=senx)2f(k? _sen2x). Calculeñ 
7 
A) 1 B) 3 e . 
D) 13 a 
onden 
- Definimos f porla regla de corresP | 
fy= ela? pox+dl cc 
tal que fa) l; vxel-l ? 
máximo valor de 4- 
Es 
A) 2 
D) 5 


Capítulo 


7 OE des 


: Cos (arcsin(a))eNi=gE 


ton (resto) e 


Funciones 
trigonométricas inversas 


Erick Alex Lira Salazar 


CAPÍTULO XII 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
INVERSAS 


Onjettv S 
* Comprender la teoría de las funciones tiganomébicas inversas y sus propiedades. 
| 
* Analizar el dominio, rango y regla de correspondencia de una función tisonométrica inversa. 


*  Aprendera graficar la lunción trigonométrica inversa. 


Introducción 


La inversa de una Operación es aquella que revierte el resultado de otra operación; por ejemplo, 
la suma es la inversa de la resta, así como la resta es la inversa de la suma; y la multiplicación es 
lainversa de la división, así como la división es la inversa de la multiplicación. La idea es la misma 
en trigonometría: las funciones trigonométricas inversas hacen lo opuesto de las funciones trigo- 
nométricas normales. 

En general, conocemos las 


F.T., pero no el arco, y podemos utilizar la correspondiente F.T. inversa 
Para determinar el arco. Est 


O se expresa matemáticamente como F(0)=N- > 0=F"(N). 


. En otras 


En térmi 1 
Ino . y y E . 
dba notación, por ejemplo, la expresión sen”'(x) no es lo mismo que e 
Palabras 
el PR .. . . 
embargo h is exponente, más bien indica que se trata de la función seno inverso. Sin 
, a 


“omo arcse pes notación que evita esta confusión. El seno inverso también se puede expresar 
n Ú i lA : .. 
Xx). Esta última notación es usual en lenguajes de programación de computadoras. 


N este di 
Capítulo A : ; 
Pone ciertas ro "e aprenderá a reconocer cuándo una función tiene inversa y la necesidad de im- 
: rest 


Wersas yla api Icciones, además conoceremos la construcción de las funciones trigonométricas 
i 


Caci Ó i oz , 
ón de sus Propiedades de una forma dinámica. 


487 


e 
——= 


2-2 2 2 2 
1.1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN INYECTIVA 
Una función f se denomina inyectiva O univa- Sumamos. 
lente si y solo si Y x¡, Xy € Dom(O. —T<X|-X¿<T 
Se cumple que 
lay) A ARA id 
> X] —xo=0 
Ejemplos a 


*  f(¿=senx 
Por lo tanto, f es inyectiva. 


lt) 4x2) 


senx; =senx» 


N GEOMEÉTRICA DELA 


senx, -senx3=0 od Sl : 
Una función f es inyectiva si cualquier recta 


| 2008| 422% sen (222) =0 horizontal corta a la gráfica de f a lo más en 

un punto. 

cos| 122) =0 y sen (25%) =0 
Ejemplo 

XA FX T XX 

AA =(Qk+D2 Y 2 2=m5 sen3x. T 

2 2 (3 0 e 2 
senx 


x +x9=(Qk+1)n v x-x,=2nn 


T 
Como x, y x, se relacionan de muchas for- fi.) =2c052x +1 O0<x< E] 


mas, no satisface la definición. 


Por lo tanto, Fno es inyectiva. 


| O 7 =tanxix (5, mn) 
(x) 23 


41) fa) 
tanx; =tanx, 
tanx; — tanx,= 0 


at sr 


COS X¡ COS Xy 

' sen(x,-x.)= 2 
! (e1=xg)50 0 Como es evidente, la recta horaria qué 
' X e =) us ta al gráfico de F en un solo PU” yectiva 
4 in SEN — d di 

¡ 2 2 ars UExR< 7 entonces la función € 
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E : 
ón 
pservaci A 
( , función / que es creciente o decre 
mi 


unción monótona) en un inter- 
a en dicho intervalo, 


l. 
ciente (í 

, 

valo dado es inyec liv 


Ejemplos 
La función ((y=Senx es Ccrecien- 


/3n ! z ¿ 
to en (—;2 20>/ es invecliva en 
Da / 


A 
A 
f3r 97) 
4 T). 
12 / 
« La función f,y=Cc0s2Y es decre- 
ciente en (0; 7) => f es inyectiva 
en(0;7 


«  Lafunciónf, y=cos3x no es inyectí- 


il Om 
2 

va end 0% 7), pues es decreciente 
19) 


" 


fr 
en(0; rien 
j 13 


¿28 
3) 


| 


' 
2. Las funciones tisonométricas por se; 
periódicas no son inyectivas, pero se 
pueden elegir muchos intervalos de su 
dominio tal que cumplan la definición 
de función inyectiva. € onsideremos el 
sisuiente « cuadro de restric ciones , para 
que las funciones trigonométricas seán 


invec 
livasy Por tanto tens gan inversa. 


r 1] 
Función | 


a 
Dominio Ranoo 


2» FUNCIÓN INVERSA 


Sea f una función inyectiva, entonces f posee 


función inversa denotada por f”! o f*, donde 


Y =f() > x=fiy tal que 
Dom(f*)=Ran(f) 
Ran(**) =Dom(f) 


Aplicación 1 
Halle la función inversa de 


f(,=tanx-cotx; x € (o z) 


Resolución 
7) =- (cotx— tanx) 


fu =-2cot2x 


y =-2cot2x 


y 
cot2x=-= 
2 


2x =arccot (- z) 


1 z) 
=-arccot| -2 
x=3a ol > 


Cambiamos x por y e y porx. 


> y= Zarecot|-*) 
2 2 


F rote! po 
2 2 


Aplicación 2 
Halle la función inversa de 


f(y=Secx-1;x€ o z) E 5) 


Resolución 
y=secx-—1 
secx=y+1 


3 x=arccsec(y+1) 


Cambiamos x por y e y porx. 
y=arcsec(x+1) 


“. F(¿=aresec(x+1) 
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3» GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN INVERSA 
La gráfica de la función inversa y=ff, se Ob- 
tiene de la gráfica de la función y =f( Por la 


representación simétrica de la recta y=X. 


Aplicación 3 
Grafique la función inversa de 


T T 
fig =SENXx; xE| 357 
2.2 
| 
PA: 
l | 
Resolución i En general se d fine la función inversa del 
y=senx seno en cualquier intervalo restringido por 
is | T e 
= ua => |(2%R-D2;(2R+D=2ke4 
> x=seny | a : A 
E y ES 
E UN: 51 | 3n, 7 
y=arcsenx; y€ ¿ERE l ==] Lidl = [352 
22 ¡ L 2 al 
; Por 5] 
| > =A HARTO <= Darse 
[ 7=2Al 
A ; A 
Po, po [mM 3m| 
[1; 1] I= 
192) > 
De la misma manera se define la función 
$ inversa del coseno por 
Fi-1:11 > Jer (6+D 1); ke Z 
p=2> A 11 > 2-8 


R=0=>fFELU —> 10; 7] 


a > aro. mt 


4» DEFINICIÓN FUNDAMENTAL 


A RRA 


Aplicación 4 send=k » De El e o=aresenít) 
Grafique la función inversa de cosO0=k an De [0; 5] pa ¿=arccosíK) 
f(y=cosx; x e [0; 11] de nn ozarctanii) 
anó=R£ A 0-5 ,) 
RESalición cotó=k a 05 (0;m) o=arccoli) 
o secO=k 0 € L0; az o parcseclk 
> X=COSy ccsclk 


y=arccosx; y e [0; 11] 
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Ejemplos 9 2 o T 
== <B<= 
j paren 5) + SEE 8 2 
1 E 0 La 
e q= accos +) 05% PE eS 


T 


; p=arctan (2) > tanB=V2 A» 0<B<>3 


> sen9=—> A -750<0 


(- 1 
4 
3 3 T 
P= e 5) > E A y<9<r 
(-6) > tana=-6 » -<0<0 
» P=arcsen(/x) => senp=/x A 0<p<5 
» o=arccosllxl) => cosó=lx| A 0<9<> 


O=arctan(x? +1) o tan8=x?+110<9<% 


T T 
a=arcsen(3x) > sena =3x ES a< 


P=arccos(x+2) > CosB=x+2 n 0< B<r 


* 9=arctan(x3) T 


> tan =x8 La == 
10 e des 


Aplicación 5 
Calcule e valor de 


ES) 


Resolución 


0= arcsen 63 
V5 


ls Seng = 2 


— 


A 0<g<T 
v5 2 


Luego 
M=sen(28) 
M=2sen8 cosg 


2 1 
«(5) 
4 
M=- 
5 
Aplicación 6 
Calcule el valor de 


M = tan 2 +2arcesció —arosecl) 


Resolución 
SS 
B=arcesc| 
Z 
nz 
> escg= 413 A 0<9<A 
2 2 
Aplicamos cos28=1-2sen*8 
9 Y 
cos28 12-53) 


cos29= 3 0<208<x 


sec20= LS > 20= arcsec|*>) 
5 5 
Reemplazamos. 


M=tan(Z+ 20-20) 


T 
ño 2) 
an 


M=1 


Aplicación 7 


- Calcule el valor de 


1 
M= cos|arctan E =arccos ,) 


Resolución 


6 T 
. a=arclan do > lana n0<acZ 
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De manera práctica: JLO 


y6 


1) 


1 Loa T 
. = —- sO0=-= 0<0<— 
0 Arco > co A > 


De manera práctica: 


Reemplazamos. 
M=cos(a.-0) 


M=cosa.cos9+ sena send 


OE 

2.12 14 4/0 

5/10 5/10 5/10 y10 
7/10 


25 


5» PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES 


TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


5.1. PROPIEDAD 1 


> m a e 


senlarccos x) = y AA 


coslarcsen x) = y O E 


Demostración 
M=sen(arccosx) 


Sea 


B=arccosx >= cos8=x; 0<8<T 


Reemplazamos. 
M=sen8 


M=+x1-cos? 9 


Como 0 e [0; 1], 0<seng< 1. 
> M=WVl-cos?9 


M=V1-x? 
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Aplicación 8 
Halle el rango de la función definida por 
f(y=sen(arccosx)cos(arcsenx) 


Resolución 


ho = ix) a?) 


fuo= le 


Como 
-1<x<1 


0O<xP<1 

IR | 
isis 
1>f20 


Aplicación 9 
Resuelva la ecuación 


arccos (x/7) = arcsenx 


Resolución 
E ¡ S. 
Aplicamos cosenos a ambos miembro 


cos larccos (x/7 ) = coslarcsenx) 
x/7 =V/1-x? 


Elevamos al cuadrado. 


Te=1-2 
1 
Lo 
== 
1 
x=: 
2/2 


0 
ua SO 
A ¿nin a] verifiC 
Por lo tanto, la ecuación original 


e 
para x==77> 


pe 


Reemplazamos. 
ervación TT 
o. lución de problemas es nece- M =sen 345 
a sopuc 
de de y presente algunos valores no- 
E 


sario Le E 
tables, COMO los que se muestran a con M=cos= 
ínuac ión: NA — ——— 
E E o E A 
| aresent=1) ==5 3|_T Ñ 2 
Í ¿ ) ==. e 
mesent0)=0 ii 2) 6 
Y Aplicación 11 
( Im | UE TT 
aresen[ | = E 6 ascos sl 1 Calcule el valor de 
| 5 | né die 
Pi | 13_x | 6 - /2 J6 +42 
aresen| == > al arecos| A E arcsen | <V2 +arccos 4 
| á | A | M= 
(3) x pas J5 1 
aresen| | == | %5Ce os(0) = 900 aresen[ 
1] a 9] | 
e arccos(-1)=1 
| aresen(]) == 
SUS Resolución 
| arctan(0)=0 | E o T Al sn J6 - J/2 a, E marcsen| 22) 
| EY arccol ici 12 4 12 4 
| ivuylj dl 
| arctan [ss T 
| 3 Á 6. e: e Js 46 +42 
Be jade | pa e (05 = 77 = arccos 
arctan (1 : EN a 12 4 4 
pm 
A - o | 
| y] arecot Í E . — = — == 
| 1recot (0) 7 sto 4 10 4 
| arcsec(1)=0 Cn 7 
| n arecsct-])=-= | 
Laresec| 4 |_ 7 d 2 Reemplazamos. 
ASE a 
| NS 3 arecsc(2) => E 
aresec[ 9) Y ¡a mMm=12 12 
ba = 
| 1 | arcesely2)=? ul 
| Aresec(a) = 2 10 
3 arcos E 
ARA arcesc| — |=-— 
"esec(-) =p E) 3 5 
y arcesc()= : Me 
A 2 
An 5.2, PROPIEDAD 2 
Plicación 10 
cule el y, a gl 
alo e z E 
rde M=sen(arctan/3 +arcsen!). senlaresenx)=x; -1 £x5S 1 
Res , ax) =x;-1Ex<l 
Olució coslarccosx) =x; -1l xs 
e ( ie e Ñ 
Mo sep _ % tan(arclamdO)=x; x € R 
A 20 > 37 arcsenl coll arccotx)=x; x e R Pe 
Mo tap Y _ 3 T seclarcsecx)=x,xé-1 v 3 
3 > 3“ arcseny3 esclarcosex)=x;x<-1 v x2 
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Ejemplos 


a( arcsen¿) = E 
sen| a 9 al 9 


. sen[aresen 4) aa 


»  cos(arccos0,7)=0,7 


cos| arc cos|-<)) e 
3 3 


-  tan(arctan2000)=2000 


*  tanlarctan(-4)) =-4 


»» Observación 
T T 
S 73 S aresenx £€ — 
2] ER 
Como seno es creciente en A 
1 


Tm) 


j : 1 
> sen|-- ¡ssentarcsenx) < sen 7 
OS | ¿ 


“3 S y2 
E a] == Xx o Ss 
2 2 
T 21 
1. —=<arectosiZ) E 
2 3 
Ñ Ar $e a : ¡HET 
Como coseno es decrecier de en(=; y 
Ne 


Ve 
fac) 21 
2): 005| l> coslarecos2x) 2 COS — 


) 


1 


a UN 
% arctan| A 
6 Ad) 


] dt a 
Como tangente es creciente en o 1) 
¡| 


EN ” T > e r >, T | 
> tan| A ] <lan arctan| x- 7 | E lan() 


$ 


43 T 
Ta <Xx=—<ltanl 
3 1 
l3 
v3 T a 
tala 
q 4 


Aplicación 12 
Determine el rango de la función 
f(y=xsen(arcsenx) -2cos(arcosx)+ 1] 


Resolución 
El dominio de la función es 
=1<x<1 
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a 
> fy=x00-200+1 
fé -2x+ 1 

fy= (1)? 


Como 
-1<x<1l > -2<x-1<0 
42(x-1)>0 > 42f,20 
foo € 10; 4] 


Ran(A=10; 4] 
Aplicación 13 


Calcule el valor de la expresión 
sec? (arctan 4) + esc? (arecot5) 


M= : 
cos | 2aresen 
Resolución 
M 1 + tan? (arctan 4) + 1+ cot? (arcco!5) 
_ 1+tan* (arctan4) + 1+cot”larccolo 
Ñ 1 
1 - 2sen? (arcsenz) 
1+ (4% +1+(5) 
M = 225 
1 
1-23) 
3 
1+16+1+25 
Me 
(2, 
9 
387 
M==>— 
7 
TA 
1 FE Tr Í 
arcsen(seny)=):77 +27 2 | 
| arccos(cosy)=305y SA A 
| es E at | 
| arctan(tany)=Y, 75 *- 9 | 
| arecol(coty)=); O<y<R 
| ] fal H 
eyelale ca 
l aresectsecy) =J; J € 0. la) | 
e 110) | 
=57) 


Nisas AS 
| arcoselescy)=y Ny 


dl 
Ejemplos 


T_T 
y ges sen; 8 


2. N=arccos(cosd) 


4 
T _T 
a atan tan > 


T T 
. aseo sen[-3 3 


* arcsen(senl)=1 


» arccos(cos3)=3 


+ arclan (tan ER )) = 2 


27 T TC T 
+ arcsen SEA = arcsen sen ss Como21-4e€ ga A cosl2n—4)=co0s4 
, accesos -E)]=arccos(cos2)= 2 — N =arccos(cos(21 — 4)) 
6 6 6 N=2nn-4 

e m|_ Ty n 

arc 20(tam72) = arctan(tan z) = 3 3. A=arctan(tan5) 
A rsentcos)=arcsen(sen(£-1)]=2 1 yA 

2 2 


: M=arcsen(seng) 


Como 5-2me(-5,0) A tan(5-21)=tan5 


> A=arctanltan(5-27)) 
A=5-2rT 


ERA prósrada dal mba 
Sd 2. Metodo Sel misrv 


1. M=arcsení(sen10) 


Tr 
e 


Com 
"dal ¡A 3n<10< E 
3 Moa 3) sen(r— 3) = sen3 2 . 
> “sen = = 
Mana (Ssen(z.- 3)) 0<10 3n<> 
5 <3n-10<0 
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Como 


31-10 E o) A sen(3n-10)=sen10 


> M=arcsen(sen(3n-10)) 
: M=3n-10 


N=arcsen(sen14) 


0 lab 
2 


E 1457 <0 
2 


O<5m-14<f 
2 


Como 
5n-14 € (o; ») A sení5r-14)=sen14 


> N=arcsení(sen(5r—14)) 
N=5n-14 


. A=arccos(cos10) 


3n<10<7L 

ln e E 
2 

TI 24n-10<r 

2 

Como 


4n-10e6 (5 ”) A cosl4r-10)=cosl0 


=> A=arccos(cos(4r-10)) 
A=4n-10 


. P=arccos(cos13) 


4m<13<9* 
2 
0<13-4n<> 


Como 

13-4ne(0,2) A cos(13-41)=cos13 

> P=arccos(cos(13- 47)) 
P=13-4x 


5. W=arccos(cos15) 


9r 
—<1l5<5 
q <5r 


F <15-4n<m 

2 

Como 

15-4n € (s: 5) A cos(15-4m)=c0s15 


=> W =arccos[cos(15- 4m)) 
W=15-4x 


l. M=arcsen(sen6) 


0-n=2x1-6 
n=6-21 
> M=6-2x1 


2. M=arccos(cos5) 


T 3rn 
y AS 2 
n=21m-5 

> M=2n-5 


na 


3 ¡pzarcian(tan3) 


Alicación 14 
€ el rango de la función definida por 


ho= 
Pense) y 3x; x € ( ”) 
2 $ 


2 A 
May ¿A 
mo 2 
Xe Tn 
>, 5) Y sen(r 
ay =x)= sen x 
a, 


hy 3-4 3x 
fy=2x+10 


Del dato 


T 
=EX<T 
2 


T<2x<2xn 
2T<2x+m< 33m 
27. <f() < 3 
f,) € (27; 3m) 


Aplicación 15 
Determine el rango de la función definida por 


f, =aresenísen x)+arccos( dre] 2,4 
(.) =arcsen(se CCosIcos x); x e a 
Resolución 
Caso 1 
==E£x<0 
T 
0D<-x<-= 
2 
Como 


=x€ (o z y cos(-x)=cosx 
> fi) =x+arccos[cos(-x)) 


fo =X-X 
fi)= 0 (0 


Del dato 
T 
A 
EE 
0<2x<rT 
0 < fu <T 
£) € (0; r] 
Unimos (1) y (ID. 
fo E [0; rm] 
Ran()) =10; 1] 


5,4, PROPIEDAD 4 Aplicación 16 
n— as na nen Calcule el dominio de la función definida por 
T o Mraz 
aresenx + arcos x=; ISx<l ko = y2aresecx-— 3arcosex 
TU “., 
arctanx + arccol x=; x € R Resolución 
| ¿ 2arcsecx-3arcesex>0 
T 
| ATCSOCX + ATCOSCX = 77M S -lv x>1 T 
C 2 ) 2arecsecx-3 y 7 Arcsecx 20 


Demostración arcsecx > en 
10 


O=arcsenx+arccosx 
=> sen0=sen(arcsenx+arccosx) 
sen0=sen(arcsenx)coslarccosx)+ 
cos(arcsenx)sen(arccosx) 


3T T T 
— Sarcsecx<— v —<aresecx<n 
10 2 2 


Como la función sec es creciente, obtenemos 
seno = ()0) + (Vi) (1-12) 3n 
sec—<seclarcsecx) v seclarcsecx)<secr 
senO=32+1-2 10 
sen6=1 (+) 


3 
> sec—<x v x<-1 
10 
Sumamos. x<-l y x2secío 
T T 
go IES 


0 <arccosx <m “. X€ (=>; Ju [secta A =) 


T T 
> 27 arcsenx +arccos x < n 


T T Aplicación 17 
E gí ; 
2 A 2 Calcule el rango de la función definida po 
fy=5arcsen(2x)-3arccos(2x) 
De (*) 
fl Resolución 2) 
_3al% _ arcsen 
2 ko) = 5arcsen2x a 2 arcs 
. arcsenx+arccosx => 3T 
2 foo) = 8arcsen(2x) - EN 
Ejemplos 
T 
*  arcsenícos3)= e arccos(cos3)= o 39 Por teoría 
T ae 
* arctan(5x-1)+arccot(23+ x)= . => Sarcsen(2x)< 2 
> Bx-1=23+x —4n < 8aresen(2x) < 41 
4x=24 3m 9 
x=6 7 < 8arcsen(2x)- 3 <> 
+ arcsen(2x-5)+arccos(2x-5)=% _Mm fiz) S = 
> -1<2x-5<1 
4<2x<6 lr. sa 
2<x<3 A E: 
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resen(=x)=aresen(x); x E l-1; 1] 
ele y)=n-arccosla); x € [-1; 1] 


actaní=0)= -arclanl) e R 
z á 

"rr fu). eS > 
arecol(=1) =n-arccol(x): x e R 
¿ 


aresecl=x)= 1 —aresectx); y € 


ly 
arcescl=xw) =-areosclx); x € | -—: 


Demostración 
* O=arcsenx 


T 
> Sena=x A +] 6s 


Nla 


Recordemos la identidad. 
sen(-a)=-sena 
sen(=0)=-x 
> arcsen(sen(-0)) = aresen(—x) 
Como-=<-q sE 
2 2 
> -O=arcsen(-x) 


. —arcsenx= arcsen(-x) 


d=arccosx 
5 COSB=x A 0<B<rx 


Recordemos la identidad. 
cos(r-8)=-cosg 
Ccos(m-8)=- y 

Es arccos( 


> 
T-8= arccos Ex) 


* Ta 
ANCCOSx = arccos(-x) 


emplos 
ma). ar l T 
IS csen(3)=-2 
a Y 2 6 
o 2 
OE 
etan(- 45) 2 4 4 


Do 


== 


*  arccot l=/3) =T- arccot(/3) = E 2 


T===— 


arcsec(- 1)=n-arcsec(l)=1-0=r 


*  arcesc(-1)=-arccse(1)= > 


Aplicación 18 
Calcule el valor de 


M caresen[sor[ 52 )harcosco 462) 
7 


Resolución 
Reducimos al primer cuadrante. 


. sen(- 22) = -sen(5n - E) =-sen (2) 
7 7 7 


Reemplazamos. 


2) ( =) 
M =arcsen Midi +arccos 08 


( Jm) ( =) 
M =-arcsen sen J+n=arccos cos 


2TT 3T 
M=-T yn + 

cid 
tE 

7 


Aplicación 19 
De la siguiente igualdad: 
arcesc(-x) + arcsecx 


arcsec[—x)= > 

calcule el valor de x. 

Resolución —arcoscx + arcsecx 
T-—arcsecx= DE 


21 -2arcsecx=-arcesex+arcsecx 
2rr+arcesex=3arcsecx 


21 + a arcsecx = 3arcsecx 
2 
Si = 4arcsecx 
2 
5T 
arcsecx e 


e 
LAN 
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4 y” 
5.6. PROPIEDAD 6 cos(arctan x)cos(arctan y)-sen(arctan x) | 


sen(arctany) 


Xx 
= COS (arctan 7 


2 Jeostrn)- 
=xy 


Stay <1l n=0 


| 
arclan x + arctan y = arct: Jn a | 2 
| 
e Six>0A y>0axy>1 > n=l | 
| 
) 


Xx+y j 
senj arctan=_2 
o ent | 


M=arctanx+arctany 


PRA O E ' REA e : 
Demostración E > fr ¡Nue 
1 


tanM=tan(arctanx+arctany) x+y coslrm)-0 
es tan(arctan x) + tan (arctan y) l+ [E 2) 
- 1-tan(arctan x)tan(arctan y) : 
x+y > cosínm)= Y 
tanM==2 [I- xy] 
l-xy 
Luego 
> M=arctan dE +nrmneZ : 
l- xy * Sixy<1 >" cos(nr)=1 
> n=0 
Por teoría sabemos que 
“E <arctanx<" da t T * Sixy>1 => cos(rm)=-1 
o 3 AT sarctany<= > melo] 
> —T<arctanx+arctany<r 
- Siarctanx>0  arctany>0 
<a [nm (D >x>0,y>0 > n= 
- Siarctanx<0 A arctany<0 
Por teoría sabemos que >x<0ry<0 > n= 
2 <arctan| 24Y 22 
2 l-xy) 2 Ejemplos 
T *  M=arctan(2)+arctan(4) 
> a (ID 2+4 ] na 
- EN + 
M= arctan | 
Sumamos (1) y (ID. Como 2x4>1 > n=l 
E 3 6 
E > M =arcian 5 Je 
3 
Pa E 6 
go "E ginez M=n-arctan (+) 
> n=-1 ; 0; 1 1 1 
" Ns arcian 3) +arctan (Z 
Ahora tomamos cosenos de ambos miembros Mos 1 
E Jun N =arctan ¿4 E LI ds 
lLxy E 3 77 
500. i 


>» 


1.1 =0 
comozXq<l > .n 


1 
> N=arclan| — 11 


+. Azarclant=3) +arctan(-2) 


| + NT 
1-(23)(22) 


comfE3ED>1 > n=-1 


A=arctan | 


> A=arctan(1)-T 


A=i-5 
42H 
4 
YO 
9 1 0 
= arclanta 


zarctan(3) 
Masai 1-3 | 
dalclan | 
l+4x3) 
1 
/ Wctan — 


“aran 7 


H+btanó 

Y = arctan| tano 
| O ya 
l+6tan?o 


Ny Tío 
“arctan| ¿an 0) — (2tan 0) | 


Tr (3 aan] 


o E e AAN 
=Fctan! A bai 


an 3 


y a 


E | AZ | 
Mx)-=arctan ( y) = arctan | Pe 
1 Xy | 


5.7. PROPIEDAD 7 


A. 
arcsen(x)= arcesel de Si x e |-1,1]-40) 
arccos(x) = arcsec| — |: E|- 

ms X | 1.1]- 10% 


. Pr 1 | 
aresecíx) = arecos| — : xS-1 vw x>]l 
Ux o 


arcesclx)=arcsen| — hx<- Y xa>] 


ON 
arctan(ax x)= arccot| - 
Xx 


arctanix)=arccot| — —mx<0 
AX) 


PI) 
arccotíx) = arctan |— q 
IES / 
l 


arccot(x)= arctan| + GX EU 
| ES 
Demostración 
+ Sea O=arctanx; x>0. 


> tanó=x y 0<0<> 


1 
arccotícot 0) = arccor|*) 


0 = arccot (2) 
x 


1: 
> arctan x = arcco!() 


*  arctan(o)=-arctan(=x) 
Comox<0 => (=x)>0 


1 

> arctan (+) =-arecot( --] 
-1 
arctan (x) = —arccot a 


1 
arctan(x)= 1 —arccot 8] 


1 
arctan(x)=arccot rr E 
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Ejemplos 6 » ANÁLISIS DE LAS Fur 
1 NOMEÉTRICAS INVERSAS 
. arcsen[ y ]= arcesc(3) 


(2) sarcsec[3) | | 
*  arccos 5 S 2 | 


1 
* arctan(4)= areco!| +) 


t (2)=arcco[)- 
.+  arctan 3 = 2 


4 1 
*  arctan(lxl+1)=arc cot[ 7) 
lxl+1 


¡CIONES TRIGO. 


1 * Dom(S)=[-1;1] 
. arccot| ——) =arctanlcos?x-4)+x 


TT 
cos” x-4 a Ran(f) = [El 
3 2 2 T 
*  sen| arcesc |= sen arcsenz e e (O<x<l +y€ 0O<arcsenx< 7 
l T . a nx<0 
+  arctan(5)+arctan ra =arctan(S)+arccot(5)=> -1<x<0 e -——<arcsenx< 


*  fes creciente en (- 1; 1) y es impar. 


1 
Aplicación 20 arcsenx; 0 < arcsenx <>; 


Resuelva la ecuación e larcsenx|= 


0 (arcseno ES < aresenx <0 
(arcsec” —+arcosc— Y arcsemx— 2arccosx) 
x x 


AAA A RAE 


1 > | O COSENO 
(arcsec! -2arcesc” (aresenx+arccosx) 
x 


Resolución 


(arccosx+arcsenx)(arcsenx-2arccos x) 
td als e 
(arccosx-2arcsenx)laresenx+arccosx) 


' ; 

SONS 
1 y=arccos 
Y 


arcsenx-2arccosx=arccosx-2arcsenx 


arcsenx=arccosx 


arcsenx => —arcsenx * Dom(f=[-1; 1] 


arcsenx =* * Ran(A)=[0; 1] me: 
! + 0O<x<l e 0s<arccosX => 
T 
x=sen— 
] PS A E T ¿arecosx<T 
a 2 
2 


=> + Fes decreciente en -l; 1). 
á *  larccosx|=arccos* 
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_—_ci 


== 
na 


ANGENTE * lim arecotx=0 
¿3 FUNCIÓN ARCO PANAS Xx to= 
YA * lim arccotx=5x 
X= 
zarclany , 
6.5. FUNCIÓN ARCO : ECAR 
y 
E ER A O AN AA 
: Ei 
» Dom()=R e 7 ' 48 : 
TT. IL, 
' tan)=(-5, 2) - 
“x20e OSarcianx <> j Dom(0 == -1]u [lj409) 


.xsl o -7 Sarctanx 0 . Ran(/)=[0:0]-(2) 
* fescreciente y es impar 


T 
e x2l o USarser <> 

T 

arctanx; 0 < arctanx<-“w= 

larctan x| = 2 y 


T 
ú x£-1l o y Caresecx<m 


T ; 
=arctan x; — Ze arctanx<0 + La función f es creciente en 


* lim arctanx=* , (=eo; -1) U (1; +00) 
X=+o 2 
lim arctanx=_% *  larcsecx|=arcsecx 
XxX 2 mn 
* lim arcsecx= 
5 FUNCIÓN ACA Arras x>+0 
2SneY COTANGENTE 
e lim arcsecx= 
PA Xx—>—0 
E ió AAA 
TE pull 
I 
t 
X ; 
AAA] 


Dom(f)=(-0o; -1] U [1; +00) 


Ran) =|-5:5| 10) 
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TC 
x2l o 0 <arcescx Sy 


T 
x<-l eo =y Sarcosex<0 


La función f es decreciente en 
(es; 1) U (1; +00) 


T 
arcoscx; 0 <arcesex < o 
larcesc xl = 


T 
—arcescx;-— 3 < arcesex<0 


lim arcescx=0 
x>+>o 


lim arcescx=0 
x>-0 


»» Observación 

En general, sia < x < b, se cumple que 
*  aresena < arecsenx < aresenb 

*  Arccosa > arccosy > arccosh 

*  arctana < arctanx < arclanb 

e arccota > arccolx > arccoth 

E areseca < aresecx < arcsecb 

e ATCOSCA > arcesex > arcesch 


Ejernplos 


l Ñ 
a m7 <sentx+cos! x<1 
O A 
aresen ; ¡sarcsentsen ecos a lZareseníi) 
¿A ( A , 4 ) TM 
— £arcsenisen x +Ccos x)<- 
6 Z 
y 1 
2 x+—< +0 
2 
Lens: (1 | 
arc tant4Sarctan| x4— | arctan(te=) 
x 
Y 7 
arctan (2) < are an a FÍN pe 
o 
e. —2 E Senx+y: 3 cosx < É2 


1< SONX + YB COSA 
_ 9 _— 


se NY YE 3COSA 


arccost-Vzarce 0 5 pa ccosíM 


Seny y /3 cos x | 
n> 2 arecos| 5 O 20 
2 
d senx +43 cos x 
0 £ arecos | ———_—_ 22 |< 
j 2 


o Ll<ax<d3 
arceot(D>arecot y > arecol (43) 


no. TU 
== > aracolx > - 
4 6 


Aplicación 21 
Grafique la función 


y = 2arcseníx -— De 


Resolución 
El dominio es 

-1<x-2<1l > 1<x<3 
> Domf=[1;3] 


El rango es 


E < areseníx-2)< > 


-E<0arcsentx-2)+4<% cd 


Aplicación 22 
Grafique la siguiente función: 


1 
y= darccos |3x - y) sl 


Resolución 
El dominio es 1 
Ni ens 
-1<3x- 2 < é 2 


A 
8 
Finalmente, la gráfica es 
rango € 
, Mos 
p<arecos| 3x7 JS 
1 
ajótarecos|3x=>) An 


1<y<4n-1 
> Ranf=[-1; 4m-1] 


Porlo tanto, la gráfica es la siguiente: 


Aplicación 24 
Grafique la función 
y=3arctan(x+1)+x 


Resolución 
Dominio: xe R 


Rango: 


? carctantx+1)<Z 
Aplicación 23 2 2 


Trace la Srálica de 


5 
== < 3arctaníx+1) + <= 


a 
solución 
Alem Finalmente, la gráfica es 
OS el dominio a 
tos 


Com 
“arccos Xx 
272]sm 
DUES 
2n ES ] 
sy 2 < 27 
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Aplicación 26 
Grafique la función 


Aplicación 25 
Trace la gráfica de 


=> +5arctan(3—2x) y =2arccor[+2)-2 
T 3 


Resolución Resolución 
Dominio: xe R 


Rango: O<arcco(L+2)<x 


si arctan(3-2x)<* 
2 2 


0 < 2arc col 2) <2x 
T 
-2n< E +5arctan(3-— 2x)<3n 
: E Darecot e y ¿E SN 
—2T<y<3n 3 T 33 
Por lo tanto, la gráfica es la siguiente: - <y< = 


Por lo tanto, la gráfica es la siguiente: 
A 
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3 : 
Lectura 


A a EN 

E AA, 

r j 
El 

| B 

4 


Aplicaciones de la función seno en la ciencia 


Veamos a continuación algunas aplicaciones de la función seno que podemos encontrar en la 


ciencia y la naturaleza 


es un 


' instrumento que per- 


transito 


s alternantes 


i¡Gad de medir su voltaje pico a 


pico. Son de los instrumentos más versá- 


tilos 6 A más 
tes que existen y los utilizan di 


RETIRO 


micos de reparación d 


médicos. [ 


Ea . 
¡ENOMEeNOS: Si está nrnvictn 


adecuado laleman - 
“£tuado (elemento que convierte una maonitud física er 


sica en señal electrica), será capaz de dar- 


cl ritmo cardiaco. la potencia de sonido, etc. 


nos el valor de la presión 


Otro instrumento en el 
ultrasonido, la 


que se hace 


> Uso de las ondas de la función seno es la máquina de 


A A e rd 


y Cual crea imagenes que permiten examinar desde el exterior varios órganos en 
“! Cuerpo de 
Po del 


Ser 


vivo. Esta máquina envía ondas sonoras de alla frecuencia que hacen eco en 


Uras Corporales nar e ns a 
útice AS Corporales para que luego un computador reciba dichas ondas reflejadas y las 
EE Para crear una imagen. 


les estruct 


e a 


Problema 1 
Calcule el valor de la expresión 


arccos| +5] +2 
49 


arcsen| > 
Y 


Resolución 


M= 


8= arccos| 2] => cosO= pl 
o 49 49 


(,) e ess 
*« (=arcsen|75| > sena=> 
7 7 


Aplicamos arco doble para (. 


cos2a=1-2sen%a 


9 2 
=> Ccos20.= 1-25) 


cos2a = eL 
49 
cos2a=c0s0 
> 2a=0 


Reemplazamos en lo pedido. 
M= la +2 
[04 
M= 28 +2 
QL 
M=2+2 
. M=4 


Problema 2 
Calcule el valor de 


1 
M=tan E arctan cos (2aresen 1) 
| 2 30 


Resolución 
Operamos primero 


cos|2arcsen [E ] «los? laresen Ll. 
30 30 
cos[aresen, [7 =1-2x Y = 8 

30) 30 15 
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Problemas resueltos 


Reemplazamos en M. 


M =tan P arctan = 
2 15 


Sea 


8 
9 =arctan— 
arctan;7 


=2 aia > A 
15 8 


Reemplazamos en M. 


M=tn 
2 
M=csc8-—cot0 
17 15 
28.8 


Calcule el dominio de la función 
21 


f = -z—MMMIMIII 
(0) 2 
sen? arccos(2x)-— =3 


En el denominador 
21. 
sen|2 arccos(2x)- .| 0 


2 
> 2arccos[(2x)- = +nijnel 


nr T 
e: + — 
arccos(2x) + MEE 


(2x) (1 
arccosiZX ES 3' 6 


T 5T 
2x% (cos: cos e) 


3 
1. Na 
2x4) 2 : 
st | 
4 4 


pe (y (IN) obtenemos 


AE 


Ep Le 
si DomÍf = “72 4 "4 


Problema 4 
Determine el dominio de 
arcsen(Vx)+ arccos(/x) 
Resolución 
Analizamos yx . 
I<Vx<t a /x>0 
3 0< Vx <1 


0<x<1 


Luego, 


ÁICCOS X - aresenx 
O 


ar . 
. Ccosx-aresenx>0 


2 arcsenx — aresenx >0 


arcseny s 1 


4 
y “arcsenx< Y 


sen -£ 


ES 
5) < sen (arcsenx) < senA 
4 


(ID 


(1D 


(1) 


Problema 5 
Calcule el dominio de 


fo) = arcsenyl-4x2+ arecos y1- x? 
+arctan /2|x|-] 


Resolución 
Por condición de la raíz cuadrada 


+ 0s1-4x2<1 > 0<x2<l 
4 


1 l 
aa 0) 
* (O<l2<1l > 0<x<1 
* 2|x]-1>20 > ld 2 
1 1 
E Y AZ 0) 


Problema 6 
Si arcsen(4) +arcsen(B)+arcsen(C)=1, 
calcule 


M=Av1- A? + BY1-B? +Cv1-C? -24BC 


Resolución 

Sea 
a=arcsen(A) —> sena=A 
O=arcsen(B) => sen0=B 
¿g=arcsen(C) => seng=C 


Reemplazamos en M. 
M=sena.cosa+sen0 cos0+seng cosp— 
2sena sen8seng 


2M=?2sena.coso+2sen0 cosO+ 2sen4 cosó— 
Asena sen senb 


2M =sen2a+sen20+sen24 - 4sena send senp 
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Como a+8+0=1T 
> sen2a+sen20+sen20=4sena.sen0 senó 


Reemplazamos. 
2M=4sena seng seno -4senoa senó send 
2M=0 


. M=0 


Problema 7 
Halle los valores de x, tal que 


Csex > 2% 


s A a 
ecolución 
Resolucion 


Sea 
Csex 


4 cos? x-1 
OE AE 
4(1- sen?x)-1 
1 

g=-Senx__ 

3-4sen*x 

1 
- 3senx— 4sen?x 


8= 


B8= 


> B8=csc3 
sen3x y 


Reemplazamos. 
arccsc(0)=3x 
arcesc(csc3x)=3x 


2 9 

» T T 
o melts .T 
50) (0 


Problema 8 


Calcule el valor de 


1 
Marctan| +) A 
3 +arctan 5 +arctan ;)'arcan(.) 
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Resolución 


M =arctan| —22— 


M = arctan a + conf 


3 
71 
= t dt ll 
M = arctan 108 
TIA 
M=arctan(1) 


Mel 
4 


Determine el rango de la función definida por 
f(,=arcsenx+arccotx+arcsecx 


Hallamos el dominio. 
-1<x<laxeR a (r<-1 vx21) 
x=-1 v x=1 


> Dom(f)=1(-1; 1) 
Luego, el rango 
Ran(S= ED; 0D) 
*  fqy=arcsen(1)+arccot(1) +arcsec(l) 


f = 
fs LLLán > 
mM) 4 m 


(D) 
* fi ¡parcsen(-1)+arccote 1)+aresec 
T e: 
fe = GA > fan” 


e EE 
RantA)= [3 -) 


— 


-_— 


problema 10 o | 

,mine el rango de la función definida por 
E arcsenit-aICCOsX +AICÍAIM-arccoly 
(y 


resolución o 
Hallamos el dominio de f. 


f)= arcsenx =arccosx + arctan x — arccotx 
o xel=lil] axel=l5l]a xeR an  xeR 
> xel-1;1] 


Reducimos la función. 


T 
ho = arcsenx — E - aresena) +arctan x— 


(G-arctanx) 
—-—arctan x 
2 


fcy=2(arcsenx+arctanx)-n 


Como f está compuesta por la suma de dos 
funciones crecientes, 


En Ra = [4 fp] 


y fy=2laresen(1)+arctan(I)]=r 
o lp, 
ha) . 


'en=2laresen(- D+arctan(-1)]-1 


his T T 
15 E_2 e 
2 al ds 


ermi 
Ne el 
losa "ANGO de la fu 


nción definida por 
Areese lc]+2 p 


arccos(x-2) 


lx S e dominio de 
REED a 
v 


Da 


la función. 
Lx 2%] 
l<sx<3 


En 


$ 


> 1<x<3 


> fay= arcesex+arcoscx+ Zarccos(x- 2) 
f(9=2arcescx+ 2arccos(x-2) 


Como las funciones arcese 
cientes, entonces 
Ran(/) = [fg); y] 


f¿)=2arccsc(3)+2arccos(1) 
f(s)=2arccse3+2(0) 
f(g)=2arcesc3 


*  fq)=2arcesc(1)+ 2arccos(-1) 


La) = 2). 2(1) 
f(y=31 


Ran(F)= [2arccsc3; 311] 
Problema 12 
Calcule el rango de la función 


kx) =arcsecx—y4- x? 


Entonces solo analizamos para x> 0. 
/ de 
> fi) =arcsecx—v4-x%5x>20 


Hallamos el dominio de la función. 
x21l 2. 4-x2>0 
x2lAxéSs4 
x21lA0<x<2 

> 1l<x<2 


La) = arcsecx+ (24-12) 


función 
creciente 
en X; 2] 


unción 
creciente 
en [1; 2] 


> Ran(£)=[ hy; ho)] 


* fp =arcsecll)- J/4—1 
fa) = 0-43 
fa = 43 


y arccos son decre- 


* fo =arcsecl2)- 4-4 


T 
EN 
(2) 3 
T 
se 
(2) 3 
A Ran()=| 13,5 


Problema 13 


Calcule el dominio de la función definida por 


fis) = Vlarctan xY — 4arctan x +3 


Resolución 

Por condición de la raíz cuadrada 
(arctanx)?-4arctanx+3 > 0 
(arctanx-3)(arctanx-1) > 0 


> arctanx<1 v arctanx > 3 (D 


Por teoría conocemos que 


T T 
=—<arct. — 
> <arctan x < > (ID 


Se intersecan (1) y (ID. 


T 
77 “arctanx<] 


Como tan es creciente 


T 
> tan (1) < tan(arctan x) < tan1 


-o<x<tanl 


Dom(f) =(->s; tan1] 


Problema 14 


Determine el dominio de la función 


S 
ly =arccse| Pemitrlcosa a), 


arecos| Sen +|cos %) 
y/2 

Resolución 

Por la función arcese 

Isenxl + |cos xl a 


1 y Sem +lcosxl 


2 (D 


Por la función arccos 


ja Isenx| +|cos xl 1 


v2 (1 


Se intersecan (1) y (ID. 


Isenx| +!lcos xl Y 


E Isenxl+|cos xl E 
y/2 
Isenxl +|cos xl =/2 
(Isenx|+Icos x])? = (Vay 
1 +|sen2x|=2 
|sen2x|=1 


1 


Elevamos al cuadrado. 
sen?2x=1 
2sen*2x=2 
1-cos4x=2 
cos4x=-1 

> 4x=(2n+1D)x; neZ 

T 
x=(2n+ un 


Dom(f) = (en na neZ 


pa 


Problema 15 
Si lx] < > halle el máximo valor de la función 
f(x = arcsenx arccosx 

Resolución 


T 
a= arcsemx| 2 " arcsent) 
T y 
f_ y ==arcsenx — larcsenx 
(x) 2 


a 
kx) = y arcsenx— (arcsenx) 16 16 
e] 
y? acen +16 


dl f 
fo, = ——| larcsenx 
(x) 16 


2 
me ÑE z) 
Lo) = 16 = (arcsen 4 


e 


pr 


<x ¿1 y arcsen es creciente 
£xS5 ? 


l 
Como 3 


1 
| q — 
> asen -3) < arcsenx < arcsen| >) 


T 


Mee <arcsenx <= 
6 6 


5 TL 
MM . 


Flevamos al cuadrado. 


e. 2 2 
od T T 
Ey (arcsens - z) > 


144 4) “144 
E Laresem = ) ES me 
144 — 144 
2 m 2 2 
Sil ercsene-1) ¿Y 
9 1 18 
2 2 
EE TT 
9 Sk S 18 


Sr 
m 
! 
co | lo, 
313 
Km 
E 


Et 
Máx 
18 
p Oña» 
"loblema 16 
D 


etenmi 
| E el rango de la función 
y> 

Senx — /arctan x = arccotx 


Solución 
teoría del 


arcs 
ACSeny en 


> 7lsxs] 0 


Por Condición, de E 
arcta arco ae Cuadrada 
Uan rn 

2 Yetan x) 20 

“clan y > 7 

o 

2 tano 


(ID 


Se intersecan (1) y (ID. 
x=1 
> Ran(f)= Ko) 


Donde 
f = aresen(1) — Jarctan(1) - arccot(1) 
toro” 
Lua EE 
072 Va 4 
T 
a 
(0 2 
Ranf = 8 
2 


a A 47 
Problema 17 


Determine el rango de la función 
f¿=arcsec(senx+cosx) 


Resolución 
Se conoce por arcos compuestos 
—/2 < senx + cos x < Y/2 (D 


Por la función arcsec 
senx+cosx<-1 v senx+cosx>1 (ID 


Se intersecan (1) y (ID. 
-/2<senx+cosx<-1 v I<senx+cosx</2 


Como el arcsec es creciente 


> arcsecl-/2)<arcseclsenx+cosx)<arcsecí—1) 


V 
arcsec(l) < arcsecísenx +c0s x)< arcsec (42) 


3T T 
> q ár V Sto sg 


Ran(f) = [o NES n] 


Problema 18 
Determine el rango de la función 


[y =arcsecx-aresec(-x); |x| <2 


Resolución 
f(y=arcsecx- (—arcsecx) 


f(=2arcsecx—-T 
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Se intersecan. 
Ddexrela (3 l yv x21) 
SU PA EE 


* -2<x<-1 
arcsec(-2) < aresecx € arcsec(-1) 


21 

3 <arcsecx<nr 

= <2arecsecx<2rT 

TC 

q Sn 

T 

3 <T (D 


« ]|<x<2 


arcsec(1) < areseex < arcsec(2) 
T 
O<arcsec<= 
2T 
0<?2aresecx <— 
a T 
=T< 2arecsecx-—T< 23 


E a 


Unimos (D y (ID. 


dai 
Ran(f) = —n Dz 5 
3 3 


Problema 19 


Determine el rango de la función 


2 
ho) = arcson[ + a 


Resolución 
Conocemos que 


1 
x+=<-—2 y eso 
e Xx 


2 
> 2x <-l y >1 09) 


Por la función arcsen 


2 
x*+1 
e 2x 5 (1D 


Se intersecan (1) y (ID. 


x*+1 el 
=-1 y 
2X 2x 


=1 


> Ran(f)= [arcsen(-)); arcsen(1)) 


PBrnalalayarm £) 
Problema 20 


Calcule el valor de x en la ecuación 


arctan (2) +arctan (2) + arctan (+) =T 
2 4 8 


Sean 


X. Xx 
E parcial: > tano. == 


XxX Xx 
= = arctan— > tanpb=> 
B 4 dl 4 


x 
0= arctan* > tan0== 
8 8 


Como a+ P+0=x 
> tana+tanf+tané=tano tanftan0 


E) 


-56x=0 
xlx?-56)=0 

x=0 v x2=56 
x=0 y x=32414 


De estos tres valores h 
valor que verifica es X= 2414. 


Problema 21 


Resuelva la ecuación 


/ 2) 
tan [ arcsenl 1-1? )] - senlarciaN 


gesolución 
Sean 


2 > tan8=2 > sen9= 


5] 


g=arcian 


reemplazamos en la ecuación. 


[ a _ 2 
ten aresen(Vl E )| E 


an] 


Sea 


y A 3 
A > sena = V1-x 


Reemplazamos. 


-0iema 99 
Elermine e 


l conjunto solución de 
Cos( 


Aa, 
“HICCOS y) = _1 


ón 
“arcos y) 1 
2 

Ye 

2 arccos Jn Z 

a € 
Cos y dra 21 
256 

Ce 

di ¡21.71 2 Sn 7r 

a, 


Por teoría 
0O<arccosx<x 
> arecosx=3; 1,27, 5 
6.3" 3 6 
T T T 5T 
X = COST; COST]; COS; ae 
6 3 Ss cos 
-B.1 1 43 
az Y 3 


Problema 23 
Calcule el valor de x en 
arccosx-arcsenx=arcsen(1l-x) 


Resolución 
AS DIAL ita 


T 
q arcsenx — arcsenx = arcsen(1- x) 


7 2arcsenx = arcsen(1- x) 


— sen( 2arcsent) = sen(arcsen(1-— x)) 


cos(2arcsenx)=1-x 

1 -2sen*(arecsemx)=1-x 
a PEN 

2Dé-x=0 

x(2x-1)=0 


1 
=0( =-— 
Xx Y Xx 9 


Problema 24 


Calcule el valor de x que verifica la siguiente 
igualdad: 


arctan x — arccotx =arctan (V2) 
Resolución 


arctanx-— E —-arctan x) = arctan(/2) 
2arctan x = > +arctan/2 


" 
> tan(2arctanx)= tan (5 +arctan Y2) 
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2tan (arctan y Z 
_an(arctanx)_ = -cotlarctlan v2) 
1- tan? (arctan x) 


A e =cot( arco! $) 
|- x? 2 


> Sarcsen(Bx+C)<% 
2 2 


A 
E idos <<: 


2 1 AT Án 

mL -—+Dsf s 
re ini > La E +D 
x?-2/2x=1 > E, A An, _ 3 
; 2 2 2 2 
x? -2/2x+2=1+2 

2 

(x-/2) =3 Resolvemos el sistema. 
x-V2=4V3 A=2 A»5 p=2 
x= /2 +43 e 


donde solo verifica 


x=4V2 +3 


x 1% = 
Buzd O PL 
60 arcsen[ z z)+ > 


Otra forma 
Problema 25 
Halle la regla de correspondencia de la fun- ¡3 
ción que se muestra en la gráfica. 


ms donde 
o An= +3 > A=2 
Resolución 2 1 
Analizamos los intervalos. 5 gt 0 B=> 
e —1<Bx+C<1l 
1-C 1-C 3e_ T 
A $ DissZ2 2 => 
poe De A ? 
E ta A MA A 
B B 2 1 
2 
Resolvemos el sistema. : 
1 1 E De 
E 2 fi) =2arcsen(777)"2 
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AA 


FP — 
problema 26 
Del gráfico, halle la abscisa del punto P, 


(ID 


Resolvemos (D) y (ID. 
B=4-2/2 » C=2/2-3 


a 
Ca *b J) M 
¿yj=aA Clan +0) 


Pín; 0) e Y =arctan(Bx+C) 


> 0O=arctan(Bn+C) 


> > tan0=Bn+C 
ANA 0=Bn+C 
C 
Resolución "=p 
B 
* -1<2x-1<1 => 0<x<l 
Es a n= 3-22 
<arccos(2x-1)<x1 4-22 


1 
> 0<-arccos(2x-1)<% 
4 4 


_3-2/2 4+242 
n= —— x ——= 
4-242  4+24/2 


¿ 9 
Py 2 


4 


Demlola por 7 
Problema 27 


E Determine el rango de la función definida por 
Pl — f(y=2|arcsenx|+4|arccosx| 


Dar "4 
Resolución 


Caso 1 


| 
| T 
| | x =3 < arcsenx <0 


' yA > f()=-2arcsenx+darccosY 
l Al y = arctan (Bx + C) fo = —2arcsenx + a(3 == arcsena 
T 4 
+ 
4 lO) f(y=21-barcsenx 
1 
a BC Como 
B+C=1 -F<arcsenx<0 
(1 (1 2 
+). > 3n>-Sarcsenx>0 
| ] Ñ ate 0) 51 > 2 n-6arcsenx>21 
>> mn 
8” aran [2 A o) 5m> f)> 21 


fo9 (2; 5 


E 


=== 
Como 
Caso 2 


T 
T -1<x<0 > Z<arccosx<x 
OSarcsenx<, 2 


> f(y=2arcsenx+4arccosx 2 E 1 s 1 
| T ) TT Aarccosx T 
= — -arcsenx 
(o =2arcser+a(3 e k W 
f(y=2n-2arcsenx AYCCOS X 
0> fo >-1 

¡ T = 1 < fa) < 0 0) 

0O<arcsenx < 3 

2 

> 0>-2arcsenx>-1T Caso 


0O<x<l => |x]=x 
21 > 2n-2arcsenx > n 


Reemplazamos. 
202 f( 21 _ AYCSENX , arccosx 
foy € [r; 211] (1D 6) arcsenx  arccosx 
fy= 1+1 

Unimos (1) y (ID. f9=2 (0 

fo € [r; 511] 

e De (0) y (ID 

Ran(/)=[n; 511] fo) € l-1;0) U (2) 

Problema 28 *. Ran(9=[=150) u 12) 


Halle el rango de la función ERUTA A 
colema 2 
arcsenlx|  arccos|xl 
a 


x) Halle el dominio de la función definida por 
arcsenx  arccosx 
xY T 
Resolución aresen 2) 4 
En los denominadores A — AAA 
T xy T 
arcsenx*0 » arccosx*0 fE- arccos|+)-E 


x*sen0 A xxcos0 
x*0 n xxl Resolución 
á . ., £ 
Por condición de la raíz cuadrada 
> xel-1;0)U(0; 1) 


Caso 1 


Xx T 
=1<éx<0 |x| ==x arcsen[2)22 


Reemplazamos. 


xY_ Tr 
—<arcsen|— |< 2 
lio arcsen(-x)  arccos(-x) 2 
A y ATECOs ix) ' 
) arcsenx Arccos Y Como sen es creciente 
arcsenx > sení< sen[ arcsen3 Seno 
= T-ar iS 
fo) = E Alccos Y 4 2 
arcsenx arccos x ax 
T —<-=<l 
fo) = 24 ———- 2 2 0) 
arccos x ess 
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.— 


condición de la raíz cuadrada 


xj T 
accos[ +) e 0 


Por 


xr 

0 pp 
accos(+) 3 
e arecos[ +) <T 
3 4 


Como cos es creciente 


T 5 
ER sr MA 2 C0ST 


-4<x<2 (ID 


q" Rp 0) 


Problema 30 

alle . 

h el dominio q 
5 


y) = 


lar 
Cos x] = laresena] 


e 5 , 
la función definida por 


Resolución 
Por condición de la raíz cuadrada 


|arccosx| - |arcsenx| >0 
Arccosx > larcsenx| 


Graficamos. 


Hallamos el punto de corte. 


arccosx=|arcsenx| 


T 
7 — arcsenx = arcsenx 


T 
arcsenx = 4 


«12 


Problema 31 


Calcule el dominio de la función 


k y) = Varctan x — arcose x 


Resolución 
Por condición de la raíz cuadrada 


arctanx-arcesex > 0 
arctanx > arcoscx 
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Graficamos. 
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> xelxj-1]ulx»; >) 


Resolvemos la ecuación. 
arctanx=arccsex 


*  arctanx=98 => x=tan09 
*  Arcescx=0 => x=cCsc0 


Sabemos que 


csc”9—cot?0=1 


A-é-1=0 
2_ 1445 
E 
2 1445 

x= 2 


Dom(0)=|- Bilal 


Problema 32 


Calcule el valor de 


1 1 
M=arctan (3)+arctan (3) l 
2 3 +arctan 18 o 


+arctan (57) 
2n? 


Resolución 


arc tan E 


arctan[ 


arctan/ 


arctan[ 7 
2 


2n 


n? 


7) = arctan[ 2 
1+4n?-] 


7) 


1+(n+D(2n-1) 


J=arctan(2n+D- arctan(2n-1]) 


Reemplazamos. 


arctan(3) = arctan (3) - arctan(1) 


arctan (5) = arctan(5)- arctan(3) 


arctan (3) = arctan(7) -—arctan(5) 


arctan[ 


Sumamos. 


52) = arctan(2n+1)-arctan(2n—D 
2n? 


M=arctan(2n + 1)-arctan(1) 


M= arctan| 


14+Qn+D0 


2n ) 
M= arctan( 72 


M = arctan (5) 
n+1 


Problema 33 


Calcule el valor de la sumatoria d 


1 —+ 
M= arcian= +arctanz+ar clan 73 


entér mino? 
1 


to 
arca o] 


>. 


pesolución 
y | 
aaa +0 
k=1 


a (R+D- (2) | 
M=Yar a 
k=l 


Y= Y arctan (R+D-arctan(R) 
El 

k=1 > arctan(2)-arctan(1) 

k=2 > arctan(3)-arctan(2) 

k=3 > arctan(4)-arctan(3) 


k=4 > arctan(5)-arctan(4) 
k=n > arctan(n+1)-arctan(n) 


Sumamos. 


M=arctan(n+1)-arctan(1) 


(n+D-(1) 
M= A 
ac 


a Macian[ n ] 
n+2 


Problema 34 


Simplif 


que la expresión 
) =2ar 


Ct 
antesc(arctanx)- tan(arccotx)] 
solución 


M< al 


e T 
Ma Sclarctan x) tan -arctan x 
“clan 2 


Acta cotlarctanyo] 


Ab 


SSCO=CO18 < tay 0 


Ma 
“aran arctan | 
tan oa) 


lo 


A 2 
| Matan 


Problema 35 
Si0=arc cot(Vcosa) -arctan (Vcosa); 


T T ¿ 
=> << 7 determine seng. 


Resolución 


9= Ñ -arctan (Vcosa) -arctan (coser) 
8= Ñ =- 2arctan(/cos«) 

> seng8= sen| Y = 2arctan(/cosa) | 
sen8 = cos[ 2arctan (Vcosa;) | 


Aplicamos. 


1-tan? [arctan(/cosa)] 


1+tan? Larctan( cosa) ] 


1-(Vcosa)' 
le 


sen8= 


sen9= 


l-cosa 
l1+cosa 


sen 


25en*> 
sen8 = 5 


qe 
2cos 2 


20 
sen0 = tan 2 


Problema 36 


Calcule el equivalente de 


2x Lal 
M = 2arctan x +arcsen a, 


A 


Resolución 
Hacemos un cambio de variable. 


x=tan0 


2tan0 
> M=2arctan(tan0)+arcsen| —_—3— 
1+tan*0 


M=2arctan(tan0) + arcsen(sen20) 


Como 


sy 0<n-20<> A sen(20) =sen(r — 20) 


Reemplazamos. 
M=28+arcsení(sen(r—20)) 
M=20+1-20 


M=1T 


Problema 37 
Calcule la expresión equivalente de 


: 23 
s4 00] Larsen 25) acto E ] 
2 l+x 3 1-3x? 


Considere que x € (8. JS 
3.3 


Resolución 
Hacemos un cambio de variable. 
x=tan0 


3 
mM tanlaresen/ 22 1 Larctan] 3en9 tan 9 
2 I+tan?0) 3 1-3tan?0 


1 
M=tan E arcsen(sen20) + >arctan (tan 30)| 


43 


E 
3 3 
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T T T 
— : A AR 


y3 y3 


-— <tan0<— 
3 


La 
6 6 


T 


Ahora reemplazamos. 


1 1 
M=tan E + 2c30)| 


M=tan20 
Ml 2tan0 
1-tan?8 
2x 
M= - 
iy? 


Calcule el valor de 
1 
M=4arctan (5) -arctan (5) 


acolucion 


Sea 
= 1 > tan 8= z 
8 =arctan ( ) 5 


Usamos la identidad 
4tan9-4tan? 8 


tan 40 = 
1-6tan?0+tan*0 


Reemplazamos. 


tan 40 = 


a 
Ena) 
, arctanltan 40) = arctan mó 


a) 
40= arctan 119 


a) 
A sacan > Jo arctan 119 


eemplazamos. 
120 55) 
tr=acctan( 232) arctan[ 7 
1201 
_119 239 _ 
M=arctan EN Ea 
119/1239 
M=arctan(1) 
a M=l 
4 
Problema 39 


Grafique fy=arcsen(semx). 


Resolución 
"rif 
aresenísen(T+x)) =arcsen(sen x) > T=2x 
y _X T 
==< > 
jes > arcsenísenx)= x 
s T 3 
=< T 
¿Ex Joa > arcsen(senx)= 
arcsen (se 
( MA) => x e|-5,1] 
Caficamos 
on 
, qye T 
ls] 2 2 
T- Xx; T < x< 3T 
2 y 


Problema 40 


Grafique f(y=arccos(cosx). 


Krso5fa 
arccos(cos(T + x)) =arccos(cos x) 
> T=2n 
+ 0O<x<x 
=> arccos(cosx)=x 
* TEXE<LZT 
> arccosícosx)=arccos(cos(2n—x)=2n—x; 


21m-x € [0; 1] 


Graficamos. 
x0<x<rn 
fo) = 
Y (2n-xT<x<2r 
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L 


a 


Test 


Determine el dominio de la función defi- 
nida por 


6x +2 
kx) = arccos 5 


Determine el dominio de la función defi- 
nida por 
feo” 5arcsen(x+3)+3arccos(x+1) 


A (1 
D) (0) 


B) (-2) C) 12) 


EJ 451] 


Calcule el rango de la función definida por 
1+ a] 


k y) =arcsen 


Halle el dominio de la función definida por 


fo) = arcson| 205), x € (0; 211) 


Halle el rango de la función 
f¡y=arccos(x-1)-arcsen(1-—x) 


O) (0) 


= 3 a arccos[ 2), 
3 3 


lis = 3arcsen E 


a 13r 
a ES 

11x 13T 
pi | 42] 


. Ley 
Determine el máximo valor de la funció: 


f.) =arcsenx arccosx 


2 


me 0) UN 
A) 41% A 16 
l 21 
TU E) 
Dn 
á 8 
3% 
Si arcsenx + arccos y + arctanZ=" 
calcule el valor de 
arccosx+arcseny +arccolZ 
aya 
A T B) > 
T E) =* 
D) => 


>. 


T 
y Siarctanx+arciany="q> 


calcule (c+ DO +11. 


B) 0 0) 1 
D) 1 ci 


1, Calcule el valor de 
M=arctan(tan5)+arctan(tan2)+arctan(tan3) 


A) 10-21 
D) 7-1 


B) 5-31 C) 10-4x 


E) 8+31 


|. Six<0, determine el rango de la función 
definida por f(,)=|aresecx| -2| arcescx|. 


05) ol) on 


| a [93] 


Do A 
113 


2 Halle los Valores de x si 


aresen(x - 3)+arecos(x-3)=% 
2 


Ad 124] 
D) lo; 4] 


B) 12; 3] O) [l; 4] 


E) [3; 4] 


13, 


Calcule el rango de la función 


lo) 5 e SE 
16 


A (mu 


» (3 


+. Halle el rango de la función 


1 
ko = q (arcsenx +arctan x) 


ACES 


IES 


>. Halle los valores de x, tal que 


arccos[(cosx -sen2x)(1+2sen x)] =3x 


A) o 2] B) [05] 0) (0;1] 
TT E, U 
o 53 a a 
10: 1357 
11 3 1.4. 


12 EM 15 13 
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>» Problemas propuestos 4 


Nivel básico 


Determine el dominio de la función defi- 

nida por 

arcsen[/x) + aresen! xl + aresen(3x) 
arcsen2x 


B) (o z] 


(1) = 


0) (0; 1] 


Determine el rango de la función 


fe) = arcsen(2x +1) + Vx? —1 


B) t1) 


Determineelrangodelafuncióndefinidapor 


, 3 1 5 3.1 
(«) = arcsen E is Ari 


8 

9 15 9 15 9 17 
ara ales] o(y3) 

8 8 ) 8 8 o 88 

9 17 9 17 
D) (=;— O 
) (e +] de E ] 
1 ] 
Si E <x< > calcule el máximo valor de la 


función fo) = ta Eesenda) 


A) 1403 
D) 2=43 


B) 1-43 C) 2443 


E) 343 


5, Calcule el dominio de la función 
f(=arcsen(2senx); xe[0; 27] 


TT 5n 71 117 
Ml RA E ==) 
E AE o 5 3 


Halle el dominio de la función definida por 


ha 124 |, secx-1 
(+) = ACCOS ee o 
A) [-1; 11-10) 
B) R 
nT 
CO) R=-i— 
> (5) 
D R-(n1) 


E) R (en + 1 


Calcule el valor de 


arcn( 3) 
M=cot [Farcian( 7 


26-5 
A) 5v26 8) 426-5 a el 
D) /26+5 
2. Halle el rango de la función 
4 
Lx) = arc secl tan! x+cot'*x+ 2 


¡Je el dominio de la función definida por 13. Sea la función definida por 
y Calcu A x sl Ñ 
A (a E 
laresen2a) .. (x) en 2 


e A 


] E determine su rango, 
arctan(4x)= ú 


a aq oy PA Pb olga 
ñ . m0 D) To) E [52 


14. Calcule el dominio de la función definida por 
ciicdvalorde f y) = Varccosx—1+arccos(x +2) 
acsen[ 3) A ES. BEE 0 Lo 
N=-—— E D) [0;1] E) 21) 
ac0os| $ 
E : 15, Halle Dom(f) n Ran(f) de la función * 
1 
a) ñ B) 3 o) 2 ko =cos| ¿zarccosx=*) 
D) 2 E) 3 
2 $3 
' Resuelva la ecuación AY ELN B) [2,4 0) q Ñ 
5 2 
acen earcson[ 2) D) EN E) EN 
NA) Xx 2 . 2 
A y. Calcule el dominio de la función definida por 
. e B) -12 C) 60 senx +c0s3x +1 
26 E) 13 la) a e 
arccos(|xl) - arcsen (lx 
Nivel intermedio 
1 Six” A) a 
Ao. 7), determine el dominio de la 2" 2 
rasen(sen+ cos) B) (Bo 
A NES 0) (522) 
5) 3 
j D) (0; 1) 
B) pres 
44 E) 1510) 
y lo A] 17. Calcule el rango de la función definida por 
yA 2 — 
b fo = laresene aran da! 
dy E 
3) [Vr | 0) | 
| a (m B) 1%] 
Xx lo 
: ds 


D) (de+ E) 


2 
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18, Determine el dominio de la función defi- 


En 


0] 


rt 


22, 


nida por 


kx) =Varccot x-—arccos X 


C) 10; D 
E) [-151 


A) 10] 
D) [0; 1] 


B) [-1;0] 


%. Determine el dominio de la función defi- 


nida como 


fi) =arctanlx|-arccotlxl +aresen(2x-2) 


af] ob] 


D) 10; 1] 


O [11] 


E) [l; +00) 


20. Simplifique la expresión 


M = sen[arccot(cos(arctan x))] si x > 0. 


A x2+1 x2+3 e) +5 
142 42 x2+2 
x*+7 x +9 

Da ES 
x“+2. PEU 


11, Determine el rango de la función definida por 


== 
Xx 


A) 2 
D) -1 


y] 


0 . á 
23. Dadas las siguientes ecuaciones 


arcseny _2  arccosy 4 
arcsenz 3 arccosz 3 


calcule arcsec(2y)+arcesc(22). 


T 
Bj) £ 
JE 


(a) 
_/ 
e 
ES 


22, Determine el dominio de la función defi- 


nida por 

kx) = (arcsenx - (aresenx)* - 

NE5LU. B101. OEx0 
| T 

D) (sen > E) E 


Determine el dominio de la función defi- 


nida por 


fa) = 2arctan|x| - arcsenlxl 


ole 


E) (0) 


A Elx 1 B) 10; 1] 


D) 10; z| 


20. Sixe€ (a an) ss Ea simplifique 


2 


arcsec(tan2xcobe=1) 


A) 
B) 
C) 
D) 2x 

E) 2x-21 


EZ E : Z 
n— a 


y, señale el valor de ' Nivel avanzado 
aresecísec4)-arcesclesc4) 32. Simplifique la expresión 
/= t(cot6) +1 2 
is M =arcsen| 2% Jrarccos A 
1+x? l+x? 
T T : . 
T pad Ea sixe[0; 1] 
A) 6 B) 3 C) 4 
o T E 7 A) arctanx B) 2arctanx C) 3arctanx 
2 D) 4arctanx E) 5arctanx 
1? Halle el rango de la función definida por “s. Determine el dominio de la función defi- 
Zarcescx +3m nida por 
Wo aresecxen arcsecx 
foo = [EZ 
lareese xl 
A) [1,4]-(3) 
B) 11: 4)-(2) A) o-1] U[l; +09) 
O) (1341-43) B) (=2-1]u| 2; +00) 
D) 10; 21]-£x0) 
NE O 
E) [0;n]-¿= 
a D) (+=; u [1/2] 
“2, Determine el rango de la función definida por E) 5-1] U [2; +09) 
f, = 9CSecx — arcsenx 
ArCSsecx + arcsenx “4. Sea la función definida por 
fi.) = arccoslarccos(arccos x)] 
A) Calcule f... — Faáx): 
Da DE oa A 
E) ED A) -cosl B) cosl C) -2cosl 
o D) 2cosl E) 0 
“4 Sig 
ela accot(Ja2n 335) =arccsclx” — 1 : 
ulen, j 35. Si -2<x<-1, determine el equivalente de 
0 2arcsecx 
* B) 1 2 
EA 1 9- 
p 3 3 c) 2 A) 2arccos| z ] 
- y 
R E) 3 2 
31, 8 


B) arosee| zx , 


24 
C) 2arccos| 2 - 
Xx 


» SS D) 2n-arccos| 
D Cx 
ar B) 
Sen y Arccoty (0) arctanx E 
E) arcescx E) 21-arcsec ae 


A 
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36. Sea f una función definida por 


27 


39, 


fi =arccos(x) —x, cuyo rango es [a; bl. 
Calcule b-a. 

A) n-1 B) x C) n+1 
D) n+2 E) 1+3 


/. Si Fes una función cuya regla de corres- 


pondencia es 
(x 1) +cos| 5 
fi) = AYCCOS x-1)+c0s 3 
cuyo rango es [a; b], calcule b-a. 


A) n-1 B) T 
D) n+2 


O) n+1 
E) n+3 


2. Determine el dominio de la función defi- 


nida por 


kx) = Varccosx-arcsec2x 


Calcule el valor de 


m - Senf5arctan/5) 
sen(3arcsec/6) 


A) B) : O 


D) 


w|Aauw|-— 


40. Sia; 0e (05) reduzca 


arial sanOnana cz StanG+tana, 
Y tano and 


A) 0 B) 1 O) -1 
D) =2 E) 2 


41, Calcule la sumatoria de los n primeros tér. 


minos de 


arctan < Jrarcta/ 5 Jrarctan| 3 hra t 3 
5 29 ye a) 


A) arctan| SL ) 
3n+4 


B) arctan gr ] 
3n+2 
(2 


C) arctan ) 


D) arcian( 2253) 
3n+2 


1 
3n+1 


2n 
E t 
pane an( 25) 


Resuelva la ecuación 
arccos+25+2)+cos(1)+1=0 

l c) 0 
A) -1 B) + 


1 E) 1 
D) — 
> 


12, Resuelva la ecuación 


T 


arcsenx + arccos 2x= 6 


A) 10) 


1 1 E) La 


D) (550 


x—— ———— > 


m Determine el rango de la función defini- 47. Calcule el área de la región delimitada por 
da por las gráficas de las funciones 
fo -arecos(2x)+arccos(4x)-arctan(4V3x) f(y=arcsen(x+ 1); 2(9=arccos(x-2)-Í, 
T T 
Y=3iY=-= 
A) [221 21 2 2 
B) 111] 
T 
c) 10,1] | n 5 B) 1 el 
D) 10; 21, 2 
E) [n; 21] D) 21 E) 3n 
22, Simplifique la expresión que contiene n 22, Calcule el valor de 
términos. M= arctan (Yi - 4/10 )+ arctan (V7 =- /6) 
1 3 6 10 Bi 1 1 
ac parta Jarctan[ $ Jrarctan( 22). arctan E) +arctan (75) 
2 4 7 11 v6 0 
1 3 
A) actan[—) Az se a 2 
n+1 D) 2 E) 3 
B) atan [2] 
n+l “0, Halle la regla de correspondencia de la 
C) aca L) función arco cosecante. 
4 n+1 


D) nr-arctan AS 


n+1 0 
nT 
E) aan) O 


O A A ARK 
6D e dl | 
“termine el rango de la función definida por ON : k 
ho = arcsec|x| - arccos x 0 1 Y 
a Ez A) y=arcescl2x+1)+2 
29 4 
T 
B) Ez B) y =arcescl2x-1D+-7 
, T 
pan c—1)+— 
0) 1)-(3 O) y=2arcesc(2x-1) 7 
e Er, 0] D) y= zarcosc(2x=1)+ 2 
ET 


T 
E) y= zarccsols=D+z 


—y 


A a«ee— 


50. Se muestra el gráfico de la función f, defi- A 4+ 343 
nida por 2 
f.y=|marccos(nx +p)+0| | 
Calcule la abscisa del punto R. 3) 34943 ; 

3 

5) 5+342 | 
"h; ó ú | 
| 
6 +2 | 
SE | 
| 

l E) E 
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Capítulo 


Ecuaciones 


tricas 


r 
Julío Doroteo Flores Prada 
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tua 
> 


CAPÍTULO XIV 


ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Objet 

* Conocer las diversas formas de resolver una ecuación ligonométrica elemental o cual. 
quier ecuación que pueda ser reducida a dicha form: 
Dalacint riedicidad de las funciones trioonor étricas y ] 'opiedades de las fun. 

« Relacionar la periodicidad de las funciones tri 'Onomeéliricas y las propiedades de las fun 
ciones trigonométricas inversas para determinar las soluciones de una ecuación tHgono- 
mélrica. 


* Interpretar geométricamente las soluciones de una ecuación trigonométrica. 


Introducción 


Las matemáticas, instrumento de la socied 
sen en el día a día, son indis 


científico Cuando se busca 
Más básico hasta lo m 
ecuaciones, las cuale 
Conocer a fondo o d 


ad para hacer frente a las diversas aplicaciones que sur- 
pensables como herramienta para la complejidad del planteamiento 
examinar los fenómenos, los cuales pueden ser analizados desde lo 
ás complejo, partiendo de los números, las cifras, los datos, las fórmulas y las 
s facilitan el cifrado contenido de cualquier hecho que en el entorno se desee 
Onde se pretenda encontrar el conocimiento. 
n 
e Saf, se desarrollará en forma esquemática las aenacIonss es 
Clas Soluciones e E fundamental el empleo de las entidades trigonométricas y el an en 
Mos capítulos a ecuación Sn la circunferencia trigonométrica, temas que hemos apren ido 
ores. También es necesario recordar el dominio y el rango de las funciones 


noé tri a 
: Cas ¡ . . . 
, Mversas, las cuales son Válidas para la resolución de ecuaciones e inecuaciones 
S. 


oMétri 


Ente 
Presenta Tesolve 


€, Par 


; Ca ele 
oo a me 


Una ecuación trigonométrica implica calcular el valor de la variable angular 
0) Será Neces 


nta) ario reducir la ecuación a su forma más simple (ecuación trigo- 
Ñ 22 . 
' Y luego se empleará la fórmula general para la resolución de ecuaciones 
e EMentales, 
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1» DEFINICIÓN 

Una ecuación trigonométrica es de tipo tras- 
cendente cuando cada una de las funciones 
contenidas en f(,) Y £(x) SON funciones cons- 
tantes o funciones trigonométricas de la forma 


E.T“(ax+b), donde a;b e R (az+0) yn € Z.-X0). 


Ejemplos 


2 
. sen[2x - z) =]- cos|4x 2) 


2 
> ho =sen(2xE) A 89 =I=cos[4x-) 


*  senóx-cos2x=1 > fc9=Senóx—cos2x A8(97) 


sx... 3(x z) 
a = 4 |=-2 fo =tan"| =+> 
sl É 5) 20 G 4)” 


2» FORMA DE RECONOCER UNA ECUA: 
CIÓN TRIGONOMÉTRICA 

En una ecuación trigonométrica se verifica que 
los arcos o ángulos de la forma x; ax o (ax+b) se 
encuentren afectados siempre por algún opera- 
dor trigonométrico como sen, cos, tan, etc. 


Ejemplos 
* senx+cos2x=1 
Sí es ecuación trigonométrica. 


* Xx +cosx=2 
No es ecuación trigonométrica porque x? 
no está afectado por ningún operador tri- 
gonométrico. 


T 
* tan? (1+2)+ l=tanx 
Sí es ecuación trigonométrica. 
+ sen?x+cos*x=1 


Es identidad, ya que la igualdad se cumple 
VxeR. 


*  sen(cosx)-x=0 
No es ecuación trigonométrica. 


La mayor parte de este capítulo está abocado a 
resolver ecuaciones trigonométricas. Para esto 

, 
partimos de la ecuación trigonométrica elemental. 
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"E 
3 » TIPOS DE ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


3,1. ECUACIÓN TRIGONOMÉTRICA ELEME 
144 De LEN NT, 
Es de la forma bi 


FE Tax pan] 


donde a; b y N son constantes reales y x es la 
variable o incógnita; además ax0 y N debe 
tomar valores correspondientes a la F.T.,; por 
ejemplo, si la F.T. fuese el operador seno, en- 
tonces N € [-1; 1]. 


A continuación presentamos ejemplos de 
ecuaciones trigonométricas elementales. 


son[2x + z) = L. cos3x=0; tan3x =-8B 


T Xx my 4 
cot| 3x+= |=-1;sen>= l; sec 4x-5)-5 
7 2 8) 3 
ecuación trigo: 
uación 1= 
Aplicación 1 
e 1 
Resuelva la ecuación sen x= 7 
Resolución 
Dada la ecuación trigonométrica senX= y 
ntes 
Las soluciones se encuentran en los cuadra 
l y Il, es decir, algunas soluciones serán 
Le 
6 
Tí 
> | — q 
6 
T 
, mE Ñ 
2m0+ 15) 
Ls 3n 6 
er 
den $ 
, das pue” 
Luego, las soluciones encontra será 
] valor de X 


generalizadas, es decir, € 
x=nTt+ SS donde n eZ. 


—_l 


po — E 


e Aplicación 4 
aplicación 2 Str . 
R suelva la ecuación trigonométrica Resuelva la ecuación bigonométrica 
e 
enx===y7 sen(dr-2)=-Lnez 
senx=7"9 4 > 
Resolución > Resolución 
De la ecuación trigonométrica sen x = => las Como 
soluciones se ubican en los cuadrantes III y IV, sen E a z) ae: 
por lo que se encuentran las siguientes solu- 2 
does T 
ci > 4x-—=ku+ (DY arcsen (-5) 
Ti T 
iia? A A 
4 6 


1616 (solución general de la ecuación) 


Aplicación 5 


ss 1 
li . Resuelva la ecuación cosx=-=;keZ. 
eso, dichas soluciones Pueden ser genera - 2 


lizadas por y = n+(-])" - ) Resolución 
4 


Ea 1 , , 
De la ecuación cos x = > las soluciones obteni- 


Solución y AF ñ 
Mu NN A das pertenecen a los cuadrantes l y IV. A conti- 
$ == 


Iseng=p - nuación se muestran algunas soluciones. 


= 1 ar 


sen(WV): V kk 


Aplicación 3 


Resu 
elva la e £ 43 | : 
is: ad 2: 
ación sen2x = ] “ReZ. z 
bs 6 A FTTA+A ñ 
o aq 
Anterior o: 
Ae e 
SRT + Ep 4/3 : 
Ñ . 
' rcsen sd 
Xx = k 3 
(<p T . 
. NW 
: 3 
ll z Hoyez Dichas soluciones obtenidas pueden ser genera - 


(Solució T 
6 ¡ción genera] de la ecuación) lizadas, es decir, x=2krT t3 
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Aplicación 6 


y 2 
Resuelva la ecuación Cos x = 7 keZ. 
Resolución 
"e ds 2 
Para la ecuación trigonométrica COSX ==-7=, 


2 
las soluciones obtenidas se encuentran en los 
cuadrantes ll y III. Algunas soluciones se mues- 
tran a continuación. 


Dichas soluciones pueden ser generalizadas, es 


decir, x =2kTT + = 


Si cosO=N = O=2karitarccos(N); VR EZ 


NM 


Aplicación 7 
Resuelva la ecuación trigonométrica 


cos4x = e 
2 


Resolución 
Sabemos que 


4x =2krtarc cos[ 2) 


T 
4x =2kr += 
4 
Xx em, de (solució le 1 
=—IiT— (solución general de la ecuación 
2 16 


Para k=0, las soluciones obtenidas serán 


Para k=1, las soluciones obtenidas serán 


71 9 
16 + 16 


Aplicación 8 
Resuelva la ecuación trigonométrica 


cos(1+5)--%, ReZ 


Resolución 


De la ecuación 


¡E 


T 
cos! x + 
2 


4 


> x+ o 2krT+ arccos|-2) 
4 2 


T 3 
x+==2kr+| m-arccos— 
4 2 


3Tt 


x+L 21 
4 4 


ió 3 a ecuació 
(solución general de la ecu 


Para R=0, las soluciones serán —T y 2 


5r 
Para k=1, las soluciones obtenidas Serán ny” 


=N 


ce. Ecuación de la forma tan8 
Aplicación 9 


.,/ e a o £. 
Resuelva la ecuación tan X= W3; RE 


Resolución 
Para la ecuación tan X = 43,1 
tenecen a los cuadrantes ly Ill. 


: 
as soluciones P 


ca 


finuación Se muestran algunas soluciones. 
Acon 


Dichas soluciones al expresarlas en forma 


general serán de la forma x = An + 5 ReZ. 


| Sitan8=N => O=kr+arcte 


Aplicación 10 


Resuelva la ecuación ian[2x + z) =l keZ. 
8 


Resolución 
tn[2s + a =1 
8 
Sh 
*+=Kt+arctan (1) 


T 
E 


X= kg T 
8 


(so] o 
e olía 
ed 16 UCión general de la ecuación) 


*SUely 
a la e 
Cuación tri 
an trigonométrica 
2x4 X 


6 ==13; ReZ 


Resolución 


(2 + 2) = kr + arctan (-/3) 


(2x + 2) = kr —arctan /3 


T 
2x =kn-=--= 
6 
2x =kn—-— 
kr T A 
A solución peneral de la ecuación) 
2 4 


tricas usuales con 


mes speneralos (k e £). 


a 
e “cosó=0>0=(0%R+D= 


” 


cos9=1 => 0=2krT 


3 
a 


e —cos8=-1 => O=2k1+x 


Aplicación 12 
Resuelva la ecuación sen2x=co0sx. 


Resolución 
A partir de la ecuación sen2x=c0sx se obtiene 


2senx Ccosx=cCosx 


Utilizamos sen2x=2senxcosx. 
=> 2senxcosx-cosx=0 
> cosx(2senx-1)=0 


Descomponemos en factores. 
> cosx=0 v 2senx-1=0 


T 
a x=(2R+02 Y x= 


Porlo tanto, el conjunto solución de sen2x=C08X 


es (es + DS ukr+(n* 2h € z). 
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Aplicación 13 


“0: 9X x 
Resuelva la ecuación sec E = 2tan EN 


Resolución 
Expresamos a senos y cosenos. 


ba 
1 2sen= 


De lo anterior se observa que cosz + 0, entonces 
Laranos ReZ 
3 2 


. x 
Ahora, si podemos cancelar cos en el deno- 


minador, obtenemos 


Xx Xx Xx 
=2sen= > 1l=2sen—=cos— 
3 3 3 


cosZ 
: 3 

2x 
sen—=1 

3 
mz 
3 Z 


> x= Ben; ReZ 


Dado que Vx = 3k1 + mE e Z, se cumple que 


x 
cos + 0. Por lo tanto, podemos concluir que 


el conjunto solución es (Str + = 
4 


Otra forma 


Empleamos la identidad sec?0=1 +tan?e. 


> datan on 
3 3 
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Pasamos todo al primer miembro. 


tan? -2tanZ+1=0 
3 3 
Xx a Xx 
> tania] =0 > tan*-]= 
3 AN 


Xx 
tan==1 
3 


57 kr +arctan(1); kReZ; arctanl == 


x=3kn+ 3 ReZ 


Aplicación 14 
Halle el conjunto solución que verifica la ecua- 
ción trigonométrica sen7x=co0sdx. 


Resolución 


Cuando se tiene la igualdad entre el operador 
seno y coseno, se cumple 


. Tx +4x =(4K+D5; ReZ 
T 
> x=(4k+D= 0) 
22 
. 7x-4x=(4n +05; neZ 


> x=(4n+ DE (1 


Por llo tanto, de (1) y (ID el conjunto solución será 


T Tl. »keZ 
=(4kR+D—=; an+02) n; Re 
A ( 0 Estan 


E A A 
Aplicación 15 
Resuelva la ecuación trigon 


ométrica 


senx+vV3c0sx=1 


Resolución pr Nx +bseonxcos = 
cosx(/3)+(Dsenx El Aplicación 16 ES - 
Resuelva la ecuación trigonométrica 
pividimos entre 2. 2sen?x+7senx cosx+3c0s?x=5 
37,01 me. 
009) id (3 sena =3 Resolución 
3 De la ecuación trigonométrica 
PP cos=+ senxsen => 2sen*x+7senx cosx+3c0s*x=5(sen*x+cos?x) 
E 0=3sen*x-7senxcosx+2c0s?x 
co(x-E) = 3 3senx 


senx ——-2cosx 


> pes 2knm+ arcos; ReZ 
ñ 0=(3senx-—cosx)(senx-2c0sx) 


T T 
x-==2kn+t= ] A 
6 3 Al igualar a cero cada factor, se obtiene 
1 
x=2kn4 1% (solución general de la ecuación) Ñ AQ O IES 
1 
También Luego, x= kx + AROS ReZ 


1 13 *  senx-2cosx=0 > tanx=2 
[sen Ecosy = 1 
2 2 2 Luego, x=na+arctan2; ne Z 


senxcos E +cosxsen E 1 Por lo tanto, se concluye que la ecuación trigo- 
3 3 2 nométrica presenta por conjunto solución (CS) a 
T 
sex + 3 = : (xeR/x=rr+arctanzjo(xeR/x=tr+arcian:] 
Luego 4» SISTEMA DE ECUACIONES TRIGONO- 
e A METRICAS 
3 m+ (2) arcsen.. Resolver un sistema de ecuaciones no es otra 
a 2 cosa que hallar todos los valores de las incóg- 
esk (az nitas que convierten al mismo tiempo todas 
6 las ecuaciones del sistema en igualdades nu- 
] méricas. 
= k Tt 
Rm (—)) e (Solución general de la ecuación) El método más usado para resolver sistemas 
de ecuaciones trigonométricas es eliminar una 
| Dora de las incógnitas mediante sustituciones acer- 
| ciones AS tadas de identidades. 
o terior abia Las dificultades que se presentan están rela- 
Sucia ''bresentan yn Sa distinta cionadas con el hecho de que las ecuaciones 
On. A YismMo Cconjun- 


que conforman un sistema de ecuaciones ge- 
neran, para el sistema, un número infinitamen- 
te grande de soluciones. 
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No olvidemos que para tener un sistema de 
ecuaciones trigonométricas al menos una de 
las ecuaciones debe ser trigonométrica (las 
variables siempre deben estar afectadas por 
algún operador trigonométrico). 


A continuación se resolverán algunas aplicacio- 
nes de sistemas de ecuaciones trigonométricas. 


Aplicación 17 
Resuelva el sistema de ecuaciones 


cosxseny=> (D 
E (1) 
+y== 
x+y s 
Resolución 


La ecuación (ID) del sistema por examinar per- 
mite fácilmente expresar una incógnita por la 
otra. Esto nos sugiere que es mejor resolver el 
sistema sustituyendo directamente una incóg- 
nita, después de lo cual el sistema se reduce 
a una ecuación trigonométrica de una sola in- 
cógnita. No importa qué incógnita se elimine. 


Entonces, despejamos y de (ID. 


T 
==- ] 
2 (ID 
Luego, reemplazamos (III) en el primer miem- 
1 


bro de (1), y obtenemos cossen[ Y - x) = 5 


COSXCOSX= ll (por reducción al 
primer cuadrante) 


> 2cos?x-1=0 
—_— 
cos2x =0 


Luego 


2x=(2k+D5 ReZ 


_Tn kr 


4 2 


! 
De esta forma obtenemos las solucion | 


Ñ die , es 
sistema inicial, así: del 


kr T T Ra 
x= Ay = 
2 4 4 2 
donde 
Rk=0; +1; +2; 
DN 
La comprobación que aquí es indispensable 
demuestra que lodos los pares de los valo- 


lores obtenidos de a satisfacen el sistema 
be entenderse también que a cada 


jo número entero de le corresponde el par de los 


y, o sea, la solución del sistema 


¡R=0, se obtiene los va- 


] TT 
x==e y == los cuales, reemplazados 

1 1 

| 


iones del sisterna inicial, con- 


Aplicación 18 
Halle todas las resoluciones del sistema 


3 
sen”x+cos”y == +1 (D 
T 
x-y=2 (ID 
a 
que satisfacen las condiciones Si O<x<T 
O<y<rT 
Resolución 


, ¡ón de 
El procedimiento realizado en la soluci 


jercici A jor. 
este ejercicio es análogo al anterio 


De (ID despejamos y. 


EL (ID 
ye 3 


ne or24 los 
En la condición (1) multiplicamos P 


dos miembros. fi 
3 
sen? x + cos” y == +! 


3,2 


— 


Dis 
> 2sen?x+2c05 y= 


pegradamos y obtenemos e 
x+1+c082y = e 
EE 

cos2y=cos2X SE 


| -cos2 


3 

-asen(y + x)sen(y - x)= yy 
3 

qn sen(y+x)sen(x -y)= 4 


Luego, reemplazamos (III) en la ecuación. 


y 


ls 


3 4 

z) 48 43 

sen| 2x-— |+—=— 

3) 2 4 

Simplificamos. 
1 
sen| 2x- z) == 
Phi 


Pero como 0 <x< r, entonces qn ¿7 
3 3 


Po 
e lo tanto, para que se verifique (IV), tene- 
Slas siguiente opciones: 


4 dy E _T 
6 
Despejando x se Obtiene x = 
z 
Cmoy=y-2_1_ 7 
e 
es 3 12 12 
35 
espej 
Pejando y se Obtiene x = 2 
] 12 
My 7H q T 
sg > yl 
esq] 
Uión de] Sistem Ñ 
ax= EL 
49==;5la des- 
%S bo A 
"que y =_ 7 
E 19 (0;m). 


la ns 
Ven '* “2 Unica a 
lo solucj a 
aQ Ón del sistema que 


A 
Uy <mes xo ln, T 
E e 


Aplicación 19 
Resuelva el sistema 


COSX+C0SY=m (D 
cos2x-cos2y = 2n (ID 
Resolución 


En (ID, utilizamos identidades del arco doble. 
(2c05%x-1)-(2cos*y-1)=2n 
cos"x-cos*y=n 
(cosx +cos y)(cosx cos y)=n 

m 


=> m(cosx-cosy)=n 


COSX—COS y = pe 0) 


Sumando (1) y (II) obtenemos 
2 2 
¡COS y= 


Cos x= 
2m 

Por lo tanto, teniendo en cuenta la solución de 

una ecuación trigonométrica elemental, la re- 


solución completa del sistema inicial es 


2 
mó+n 
x=2kn+ arccos| ] A 
2m 


2 —_ 
y =2Px+ arccos| 12 ia siendokaAP eZ 


5 » INECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS DE 
UNA SOLA INCÓGNITA 

Sean las funciones y=f(,) € Y=8(x) CUYOS domi- 
nios son Domf y Domg, respectivamente. 


Ahora, las soluciones de la inecuación [00>80 


serán todos los números pertenecientes al cam- 
po Domf ” Domg, donde cada número verifica 


la desigualdad propuesta. 


A continuación se presentan ejemplos de dos 
funciones que relacionan a una inecuación. 


+ Si f(y=Senx-Ccosx, 8(1)=0; luego, las inecuaciones que se pueden generar serían las si 


guientes. 
senx=cosx < 0; senx—cosx < 0; sSenx-cosx > 0; senx—cosx >0 tes: 


. _ 3 3x . . . > 
+ Si fiy=cos3x—1, £(,) =sen 3 luego, las inecuaciones que se pueden generar serían las siguientes: 


3IX 
cosáx—1< sont; cos3x -1<sen? 37 


33x 


3% cos3x-12sen — 
2 2 


cos3x-—1> sen 


Aplicación 20 


z 0 1 
Resuelva la inecuación sen x > o 


Resolución 
tacto 
Se construye la gráfica de f(,,=Senx y g;,) = 3 (véase gráfica), entonces planteamos f(,) > 8(x)- 


La inecuación en cuestión se satisface para todas aquellas x donde la gráfica de f se ubique por 
encima de la gráfica de g. 


Entonces, la soluciones de la inecuación sen x > z están dadas por 
2 


Ñ lr m2) E 2) 131 1771 
X=... === —)u —¡— pd q 
6" 6/66 Ae 6 Jo 


; e a n prop 
e el periodo de la función senx es igual a 2x1, bastará con resolver la inecuació El toma” 
solo en algún intervalo de j £ 2 más conve 
longitud 21. En el gráfico, se observa que será M cogen 


; se obli 
el segmento desde 0 hasta 2, donde la solución será Y <x< an los demás intervalos 
6 , 


sumando 21, 41; 6n;.... alos extremos del intervalo (E, >, 
66 


Por lo tanto, la solución general de la inecuación es x = E + 2k1r; = + 24) keZl. 
6 
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Aplicación 21 


Resuelva la inecuación senx < cosx. 


Resolución 
Se construyen los gráficos de f(,)=Senx y 8(,)=cosx de la inecuación senx < cosx que satisface para 


todas aquellas X donde la gráfica de f se halla por debajo o coincide con la gráfica de g. 


Las abscisas de los puntos de intersección las hallamos resolviendo la ecuación £00=8(0- 


senx=COsx 
nro | 
Cos Xx 
tanx=1 
> x= Da de 
44.4 4 


Enton 
Ces, las i : 5 ¿ a e á 
»1as soluciones de la inecuación senx < cosx están contenidas en los siguientes intervalos: 


52] (a [91 13m] 
4 4144 PL4*3 pr 


Como el Periodo de ] 


Dalt a función senx y cosx es 21, bastará con resolver en el intervalo desde 0 hasta 
a solució 


nesE< y o 
4 4" 


La Solue; 
Uución co a 
Mpleta se obtiene sumando a cada extremo del intervalo E Ea un número entero 


e 
Veces e] Periodo (27). 


Or lo tanto 
1 » 
a solución de la inecuación es E + 2k11; = + 2 ReZ. 
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Matemáticas e ingeniería civil 


La ingeniería Civil se oc 
emplazadas en ele 


Upa del diseño, construcción y 


Mantenimiento de las infraestructuras 
ntorno, incluyendo Carreteras, ferrocarriles. puentes, Canales 
tos, acropuertos diques y Otras Construcciones, 1 
técnicas, por lo Jeneral se enca 


ambién h 


ace uso de di 
Tga de las ob; 


'AS pi desarrollos de 


Versos Modelos y 
blicas y de 


gran Envergadura. 
gra su aplicación en la 
¡ente rural: ño solo e 


- Esto Comprende 
Control de tráfico y trans- 
de basuras y todas aquellas 
lad que desarrolla Su vi 


en de desastres, 


Ss vatamiento 
lana 


> la Matemática en 
ue lidiar con Ecuaciones dif 


Mdrtado EZ her: 


ingenieria blogspot. pe> 


pa — 


problema 1 | 
Calcule la suma de solucio 
cos2x-5senx—3 =0 

Considere QUe 0O<x<2rT. 


Resolución 
De la ecuación trigconométrica 


cos2x-5senx-3=0 (3 


Recordemos que 
cos2x=1-2sen?x 


Reemplazamos en (*). 


I-2sen*x-5senx-3=0 


0=2sen0x+5senx+2 
¿senx + +l 
sex 49 


fsenx+Il(senx+2)=0 


Luego 
¿senx+]= 0 
Sen x = sel 
2 
sm lo, xp =2p 1 
6 
Or lo tan 
to, la Suma de soluciones es 3n 
Pobla o 
n 'SPecto 


ala €cuación tri 


E sonométrica 
nl 
Aula 1 4 *) a 
AS 
| € soluci % 
TA ¡Ones si0<x<2 


nes de la ecuación 


»- Problemas resueltos -< 


T 
tan—+tanx 
tanx + 


T 22 
l-tan= tan x 
a nx 


I+tanx _ 


tanx+ =- 
l-tanx 


tanx-tan?tx+1+tanx=-2+2tanx 


Luego 
tantx=3 
tanx = +43 


Las soluciones serán 


T 
Xx==3 

3 
yn 
2 8 
ym 
A3 3 
5T 
Xa =-7 
3 


Por lo tanto, la suma de soluciones es 4r. 


Problema 3 
Resuelva la ecuación 2senx+cotx=cscx. 


Resolución 


. . cos 
Por las identidades cotx= 


cosx_ 1 
senx senx 


2senx+ 


De lo anterior se observa que senxx0, en- 
tonces x+RT/R € Z. Multiplicando por senx a 
los dos miembros de la ecuación obtenemos 
2sen*x+cosx=1. Usando sen?x=1-cos'x 


2(1-cos?x)+cosx=1 
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> 2costx-cosx-1=0 


> (2cosx+1)(cosx-1)=0 


Igualamos cada factor a cero. 
, EL. > Pr 
2 3 


Cumple con la condición senx+*0. 


* cosx=l1 > x=2kxT A senx=0 


No es solución, dado que de la restricción 
inicial se obtuvo senx%0. 


Por lo tanto, el conjunto solución de la ecuación 


2senx+cotx=cscx es (2h an == le € 2). 


Problema 4 
T 
Resuelva cos|3x - z) =-—. 
6 
Resolución 


Identificamos la forma general del arco en 
coseno. 


3x- 5 =2kT + arecos| 2) 
—_——__ 


3x-— ; =2kT + (- - arccos 2) 


Se usó arccos(-N)=x-arccosÑN. 


a ormi m1) 
6 4 


Operamos. 
3x-E ong ón 
6 4 
3ÍT T 


> 3x=2kn1—+-= 
4 6 


Despejamos x. 
2kn TT 
x= —ikhk=+=—: 
3 4 e 
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Problema 5 
Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica: 


sen3x-8senóx=0 


Recalución 
JAS aii A 


3senx-4sen*x-8senéx=0 


Se ha usado 
sen3x-3senx-4sen?x 


3senx-12sen*x=0 


Dividimos ambos miembros por 3, 
senx-4senix=0 


senx(1-4sen?x)=0 


Empleamos degradación. 
(2sen*0= 1-cos20) 


Reemplazamos. 
senx(2cos2x-1) =0 


Igualamos cada factor a Cero. 
* senx=0 > x=mm mel 


. cos2x=> > 2x=2kn EG: keZ 


T 
> x=knrt= 
6 


Lo ación €5 
Por lo tanto, la solución general de la ecu 


x= (mu knt E m¡kel 


Dra! af 
Problema 6 


2 =1. 
Resuelva 4senix+2sen”x cos2X 


Resolución 
A 
4senix+2sen?x(1-2sen x) 


2 
Se ha utilizado cos2x=1-25€N e 


2 Ay=1 
Asentx+2senx-4sen * 


a 


asentx=1 (degradado por dobles) - 

¡-cos2x=1 > cos2x=0 

(expresión general para 
elarco en coseno) 


ox=2kntarccos(0) 


T 
Se sabe que arccos (0) = = 
okntl 
9x=2RTi 2 
T 
: x=kntq; heZ 
Otra forma 


Utilizamos la circunferencia trigonométrica 
para hallar la solución general de la ecuación. 


Como 
Cos2y =p > 2x= (k+1) 
DE eZ 
ota 


L 


5 oy 


Muntos | ¡kr “ol 
qp2 


Son | 


[or 


va donde 


mis uivalenia. 
e Nios as 
e Selene ME os bs: tienen los 
Osto nt 
Sos PrOblo A Pod a As la respuesta 
0 
205 miunto e eds 


A 


Problema 7 


Calcule la suma de Soluciones de la ecuación 

trigonométrica sen?x+c0s*3x= lsi0<x<2r. 

Resolución 

De la ecuación 
sen?x+c0s*3x=1 
0=1-cos*3x-sen?x 


0O=sen?3x-sen?x 0) 


Entonces la condición (*) será 
0=sen4xsen2x 


0=2sen2xc0s2xsen2x 

> 0=sen2xcos2x 
0=2sen2xcos2x 
0O=sendx 


Luego 4x=kT; ReZ 
Rx 


>. = 
4 ! 


Las soluciones serán 
1, 21 31 41 51 6n 75 


4 4"4*4*4*4"4 
Por lo tanto, la suma de soluciones es 7T. 


Problema 8 


Encuentre el número de soluciones de la 
ecuación 4cos?x ER 1)cos x +43=0 si 


0<x<2r. 

Resolución 

Por condición 
4cos?x-2(V3+ 1)cosx+vV3=0 
2cosx 18 
2c0sx ¿ar el 


(2cosx-V3)(2co0sx-1)=0 


2 
Í= y UI 
E 
+  2cosx-1=0 
1 
diia 
Xx de _3n 
AA 


Por lo tanto, el número de soluciones es 4. 
Problema 9 
Calcule la solución general de la ecuación trigo - 


se 1 
nométrica sen! x + cos! x = sen 2x- 7 ReZ. 


Mare! AA 
nesolucioón 


De la ecuación trigonométrica 


1 
sen! x+c0s! x=sen2x 23 


1-2sen? xcos? x =sen2x-> 


2-4sen?xcos*x=250n2x=>x2 


2-sen?2x=2sen2x-1 
0O=sen?2x+2sen2x-3 
sen2x +3 


sen2x -1 
0= (sen2x+3)(sen2x-1) 
Se concluye que 
sen2x-1=0 
sen2x=1 
Luego 


2x=2kn+ 2; keZ 


x=kn+o 
4 


Problema 10 
Resuelva la ecuación trigonométrica 


1 
cost x=sentx=-; neZ 


1 
cos? x =sen? ne 


2 1 
(1-sen? x) =sen? x-- 
4 

1 

L+senfx=2sen*x =sen* x= 


E 5 
sen? x-3sen*x+7=0 
4sen*x-12sen?x+5=0 

A 
2senx=< l_-5 
>< 
ó E 
2sen“x - os —] 


(2sen?x-5)(2sen?x-1)=0 


Se concluye que 
2senx-1=0 
-cos2x=0 
cos2x=0 


Luego, 2x = (2n + DS, dondeneZ. 


T 
x=(2n+1= 
4 
Problema 11 E 
ci 
Calcule la suma de soluciones para la e 
trigonométrica cos3x-4c0s2x+3C05X= 
Considere que 0<x<l4. 
Resolución 
cos3x-4cos2x+3cosx-4=0 ; 
4cosx-3cosx-4(2c0sx-1)+3c05% 


4cosóx—8cos*x=0 


4cos*x(cosx-2)=0 


p»>— 


pe donde S€ obtiene que 
cosr=0;0<x< 14 


LuegO 


" " nl 
METEO Eds 


- 
e 
' 


Porlo tanto, la suma de soluciones es 8n. 


Problema 19 


| j E 
PIWZISinid 1£ 


Resuelva la ecuación senix+ cos*x= cos2x. 


Da 


Resolución 
(senx+cosx)lsentx—senx cosx+cos*x)= 


cosóx—-sen?x 


(senxicost)(1-senxcosx) =(cosx+semx)(cosx-senx) 


mpliicamos a] fa 


ctor (cosx+senx), pero lo 
gualamos a cero, 


Cox +senx=( ES 


Por lo tanto, el conjunto sol 
ción seníx+cosix=c059; es 


ución de la ecua- 


3 
A] (ReZ) 


BDrahlama 4 
Problema 13 


Calcule la suma de las dos Menores solucio- 
nes positivas de la ecuación 


COs3x +sen3x 
A 


5[sens+ 
1+2sen2x 


Ja cos2x+3 


COs3x +sen3x 


5[senx+ 
1+2sen2x 


Ja cos2x+3 


5(senx+2sen2xsenx+cos3x + sen3x)_ 


1+ 2sen2x 
cos2x+3 
5(senx+cosx-cos3x + COS 3x +sen3x) 
1+2sen2x 
cos2x+3 
5(sen3x +senx+cos x) coa 
1+2sen2x 
S(Bsen2xcosx+c0sx) o e 
14+2sen2x 
a 
1+2sen2x 
5Bcosx=cos2x+3 10 


Pero cos2x=2c0s'x-1. 


Reemplazamos en (*). 
5cosx=2c0s'x-1+3 
2costx-5cosx+2=0 
(2cosx-1)(cosx-2)=0 


T 

1 pa 3 
Luego, cos x = 3 7 51 
m3 


Por lo tanto, la suma será 2. 


Problema 14 De la ecuación 
. - (1-tandQ(U +sen2x)=1+tanx- 
Calcule la suma de soluciones para la ecua Cos2x 
ción trigonométrica (tana) 1 dE )or+tanx- 
1 l+tan? x 
37 =senx 
8cos” x 1-tan? y 
Considere que 0 < x < 2T. 1tanta 
Resolución Hacemos el cambio de variable tanx=a. 
2 
> ed (A O E 
8Cos” x 1+a? 140? 
dondesenx>0 => 0<x<mT _ El 
E (+0? =0+0)/1- ! S| 
(1+ a?) l+a 
Al elevar al cuadrado, obtenemos , 
2 G-aMra?  (1+ala?+a) 
7 =sen?x A E 
8cos” x l+a l+a 
5 (2senxcos x)* a-aa+a=a(1+ay 
E = sen? 2x 
2 Luego 
1 =2sen?2x 1 
3 a=-= vw a=-l 
1-2sen"2x=0 2 
cos4x=0 tan x =5 v tanx=-1 
ax=(2r+D%; heZ 
2 sl 


Por lo tanto, la mayor solución negativa € 
x= (2e+DG: keZ rlo y 4 


E Problema 16 | 
Xx e X3 ¿2 Determine la menor solución positiva de 
: . ecuación 2sen4x+ 16senix cosx+3c0s2 
X= al X4 = Tr 
Í Ñ Resolución 
Por lo tanto, la suma obtenida es 2x. ener 16sentecosx+3cos2x- 5-0 
| osentrsfsentrsende ricos 
a 2sengy+ 4senzl2senta) +3cosia-5= 


Calcule la mayor solución negativa de la ecua- 2x) +3cosíX- - 
a +4sen2x(1-cos 
ción (1-tanx)(1+sen2x)=1+tanx—cos2x. e 
4sen2x+3c08s2x=5 
Resolución 
» Rec 
Recuerde , Por propiedad 

2tanx l- tan? x 3 


sen2x = ——— 5  00s2x = —— 4 2x= 
l+tantx ' l+tantx sen2x = 5 pea 5 


552 


— ca 


.— 


Luego 
tan2Xx=3 
4 
%= arclany 


l t A 
a =- anz 
oK ge 3 
1 
También x = arctan 7 


Problema 17 


Resuelva el sistema de ecuaciones 


Dela segunda ecuación tenemos y = x— E. 
: 6 


L y 
“ego reemplazamos y en la primera ecuación. 


Ltanx T 
isany ans E) 


Se utilizó la ¡ 

26 la Identid 

, ad de arco 

Q . Ss compues 
Primer miembro puestos en 


ES 


al _T 
Xx las 


> sen(2x-*] =0(0 
: 12 


> 2, ReZ 


de donde despejando x se obtiene 


kr 5n 

= — + — 

2 24 

Como 

y=x-E 
6 

RT T 

= — — 

2 24 


Por lo tanto, las soluciones del sistema a resol- 
ver son 
kr 5T kr. T 
= += y==4—:(heZ) 
2 ai Y 


a PARA % 


Problema 18 
Resuelva la ecuación 
2(cosx—senx)+10senxcosx-5=0 


Besalución 
resolución 


Si hacemos que cosx-senx=a, entonces por 
2 


identidades fundamentales sen xcos x= 


Reemplazando en la ecuación por resolver, 
tenemos 


ae 
2a+10/2 lso 


> 2a-5a*=0 
3 a(-50=0 


Igualamos cada factor a cero. 


2 
a=0 =— 
> oa 5 


Pero a=cosx—senx, además por identidades 
de arcos compuestos tenemos 
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cosx=sena=V2cos(x+2) * senx+/3cosx=0 
senx = —-/3c0s x 
2 
> Vacos|x+5)=0 v Vacos[x+7)=> tanx =-4J3 
> cos/x + 2) =0 y cos/x +1) = y2 Luego las soluciones serán 
4 4 5 qe 27. > 4T 
2 DAA 6 ÚS 
> o=0rmDE y ve Eaaltarecos| Y) 3 3 
4 2 4 5 
T 421 5 Por lo tanto, la suma de soluciones es 6. 
> AA vw x=2knztarccos 5 7 


Por lo tanto, la solución general de la ecuación 


¿Cuántas soluciones presenta la ecuación trigo: 
propuesta es 


nométrica sen2x+ COs2x+3senx-cosx-2=0 s 
¡ns uderaecos *2)_2) ReZ 0<x<2m 


j sen2x+c052x+3senx-cosx-2=0 
2senx cosx+1-2sen?x+3senx=cosx-2=0 
A partir de la ecuación trigonométrica 


sen? x-/3c0s? x=senxcos? x—/3 sen? XCOSX 


calcule la suma de soluciones comprendidas ; 
en (0; 211) cosx(2senx-1)-(2senx-1)(senx-1)= 


cosx(2senx-1)+3senx-2sen*x-1=0 


cosx(2senx-1)-(2sen?x-3senx+ 1)=0 


(2senx-1)(cosx-senx+1)=0 
Resolución 


3 3 2 2 
sen?x-y3c0s”x=Senxcos*x-v3sen*xcosx . 
Analizamos. 


sen*x-senxcos?x=/3c0s*x-/3sen?xcosx * 2senx-1=0 


senx(sen?x-cos?x)=/3cosx(cos?x-sen?x) PA: 

senisen?x-cos?x)+V3cosxlsen?x=cos? )=0 2 5 
T T 

(sen? x —cos? x)(sen x + 3c0sx)=0 X] =p 5 


Igualamos cada factor a cero. * cosx-senx+1=0 
2 ua 
*  seníx-cosíx=0 (1-senx+cosx)?=0 


uz 
senx=costx 2(1-send(l +cosx)=0 
tanéx=1 > tanx=:+1 : TE 
senx=1l => x3= 2 
Luego las soluciones serán 


T 3 5T Tr 
A E 


> i ñ 4 Por lo tanto, el número de SO 


cosx=-1 —> X¿=T 


; 4, 
Juciones €$ 
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problema 21 
Je la suma de soluciones comprendidas en 
Calcu 


(0; 20) si 2/2cos* (x-7)-3cosx=senx =0. 


resolución 


22cos* (+-2)- 3cosx-senx=0 


Ao 


3 
cosxesen)| -3cosx—senx=0 


> 


3 
sx+senx) 
2 AS senx=0 
242 
(cosx+serx)*-3cosx-senx=0 
cosx+sentx+3c0sxsenx+3cosxsen?x- 


3cosx—senx=0 
cos'x+3cos'xsenx+3cosxsentx-3cosx— 

senx(1-sen?x)=0 
cos'r+3cos"xsenx+3cosxsentx-3cosx= 

senxcos?x=0 

Cos Y+2senxcos?x— 3cosx(1-sen?x)=0 
cos? X+2senxcos*tx- 3cosxÍcos 2%)=0 

¿Senx cos? x-2c0s"x=0 


os (semx—cosx) 0 
Caso 1 


COsx=0) > x= T 


2 
3T 
X, =— 
2 
MY cosx=0 
lanx=1 sen a T 
4 
4 


AT MICES 4 


Problema 22 


Calcule la suma de so 


luciones d 16 
e la ecuaci 
trigonométrica 28 


Z+COSX+ É j 
> COS2x+C053x +Cos4x=0 siO<x< T. 


solución 
A 7 EST 


y Y “0SX +C0S2x +c083x + c054x = 0 


> +C0s4x + COS2X +C083x +cos x =0 
1 
y +2C0s3x cos x +2c082xc0sx =0 


1 
y +2cosx(cos3x +c0s2x)= 0 


3 *2co5aH2005 3 cost). 0 
2 2 2 


Multiplicamos por sen>. 


1 Xx Xx x 5x 
¿Sen +2c0sx| 2cos£senÍ [cos =0 
2 2 2 2 2 


1 Xx 5x 
¿Ssen—+2c0sxsenxcos—=0 
2 2 2 


1 x 5x 
-sen— +sen2xcos—=0 
2 2 2 


5 
sen + 2sen2xcos => =0 


Xx 9x x 
— —-sen—==0 
sen > +sen 7 5 
A E nkeZ 
2 2 
9 
Entonces, las soluciones serán 
21, 41 61 8n 
9'9'9”9 


207 
Por lo tanto, la suma de soluciones es úl 


Problema 23 
Dadas las funciones 

—CSCX 
f y =senx- Ccos*7x A g(9=Secx- e 
calcule el número de puntos de in 
que existen entre las gráficas de f y 8, 
mento (0; 57). 


en el seg- 
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Resolución 
Calcular el número de puntos de intersección que existe entre las gráficas de las funciones f yg es 


lo mismo que calcular el número de soluciones de la ecuación f()=8(x): 
ir, sen" "x= 6) 
Es decir, sen" x-COs"x=Secx—=Ccscx. 


De los cocientes notables tenemos que 
a5-b3=(a-b)la*+a?b +ab?+ab3+b*) 


Entonces, en la ecuación (E) tenemos 
4 ) a 1 1 


(senx - cos x)(sen* x+ sen? xXCOSX>+ sen? xcos? E sen x cos? X+COS X = — 
cosx senx 


(sen! 4 3 3 2 2 (sen x-cosx) 
(sen x —cosx)lsen! x + cos! x +sen? xcos x +senxcos" x +sen” xC08*X/= "0 
cos xsenx 


Pasamos el segundo miembro al primer miembro, y transformamos en factores. 


1 
(sen x— cosx)|| -2sen? xcos? x +senxcosx + sen? xcos? x — =0 
sen xcosx 


senxcos x sen? xcos? x + sen? xcos?x-1 
(sen x cos AA 2 2_2z AAA | 0 
- sen xcosx 


2 2 2 2 
senxcosxUl-— =(11- 
(senx-cosx) ( sen*xcos x) (1 sen*xcos 2Lo 


sen XxcCos Xx 


A ES. 
(senx=0osa)| a sen“ xcos else. 


sen Xx Cos xXx 


Igualando cada factor del numerador a cero, tenemos tanx=1; sen?xcos*x=1; senxcosX de 


. 1 1 
Como es sabido =3 <senxcosx < > entonces solo consideramos la ecuación tanx=1. 


: 53 i ¿ j sa 5 con" 
Las soluciones de la ecuación anterior serán las soluciones de la ecuación [(9=8(0> entoncé 


siderando 0 < x < 51, tendremos que estas soluciones son 
_n.3n 91 13n 171 


= =— — — —3——  (5soluciones) 


Por lo tanto, el número de puntos de intersección pedido será 5. 


Problema 24 


cumple la 
Halle todos los valores de x mayores de cero, pero menores de 2r, para los cuales $ 
desigualdad 8sen*x+2tanx-sec?x <0. | 
Resolución mb 


SS á ] “nticar a 2 
cosx=0 no tiene sentido en la desigualdad a resolver; entonces podemos multiplica 


miembros la cantidad positiva cos?x, obteniendo 


ca 


== 


+25 
gsenxcos X 
oy+sen2x-1 <0 


enxcosx-1 <0 


2sen 


vilizamos las identidades. 
(senzr=2senxcosx y sen“2x=4seníx cos*x) 
por solución de una inecuación cuadrática, tenemos (2sen2x-1)(sen2x+1) <0. 


l 
3 1 <sendx <> 


La inecuación anterior verifica -1 < sen2x< 1. 


Pero en la desigualdad por resolver, se puede verificar fácilmente que cosx debe ser diferente de 
cero, es decir, x + E = (Consideramos estos dos Casos, ya que del enunciado del problema tene- 


mos 0<x< 217). 


Entonces la solución de la desigualdad —1< sen2x < > considerando x + ES =) y 0<x<2x, nos dará 


lasolución solicitada. Para esto nos ayudamos del siguiente gráfico: 


Or ] 
9 tanto, la solución d 


T_T 
e la inecuación inicial, considerando 0<x<2x y xt) será 


ra(9 Ej Es 137 1 
TT 
eel ses) 


Adesj 
endo La lgu E dPorresolver 
Ción €Quivale 


2 
A Dt : a 2x=1-senix 
esté entérminos de senx, utilizamos laidentidad cos'x > 


mn 
Se Cua 
> nte a la anterior. 


Por solución de una inecuación de segundo grado, se obtiene en el primer miembro 


(senx+ LS len ls > senv- [$2] >0 


2 2 
obteniéndose 


451 
senx > 


La solución de la desigualdad anterior que viene a ser la misma solución que la desigualdad inicial, 
la deducimos del siguiente gráfico: 


Por lo tanto, la solución completa de la desigualdad inicial será (0+2k1; n—0+2kT); RE Z. 


- = 5-1 ; 
a! tenemos (aresen[£ eat; m—arcsen[ ) +20) keZ 


Como 8 = arcsen| 


Problema 26 


Hera ala T a uma de 
Resuelva la ecuación trigonométrica 2sen (3x + z) = V1+8sen2xcos? 2x, luego calcule 88 
las dos menores soluciones positivas. 


Resolución 
De la condición, sen (3x + z) >0. 
También 

4sen? (3x + 2) =1+8sen2xc0s? 2x 


2 2sen? E + 3x)) =1+ 4sen2x(2cos? 2x) 
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A 
n— 


G añ Resolución 

/ T E 

fr-os[5+5x)]otrtsenas AAA cot2x+3tan3x=?2tanx+2csc4x 
20 +sen6x)=1 +4sen2x+2(2sen2x cos4x) cot2x+3tan3x=2tanx+ cot2x+tan2x 


2+2sen6x=1+4sen2x+2(sen6x-sen2x) 3tan3x=2tanx+tan2x 


2+2sen6x=1+4sen2x+2sen6x—2sen2x 2(tan3x-tanx) =tan2x-tan3x 


¡=2sen2x 2 sen2x )- sen(-x) 
COS3Xcosx) cos2xcos3x 
2x=-5 
sei 2sen2x __senx 
cos x cos2x 
Luego i dsendes -2Senxcos x 
1 cos2x 
6 2 
51 Asendys A 
PA : cos2x 
7 dl 1 
El dr sen2x(4 + )- 0 
dui cos2x 
Pero sen2xx0. 
¿A Br. LEN Luego 
donde x puede ser br 
2120"12 M2” sec2x=-4 
1 
A NN 2Qx =-— 
Además dicho valor debe cumplir la condición ia E 
1 
uax+ 2) 20 2x=2nmt+ arccos|--) 


Las 
Menores soluciones que cumplen tal con- 


1 1 
ción son x=nn+ Larccos| 5) 
A 
1 | 
Problema 28 
"o tant Con respecto a la ecuación trigonométrica 
o, 
Cone q mE de las dos menores solu- sen?4x+cos?x=2sen4xcos Y 
Es Positi T = . 
qn Icule el número de soluciones comprendi 
calcu 
Pro das en el intervalo de (0; 6n). 
lema 27 
ie “le £cua Resolución 
Eo 31 een "igonométrica De la condición A 
AN3x = ltanxy 2 sonzax+cos!x=2sendxcos Y 
dere Ne sen4x 


2v=0( 
dx (+COos X= 
(D)sen*4x-2c05 xv sendx 
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Analizamos el discriminante b?-4ac > 0. 
> (22co51x)?-4(M(cos?x) > 0 
coséx—cos?x > 0 


cosóx > cos?x, pero costx > costx. 


Se concluye que cosíx=costx, obteniéndose 


cosx=0 y cosx=+l, es decir, x es un ángulo 
cuadrantal. 


x==5 neZ (ID 


Reemplazamos en (D. 


2N 


sen? (2n1) + cos ca = 2sen(2n1)cos!* x 


2N 


0+cos "0 > cos. =0 
2 2 


Luego, n es impar. 
De la condición (ID, se obtiene 


Por lo tanto, existen 6 soluciones. 


Problema 29 


Calcule el número de soluciones de la siguien- 
te ecuación trigonométrica si x e (0; 27m). 
4 


cos" x= cos 2x + Zcos? xCcos8x 

Resolución 

De la condición 
4cos“x=cC0S2x+2c0s*xcos8x 
(2c08%x) =c0s2x + (2c0s?x) :COS8x 
(1+c0s2x)%=c082x+(1+c0s2x)cos8x 
l+c08*2x+ 2c052x=c0s2x+(1 +C0s2x)cos8x 
(1+c082x)+c05?2x= (1 +c052x)c0s8x 
(1 +c0s2x)-(1+c0s2x)cos8x+cos*2x=0 
(1+c082x)(1—cos8x)+cos?2x=0 
(2cos*x)(25en?4x)+ cos?2x=0 


Se concluye que 
cos2x=0 1 cosxsendx=0 


(1) (ID 


De (D 
Sicos2x=0 => sen4x=0 


Es decir, se cumplen las condiciones (1) y (1) 
cuando 


cos2x=0 


2x=(2n+05; neZ 


TT 
x=(2n+1)2 
4 
5n 7 
obteniéndose las soluciones E Ea E > 


474 


Por lo tanto, el número de soluciones es 4. 


(1 


Resuelva la ecuación trigonométrica 
2cosx +sen?x 
cot x-—sen2x 


= tan2x 


CiUCciIan 
2cosx +sen*x 
COSX 
senx 

2c05x+ sen*?x 
cos[2x — x) - senxsen2X 
senx 


= tan2x 
-sen2x 


= tan2x; sera +0 


0 
(2cos x + sen?x)senx _ sen2x, cos2x%+ 
cos2X 


COSs2xCOSsxX ) 
senxcos%, 


(2cosx+sen?x)senx=cosx(2 
(2cosx+sen?x)=2c0s'x 
2cosx+1=costx= 2cos”xX 
0=3c0s*x-2cosx-1 


0=(3cosx+ 1)(cosx-1) 


n— 


Como 


senxz0 > cosx=tl 


> cosx-1%0 


1 
Luego, 3COSX+ 1=0 => ii 


1 
. x=2nm+arccos 53 ¿neZ 


Problema 31 
Resuelva la inecuación trigonométrica 


/l-sen2x +lsenx] < cos x 


Resolución 


vl-sen2x +Isenxl < cos x (0 


Observamos que cosx > 0 (ID 
De (1) 
vl-sen2x < COS xXx 


2 
> (VI=sen2x) < (cos x Isenx]* 


|=sen2x<cos?y + sen?x— 2cosx|senx] 


"Senxcosx <-— 2cosx| senx| 
> senx > |senx| 


-|senx 


Obteniéndose senx> 0 


1) 
De 0) y (11D, 
¿mn 4% 
+92x22np; neZ 
de (p, 
[senx— 
Se SX|+senx < cosx 
“Cosx| 3 COSX —senx v) 
oNdiej 
cosa (Iv) a Verifica si 
Es de ¡ 
Ab los y, 
al 
% , res de x Corresponden a 
SAS y, 
ATA Z nez 


Problema 32 
En el sistema de ecuaciones trigonomé 


Vasenx — Y cosy => 


tricas 


seny + V2cos x =-5 


calcule la suma de valores para y si-r <y<2r, 
Resolución 


Vsenx 3 cos y => 


seny + /2 cos x =-5 


Al restar, se obtiene 


V2senx — /2 cos x — 3COs y — seny=4 


Pero V2senx — 2 cos x < Ze 


También —-/3 cos y — seny < 2. 


Se concluye que 


V2senx-/2cosx=2 A -/3cosy-seny=2 (D 


De (D se obtiene 


o sen q. 
cos y = a > y = 2 


Encontrándose valores para y en el tercer cua- 
drante, es decir, 


y=2mm+ E, neZ (1D 


Como —1 < y < 21 


en (ID 


7 
n=0 > y. 
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¿IT 5T 
Por lo tanto, la suma de valores será ra + E) 


a TE 
es decir, 3 


Problema 33 
Calcule la suma de las dos menores solucio- 
nes positivas de la ecuación trigonométrica. 


/2+c05x = senx 


4x 
cos — 

3 
Resolución 


/2 = 


senx — COS X 


4x 
cos— 
3 


Recordemos que 


asenx+bcosx< ya? +b? 


> cos senx -1cosx < cos E 
18 < cos +1 
4xP? 4x 
=> 1<|cos . => [cos = =1 (D 
3 3 
Luego 
senx=cos x= /2 
Obtenemos 
1 1 
Senx==— A COosx=-— (ID 
J/2 2 


Al resolver el sistema de ecuaciones definidas 
en (ID, hallamos 


x=2mm+ 25 neZ (0110) 


Veamos ahora que este valor cumpla la con- 
dición (D). 


Sl >=) 
caso 2nT+— 


T 
ams) 
cos| de 


=1 
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Esto verifica si n=3k; k ez. | 
Al reemplazar en (IID 
x= 28h) ReZ 
SirR=0 => x= =y 
4 
3T. 


Sirk=1 = AAN 


Por lo tanto, la suma de las 2 menores solucio- 


ss 157 
nes positivas es > 


Resuelva la ecuación trigonométrica 


(cos2x -2c054x) =9+c08? 5x 


Resolución 
Se conoce que 


cos?5x>0 > 9+cos'5x>9 0) 


También 
-1<cos2x< 1 
-2 <-2cos4x < 2 
> -3<cos2x-2cos4x<3 E 
> (cos2x-2cos4x)<9 
De (1) y (ID, se concluye que 


2_ 
cos5x=0 A (cos2x-2c0s4x) =9 


pjs ÍA cosáx=+1) 


> cos5x=0 A (cos 


Analizamos primero 
cos2x=-1 


Ax=1 
> cosli=zeos 2x=1 > Bes 


AS 


Como 
cos2x=" 1 


T 
= =; Z 
nt Dn > ze En+D3; us 


Reemplazamos el valor de x en 


cos5x=0 


n 
> Cos ses) =0 


cos| 5nT + 2") =0 


T ; 
Cos nt = 0, lo cual se verifica V ne Z 


T 
E Pam neZ 


Problema 35 
Dada la ecuación trigonométrica 


4 
Asen x+cosk)+ cosdx+ 2sen2x-m=0 


ademá 
emás, 0<x<900, determine el conjunto de 


valores para la Variable m. 


Resolución 

Aseni 
E X+costy)y Cosádx+ 2sen2x=m =0 

Al-Isan? 

l 2sen xo) cosdx+25en2x mm 
eá = 
e 1 25m 2 +25en2x=rm 

Sen Aer +3 =p 


M=-3| sar 2 
sen 2x2 
3Sen2a—1] 


Pero 
0O<x<90 > 0<2x< 1800 


> 0O<sen2x<1 


72m22 
3 mM 


Disklama DRA 
“roblema 36 


Calcule la menor solución positiva de la ecuación 


óson(2x-2)+5sen(x-2)+1=0 
6 3 


TN PP 
“esolución 


óson[23 2)» 5sen[x-2)+1=0 
6 3 


-6sen(E - 2x) - 5sen( 3 -1)+ 1=0 
6 3 


-6cos[J+2x)-5cos[ ¿x)u1=0 E) 


. e T 
Hacemos el cambio de variable o +x=0. 


Entonces de (*) se tiene 
-6c0s20-5cos0+1=0 
-6(2c0s?%0-1)-5cos0+1=0 
0=12c05"0+5c050-7 
0=(12c0s0-7)(cos0+1) 


—— y 


Analizamos por casos. ( ros —senrá Jsenx + cos x) a 
Caso 1 2c0sx+2y4c05s2x =4 
cosg=1 > 0=21 
ñ cosx+v/c0s2x =2 (ID 
b +x=2T 
11% La condición (II) se verifica si 
A cosx=1 an cos2x=1 
es decir x=2k1T; keZ (ID 
Caso 2 
12cos90-7=0 De (D y (IID hallamos el conjunto solución. 
e 
cos0=3> cs=(mm-2, 2er Jn; Re] 


een > oo 
Ñ 12 6% 12 


71 T 
X) = arccos—-—= mm 
lar 3 Resuelva la siguiente ecuación trigonométrica 
si0<x<2n. 


Por lo tanto, la menor solución positiva es 
' 2c08*x +2 V3senx cos x = cosx + /3senx +1 


arccos 1 
12 6 


2cos?x+2V3senxcosx=cosx+V3senx-1=0 
2cos.x=cosx=14+2/35enxcosx+V3senx=0 
(cosx—Dí2cosa+1D+/3senx(2cosx+1D=0 


burdo ta disen) =0 


Problema 37 
Resuelva la ecuación trigonométrica 


ycos2x +4V1+sen2x = 2/senx + cosx 


Resolución 
ycos2x + /1+sen2x = 2/senx + cos x Analizamos por casos. 
vcos”x—sen?x +V(senx+cosx) =2/senx+cosx Caso 1 ; 


2cosx+1=0 > COSAS 
Analizamos por casos. 


Las soluciones serán 


Caso 1 
21 AT 
cos x +senx =0 X= 35%2 2737 


3 senx+cosx=0 >  tanx=-1 


x=nr+arctan(—1); neZ cds 
cosx —1+ /3senx =0 


cos x + /3senx =1 


x=nnr—arctanl 


ds T 
si (D ' 3 ; 
COS X += —SenXx => 
Caso 2 2 2 1 
T T (== 
cosx =senx + /senx + cos x =2 sen ¿cos x + cos ¿sem 2 
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a 


1 Xx T 3 
mn ]_1 0=2c0s|* z) E z) 
=+ +) + sen| —4% 
se 2 2 4 2 12 
T TC 
oe = = V E +x=2n+ 6 Igualamos cada factor a cero. 
Xx T Xx A T 
. COs| =+— |= 0 DD —+== = 
Ev xn É a) E E 
Dx=2mM+= > senx=1 
E sz A. (no cumple la 
Porlo tanto, el conjunto solución será condición *) 
2 41 3x,n 
==; —=; 25) : sen[ +2) 
| E 2 12 
ES HI na si le) 
T—k—= sic e 
2 12 umple 
Problema 39 
. x= nn neZ 
Resuelva la ecuación trigonométrica 3 18 
(1-2senx)cos x 3 
(l+2semx)(I=senx) Problema 40 
Rescltción Se muestra un sistema de ecuaciones trigono- 
Dela en métricas 


(> 2senx)cos x 


3T 
=48 tan x + cot x = 2sen a 
(+2 n= sem) = 


T 
tan y + cot y = 2sen[ x + z) 
Se Observa que senx + 1 E 
yy SERE] 6 Calcule el menor valor positivo para la expresión 
o RON V3 (14 semx 2sen?x) ii e 


COSX — sen2y = 43 ( 


Senx +c08s2x) Resolución 
COS x 
VBseny = sen2x + /3c052x 


3 
tan x +cotx= 2sen[ y -*%) (D 
T D 
tan y + cot y = 2sen (++2) (1 
3 , 3T 
a1ssen[y-2)s1 => -2525en]) e 


Entonces de (1) 
2 < tanx+cotx < 2 


Se deduce que 
tanx+cotx=2 v tanx+cotx=-2 
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Analizamos por casos. 
Caso 1 
Si tanx+tcotx=-2 => tanx=-1 


T 
x=nm-=; nel 
nm 
Reemplazamos en la condición (ID. 
4 


tany+coty=0; esta ecuación no presenta 
soluciones reales para la variable y. 


T T 
tany + coty =25en(nm-E+2) 


Caso 2 
Si tanx+cotx=2 


> tanx=1, luego x =kr +7 ReZ 


——— 


Reemplazamos en la condición (ID. 


tan y + cot y =2 E, TE 
y y sen[ + a + -) ) 


Reemplazamos el valor de x en (1). 


3T 
mery) 
Ss y a 


sen[y-%2)=2 (1v) 


De (IID y (IV), el menor valor positivo para y es 


5T Ñ T 
—; además, x=. 
A ) 


¿ 3T 
Por lo tanto, el menor valor para x+y será on 


1. 


Test 


Calcule la suma de soluciones de la ecua- 
a 


2 1. 
PS ótrica sen x=->sil<x<r. 
ción trigonométric a 


3T 
T —= 
A5 se O > 6. 
E E) 21 
6 


2, Para la ecuación sen*x-2senx+1=0, 


E 


calcule la menor solución positiva de la 
ecuación. 


ñ T 

A) = pa 
de B) n O x 
3 

Eo E) 21 


Con respecto a la ecuación trigonométri- 
Ca, determine Un valor de x. 


¿ta 
A 43 
l-tan? y 
gZ T 
12 da Y 3 
pr ST 
3 ia 
Cuánt : y 
e siones Presenta la ecuación tri- o 
Ca sen *=Senx—-2=0 six e (0; 4m)? 
A 1 
Da B) 2 O 3 
E) 8 


et A 
Mine un valor 


ecu de x que resuelva la 


ACión 4: 
Ción Wgonomeé: 


rica Senxcos x = 1 


T T 
MS T T 
) 12 8) 6 C) 4 
T 5T 
D = Ey 2 
3 ) 12 


Calcule la suma de soluciones de la ecua- 
ción trigonométrica tan?x=3 si 0<x<9m. 


A T py 


5T 
q 
2 ) 3 
D) 2x 


E) 41 


Halle la solución general de la ecuación 


2cosx => ReZ 


T 

A = RT += 
) x=kr % 
B) x=2kn+5 
6 
CO) x=2km+42 
3 

D) x=kn+L 
3 

T 

E) x=kn+! 
) x=kr 6 


Si cosxcos y = 


4 
43 
sen xsen y = E 
determine un valor para |x-y]. 
T 
yz BZ E) 3 
6 4 
. ¿y 5 
D) 5 6 
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Am — 
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9. 


10, 


Calcule una solución para la ecuación 


tan?x+2tanx+1=0 


T 3T T 
da = O = 
dsd 8 E 8 ) 4 
31 5T 
— E) = 
D) A ) 7 


Calcule la solución general de la ecuación 
sen2xcos2x=0;kR € Z 


Rk 
A) x=kr B) 2kr o) pe 
kr RT 
DI) == E) x== 
) x: 7 ) x $ 


1. Calcule la suma de soluciones de la ecuación 


(2senx-43)(cosx-3) =0 


si0<x<2rn. 
4T 5T 
A B) == es: —= 
) T ) 3 ) a 
-8 
D) 4 E) 4x1 


12, Determine la solución de la ecuación 


2tanx-tan?tx-1=0 


»> 
LAVES 


“00 


== 
3T 5T 

A) = pg 7ñ 

) 7 ) a 0 - 

D) a E) 2x 


, Calcule la suma de soluciones de la ecua- 


ción cos? x = + 0<x<2r. 
A) T B) 21 0) - 
D) 31 E) 41 


1£. Calcule la suma de soluciones de la ecua- 


as la 
ción senx = 3 si0<x<2n. 


az B) os 


D) Ar E) 21 
3 


Si tante+rcotéx=2, calcule la mayor solución. 


Considere que 0<x< 2. 


5T 
A) a B) Tx C) a 
4 

4T 

TT E) = 
DÁ 

) n 3 
10 EM 
ni 
126% 


> Problemas propuestos < 


Nivel básico 


a suma de soluciones de la ecua- 


Calcule | ] 
ción trigonométrica 2sentx+senx-1=0 si 
0<x<2m 
4 
ñ B) 1 O) = 
A) 3 ) 3 
e E) 21 


2, Calcule el número de soluciones de la si- 
guiente ecuación trigonométrica: 


tandx+2tan?x+3tanx=0 
Considere que 0 < x< 6r. 


p3 B) 4 


+ Calcule la menor solución positiva de la 
ecuación 8cos'x+6senx-3=0. 


y E O = 

D) Tr 117 

7 o 

Dada] ión tri 

te a ecuación trigonométrica 

sen X+7cosx-5=0) 

donde 0 e 609 

Calcule el valor de x. 

A) =3(0 

Dcdo B) -6po0 O) 309 
E) -450 
> Se tien 

e la €cuaciá . 
Ms ación trigonométrica 
dem Lcosy 52 
0] 
27 <A <]18po 
» 0”. Calcule el valor de x. 
D 
) 1590 B) 1350 C) 1159 
E) 1659 


6. Resuelva la ecuación trigonométrica para 


1 


0<x<900 si 14 cosx= col? A 


A) 15 
D) 609 


B) 309 C) 450 


E) 750 


¿Cuántas soluciones presenta la ecuación 
6cos*x+cosx-1=0 si O <x<4x? 


A) 4 
D) 10 


B) 6 O 8 


E) 16 


Calcule la menor solución positiva de la 


ae ES ps 3 
ecuación trigonométrica sen*x+cos! x en 


T T T 
A) = B) = Cc) = 
DE 3 3 
3T T 
E e 


Calcule la suma de soluciones de la ecua- 
ción trigonométrica 
sen3x+senx+sen2x=0 


si0<x<2r. 
A) 31 B) = O) 47 
D) o E) 5n 


U, Halle la solución general de la ecuación 


cos6x=c0s2x. Considere n € Z. 


A) (xer/x="5 
B) ler/x= 5) 
C) (xer/x= 200 
D) (xer/ x=") 


E) (xer/x= 2105) 
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Th 


[9] 


ho 
E 


Calcule la menor solución positiva de la 
ecuación trigonométrica. 


3 sen2x+cos2x =V2 


T T 

— B = CO) = 
A 3 ) y 10 

3 T 
py E) 
y ) 


3. Calcule la suma de soluciones de la ecua- 


ción trigonométrica 
2senix+sen?x-2senx-1=0 


si0<x<2r. 
A) 21 B) 31 C) 41 
D) 5 E) 61 


12, Calcule la suma de soluciones de la ecua- 


ción |tame+cotr|=2. Considere que 0 <x<2r. 


O) 41 
E) 8x 


A) 21 B) 31 


D) 61 


A. Calcule la suma de las dos menores solu- 


ciones positivas de la ecuación 


cos" 4x=sent4x => 
T T T 
A) — B) — EA 
) $ ) ñ 0) a 
T T 
D) = en 
) o E) E 


. Calcule el conjunto solución de la siguien- 


te inecuación cos*x+cosx-2 > 0. Conside- 


re quen eZ. 


A) (xeR/x=2nm) 
B) (xeR/x=nn) 


9) (xer/x="3) 


D) lx € R/x 2d 


E) Lxer/x= 3) 


16. 


Dam 


De la ecuación trigonométrica 
ARETES pea). 1 
senx=2cosx+3 3 

calcule la menor solución positiva. 


A) 


Ala 


T 3n 
B) — 
) Z C) A 


7. Calcule la suma de soluciones de la ecua- 


ción trigonométrica 


cos2x+cosx(2tan?x-1)=2 


si0<xs<r. 
gi a E Or 
3 
4 or 
DD = | ES 


15. A partir de la ecuación trigonométrica 


2cos4x 


sen2x 
e soluciones comprendi 


cotx =tanx+ 


calcule la suma d 
das en el intervalo de (0; To). 


21 
A a B) > oda 
D) e 
- Se tiene la ecuación trigonométrica 
3T senx__3 
nx) 14+C0SX pe 
además 0 <x < 21. Calcule el núme 
soluciones de la ecuación. 
c) 4 
B) 3 
a j E) £ 


— 


nn 


ide ecuación trigonométrica 

ay Dada le Fe , el $ 

de tanv(tany +2senx) +6C0sx 0 
3-l0 


Icule la suma de las dos menores solu- 
cal cu e le 


ciones positivas. 


An 

T 

T — O) E 

e E 3 
Ñ E) 2x1 

D 1 ) 


Nivel intermedio 


'¡, Del sistema de ecuaciones trigonométricas 
senx+cosy=0 
cos2r-cos2y=1 
AA 2 
calcule el valor de sen“x+cos?y. 


B) 0 O 5 


E) -1 


¿2 Determine el menor valor positivo para x 


que satisface el siguiente sistema de ecua- 


ciones; 
3 
Cosxsen2y = 2 
¿ 4 
1 
snxcos2y= 
á 4 
4 T 
1 B) - (ey 
yA 7 
3 a E 
) 12 


“AX sen y = 3 
nx tan y = N 
Se Curn 
s ple u 
| Cuántos 0. xE (0; 27); y € (0; 27). 
ES Condi; "es de la forma (x; y) cumplen 
| nes Mencionadas? 
E Na 
LE B 3 O 4 
EJ 6 


> 


. Sea el sistema de ecu 


aciones trigonomé.- 


tricas 


9sen(x+y)r - 


1 
2(x? + y?) =1 
¿Cuántos pares orden 


ados de la forma 
Qx; y) satisfacen dicho 


sistema? 


A) 1 
D) 4 


B) 2 O 3 


E) 5 


20. SIOS<x< 2T;0<y<2n, además, se tiene el 


sistema de ecuaciones 

ysen x — COS Y =c05sx 

COS X + COS y = sen? x 
¿cuántos pares ordenados de la forma 
(x; y) cumplen las condiciones? 
A) 2 
D 8 


B) 4 [69 


E) 10 


>. Á partir del sistema de ecuaciones 


g2tan X+COSY _ 3 


gcos y a g¡anx =2 


calcule el valor de tan'(x+y). 
A) 


B) 1 2 


wW nNn|— 


D) E) 4 


. Calcule la suma de las dos menores solu- 


ciones positivas de la ecuación 


/3c0s5x-2sen3xcos2x=senx=0 


Tr 
51 T a) 
A) 18 B) 3 18 
T E) T 
D) 7 
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23. De la ecuación trigonométrica 31. Calcule la suma de soluciones de la ecua 
Pas ción trigonométrica 
(2-/3)cosx-25en” (3-2) A ] 

24 tan x+C05x-—Cos x=senx|l+tantan! 
2cosx-1 N y 
halle la solución general de la ecuación. si0<x<1l0r. 
Considere quek € Z. 
A) 14 B) 167 C) 187 
D) 207 E) 247 
A) lx eR/x =(2k+D5 + a 
22, Calcule la mayor solución negativa de lz 
B) (a € R/x =kn-— a] ecuación 
4 (2-sen?2x)sen3x 
- tan? +1: ——= 
e) lx er/x=(00+00+2) cos” x 
TE 31 5 
D) [xer/x=45+2) _ Y 7 Mm <= 
3 A =3g ) 8 ) 78 
E) (x<r/x=24x+2) D) = E => 
25. Resuelva la ecuación trigonométrica 2%. Calcule la suma de soluciones para l 
(1-2senx)cosx___ ecuación cos?3x cos2x-cos"x=0. Conside 
(1+ 2senx)(1-sen x) re que x e (21; 6n). 
Considere que k e Z. a 
A) 241 B) 261 0) Es 
2krn 1 D) 301 EJ 00 
A) 1ixeR/x= a 
E vi 
2kr 7 “1. Encuentre la solución general de la ec 
2) (e > R/ ise le E ción trigonométrica 
4 
2krn 7 sentx+cos x_1 > 
= —+- A a —cot2x- - 
ls (ren/x 3 5) 5sen2x 2 gsenía 
idere quen € Z. 
D) (xer/x= 2, E Considere q 
3 18 
2kn mi T 
E (xer/x= 2-2 ' anni) 
y 310 A) qxeR/x 4 
5 T 
20, Calcule el número de soluciones pertene- B) (x É g/ x=mitg 


T 
cientes a (o » ara la ecuación trigono- T 
a ; o) (xen/x=nm25) 


D) (xeR/x=knj 
A) 4 B) 5 O 6 E) [rer/x=tw+5) 


métrica sen?3x-cos*4x=sen*5x-cos*6x. 


DE 


o 


— gsenx(l 


cuación trigonométrica 
) +sen2x= 1 +2c0Sx 
de soluciones compren- 


artir de la € 
4COS2X 


calcule el número 
didas en (0; 27) 

y? ps 
p) 6 


“3 Del sistema de ecuaciones 


tanx_1- 2 
tany 1+ 42 


1 
X+y=5 
4 . 
Calcule la suma de valores de x si xe (0; 277). 


B) rx C) 2x1 


E) 31 


*. Apartir de la ecuación trigonométrica 


Xx 
dsen* o —3cos2x = L+2008'(x-%%) 


calcule la suma de las soluciones com- 
prendidas en (0; 1). 


Aa B) 3r 0) 3lr 
.e E 
y o 


£suely, 0 
ala ecuación trigonométrica 
“olx. 1 C082x 
Tan y +Sen?x-—se 2 
anx 2 n2x 


Considera quer ez 


mm 


D) (xeR/x=2tn-"] 


E) (rer/x=40+") 


2. Calcule la suma de soluciones comprendidas 


en (0; 27) si sen? (E-Elan?s=cos £s 0. 
2 4 2 


5T 75 
A) — 
) 5 B) 31 C) = 
D) 41 E) E 


. ¿Cuántas soluciones presenta la ecuación 


cos2x-1 


tan[ Ex) 310? A o << 42 
2 Cos” x 

A) 2 B) 4 O 6 

D 8 E) 10 


Nivel avanzado 


1. Calcule el número de soluciones de la 


ecuación 48-x-cos2x =vVl10-x-senx 


si0<x<8r. 
A) 1 B) 2 O 3 
D) 4 E) 5 


12. Halle la solución general de la ecuación 


trigonométrica 
2 T 
(43 cos2x +sen2x) =7+3cC0S 2x5 


Considere quen € Z. 


ñ pl C) PO 

A) na+>5 B) nr 12 12 
¿E 

E) nT 6 


T 
D) desir 
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43. Determine la solución general de la ecuación 


e 


(L-2cos2x J2coszxel cosxlcosx=cos5x) 


Considere que neZ. 


A) En B) nto O nm-“ 

T nT.T 
D += E) — += 
ia ) 


%. Del sistema de ecuaciones trigonométricas 


16xy (x? + y?) = mln? +1) 
(422 + 4x)sen? y =-1 


calcule el producto xy. 


BE 0) 


T 
A). E 
) 4 2 


T 
D 3 E T 


Se tiene la inecuación 
(+y) Qr+y+2c05x)+2 > 25en4x 


donde 0 < x < 2r. Halle los valores de x que 
satisfacen la condición inicial. 


A) [03r]  B) [028] 0) [0,5] 


2 
T 


a [o 


D) [n; 21] 


, Al resolver la inecuación trigonométrica 


3sen2Tx > 2 sen4nx +3c0s2nx + /32 
para x e (0; 5), se obtuvo un número finito 


de soluciones. Calcule dicho número. 


A) 4 
D) 10 


B) 5 O 6 


E) 15 


A 
2 


[. Del sistema de ecuaciones 


sen! x = COSXCOS y 
cos! x = sen xsen y 
calcule la menor solución Positiva para la 
variable x. 


A) zarccos| ==) 
B) Zarccos| -<) 
4 5 

T 

7 
) 4 
T 
DE 
) 6 
T 

ny 
) 12 


Se tiene x € (0; 27m); y € (0; 21m); además, 
tanix+tan y +2cotx cotly=3+sen'(x+J) 


Calcule el número de pares ordenados 
(x; y) que satisfacen la condición. 


O 6 
E) 12 


B) 4 
D) 8 


q 65 : ótrica 
23. Se tiene la ecuación trigonométric 


. La ecuación trigono 


sx 
sen3x-2senl8xsenx=342 a Ar 
Calcule la suma de soluciones 5iX EN 


Tr c) 1 
2 

E) 51 
métrica * 


|tanxtan2xtan3x| +|tanx+ lan 
KT. pez donde 


9x1 


se verifica para X= 72” de a 
e (0; 1]. Halle la suma de va 

g 2 
A) 20 B) 22 > S 
D) 27 


Capítulo 


Parábola 


Erick Alex Lira Salazar 


CAPÍTULO XV 


PARÁBOLA 


le una parábola 


y diagonal, 


ciones de la vida real. 


introducción 


A ciencia cierta, no se sabe lo que originó a las secciones cónicas o lo que motivó su estudio 
y descubrimiento. Por lo general, se piensa 


que fueron resultados del estudio de problemas de 
construcción, 


Más adelante, con el advenimiento de l 
O, . . . . 
Sanaron gran Importancia en las cienci 


Un libro llamado Astronomia nova, en 
Wayectoria de cad 
d 


a geometría analítica y del cálculo, las secciones cónicas 
as físicas; por ejemplo, Johannes Kepler, en 1609, publicó 
el cual presentó su culminante descubrimiento de que la 
del Sol tenía forma de elipse. También Galileo y Newton 
fuerzas gravitacionales podían moverse en trayectorias que 


a planeta alrededor 
e 

e que los objetos sujetos a 
N parábolas o hipérbolas. 


Estos : 
estu ico . y a Z . 
es dios acerca de los movimientos de los objetos dieron paso a un análisis más amplio de 
1Cas dividi 


Estas cóni éndolas para una mayor explicación en parábola, elipse e hipérbola. Es así como 
Nicas z . ll 

dela gen tomarán una Mayor importancia en las matemáticas abarcando no solo los campos 
Metría ¡ 


ha SINO también de la trigonometría, el álgebra, entre otros. 
“ste apart 
arrolla pl Explicará la parábola que es la primera cónica de las tres mencionadas que 
emo a . 
Poyare E e los capítulos si 


guientes. Para lograr una mejor comprensión de este tema nos 
m 


eorías, fórmulas, gráficos, aplicaciones y problemas resueltos, ya que de esa for- 
UN mej so Ñ a 
mejor análisis en el estudio de las cónicas. 
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1» DEFINICIÓN 

Una parábola es el lugar geométrico de los 
puntos M del plano que equidistan de un punto 
fijo F, llamado foco, y de la recta fija 4, llama- 
da directriz. Es decir, un punto M pertenece a 


la parábola si y solo si 


E d(M; F)=d(M; P,) 


pa 


directriz (9 
directriz ( , p) 


2» ELEMENTOS DE LA PARÁBOLA 


eje de simetría 


- Ly: directriz; es una recta fija. 


-  F: foco; es el punto fijo de la parábola, 
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-  V: vértice; del punto medio del segmento 
que une la directriz y el foco. 

-  L;,: eje focal; es la recta perpendicular aa 
directriz Z;. 

- TU: cuerda focal; es el segmento que une 
dos puntos de la parábola y que pasa porel 
foco. 

- EF: radio focal; es el segmento que une un 
punto de la parábola (£) y el foco (F). Tam. 
bién se le llama radio vector. 

- — LR: lado recto; es la cuerda focal perpendi- 
cular al eje focal. 

- — 2|p|: distancia entre el foco (F) y la recta 
directriz (2,). 

- e: excentricidad; es la razón constante en- 
tre la distancia de un punto de la parábola 
al foco y la distancia de dicho punto a la 
directriz. En la parábola, el valor de la ex- 


centricidad es e=1. 


Sida 


La longitud del lado recto de cualquier parábola 


es 4|p|. 


Demostración 


directriz 


donde CM es el lado recto. 


AAA 
» 3» ECUACIONES DE LA PARÁBOLA DE 
se tiene a 


 pelgrálico, ACUERDO CON SU VÉRTICE y sy POSICIÓN 


, de: 2p=21P| 9.1.CON VÉRTICE Vih;k) Y EJE FocaL 
di (D PARALELO AL EJE x 
. [M= 


0-10 '%4p(x-=M) | 


| p Sus elementos son 
lc; 2,)=d(C; - vértice: V(h; h) 


Por definición de parábola 


dle; L))=k UD - foco: F(h+p;k) 
- — ladorecto: |4p]| 
- ecuación de la directriz: x=h-p 
De (1) y (ID obtenemos 
1=2x2|p| *  Sip>0, la parábola se abre hacia la derecha. 
CM=2x2|p 
: CM=4|p| 
» Nota 
* Enlad(E: 7.) 


Demostración 


y 


Ep) 


PEA III 


Sea M(x; y) un punto cualquiera de la pará- 
bola. 


Entonces por definición de parábola 
d(M; F)=d(M; L,) 


> («n= pY+(y=k)" =|x-(N=p) 
(y -2=[(-m)+p1?- 10M -pl 


(y-2=4p(x-H) 


+ Sip <0, la parábola se abre hacia la 
izquierda. 


A, 


ES y= 4pX ] 


Sus elementos son 
- vértice: V(0; 0) 

- foco: F(p; 0) 

- lado recto: |4p| 


- ecuación de la directriz: x=-p 
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Aplicación 1 cd 
Grafique y halle los elementos de la pará 
de ecuación y*-8x+10y+ 17=0. 


Resolución 
En la ecuación 
y?-8x+10y+17=0 


y”+10y=8x-17 
y?+10y+25=8x-17+25 
(y+5)?=8x+8 
(y+5)?=8(x+1) 


nn 


értice y el valor de p. 


¡ Iv 
peducimos € 
ví t)=VGEL;=5) a 4p=8 


p=2 


Graficamos. 


A 


Aplicación 2 


Grafique y halle los elementos de la parábola 
dela ecuación 


++ 12y+6=0 


Resolución 

Enla ecuación 
Y +4r+ 12+6=0 
34 12y=-4x-6 


-—. 


4 


E Ad4Ap=-2 


Graficamos. 


YA 


Sus elementos son 

- vértice: V(h; kh) 

- — foco: F(h;k+p) 

-  ladorecto: |4p] 

- ecuación de la directriz: y =kR-p 


» Sip >0, la parábola se abre hacia arriba. 


Demostración 3.4. CON VÉRTICE EN EL OR 


he o. 


or 
. Lbatiba Y 


IGEN Y Eye 


FOCAL EN El 
YA 
l “=4py | 


Sus elementos son 
- vértice: V(0; 0) 
- foco: F(0; p) 

-  ladorecto: |4p| 


- ecuación de la directriz: y=-p 


Sip >0, la parábola se abre hacia arriba. 


Sea M(x; y) un punto cualquiera de la pará- 
bola. Entonces por definición de parábola 


a(M; F)=d(M; 2) 


> a +(y-k=pY =|y-(R-p)| 


G—H=[0-R)+pY-[6-2)-pI? 


(x-hY=4p(y-k) ! hi 
£ 
*  Sip<0, la parábola se abre hacia abajo. d 
E +  Sip<0, la parábola se abre hacia abajo. 
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icación 3 : 
sa y halle los elementos de la parábola 
Clasill 


de ecuación 
¿tr8y+44=0 


Resolución 

En la ecuación 
e -4x-8y+44=0 
e -4r=8y-44 
e -4x+4=8y-44+4 
(«-2)?=8y-40 
(«-2)=8(y-5) 


Deducimos el vértice y el valor de p. 
> Vii R)=VQ;5) a 4p=8 
p=2 


Graficamos 


Anicación 4 
Graf 

Ue y halle 
de ación ls elementos de la parábola 


Ary 


200-2x+1)=-y+2 
2(x-1)?=- (y-2) 


e In. 


Deducimos el vértice y el valor de p. 


> V(Mmk)=V(12) A 49=-! 


ol 
8 


Graficamos. 


4» ECUACIÓN GENERAL DE LA PARÁBOLA 

Desarrollamos la ecuación de la parábola 
(x-H=4p(y-2) 
x2-2hx+H?=4py-4Apk : 
x-2hx-4py+(?+4pk)=0 (4) 


f VERTICAL 


Establecemos los coeficientes 


+ A=-2h 
+ B=-4p 
* C=h?+4pk 


Reemplazamos en (5). 


iS 

E 0) 

l +Axr+By+C=Ú) 
pS 


¿bola con eje 
Esta ecuación representa una paráb 


| je Y. 
focal paralelo O coincidente con el e] 
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Teorema 


De la ecuación 


A A TR, 


y 
l 4Dx+Ey+F=0 | 


Se obtiene los siguientes casos: 

+  SiE%0, es una parábola vertical. 

+  SiE=0 n D?-4F20, es una recta vertical. 

+ SiE=0 1 D?-4F > 0, son dos rectas verticales. 


+ SiE=0 a D?-4F <0, no contiene puntos. 


40 ENTA DABÁBOLA HORIZONTAL 


Desarrollamos la ecuación de la parábola. 
(y-k)?=4p(x—h) 
y? -2ky +R?=4px-4ph 


y?2-2ky-4px+(k?+4ph)=0 (5) 


Establecemos los coeficientes 


+ A=-2k 
+ B=-4p 
*  C=k*%+4ph 


Reemplazamos en (*) 


€ ]Í7O<€OA>--m 


| PR AyFBx+C=0 


PD 7 


Esta ecuación representa una parábola con eje 
focal paralelo o coincidente con el eje X. 


A, — Y 
Teorema 


De la ecuación 


—Á eN 
V'+Dx+Ey+F=0 ] 


Near 
A 


Se obtiene los siguientes casos: 
* SiD%0, es una parábola horizontal. 
*  SiD=0 a E*-4F=0, es una recta horizontal, 


e SiD=0 1 E?-4F > 0, son dos rectas horizon- 


tales. 


e SiD=0 1 E*-4F < 0, no contiene puntos. 


Demostración 
Sea la ecuación general 
y +Dx+Ey+F=0 (1 


Completamos cuadrados. 


TEE 


Si D + 0, entonces la ecuación (ID representa 
eX y con 


a una parábola con eje paralelo al ej 


vértice 


(1) se 


Por lo tanto, si D=0, entonces la ecuación 


puede escribir como 


E) EE) 


posibilidades: 


Luego, tenemos tres 
7 t 
+ La ecuación representa dos rec 


las al eje X si E?-4F>0. 


as parale- 


:ón representa una recta paralela 


gjemplos 
2 ap 12r-4y+9=0 


3(0+4x+4) =4y-9+ 12 
3(1+2)'=4y +3 


af 3 


Esta ecuación representa a una parábo- 


la de eje paralelo al eje Y y con vértice 
3 

y 21 

,) 


é+6x-7=0 
'+6r+9=7+9 
(x+3)%=16 


X+=-4 y x4+3=4 


x=-1 x=1 


me ecuación representa a dos rectas ver- 
Cales. 


P+dy+4=0 
+20 J 
Y+2=0 

Y=-2 


Esta 3 
Cuación r 
2Onta]. €presenta a una recta hori- 


a +y+19=0 


Y )= 1949 
Ve 


Ve 17 
2 


Cua; A 
TePresenta al conjunto vacío 


Aplicación 5 


Determine la ecuación de la parábola cuyo eje 
es paralelo el eje X y que pasa por los puntos 


(0; 0), (8; -4) y (3; D. 


Resolución 
Graficamos a partir de los datos. 


Evaluamos los puntos dados. 
+  (0;0)e y?+Dx+Ey+F=0 
> (0+D(0)+E(0)+F=0 
F=0 


* (3,De y?+Dx+Ey+F=0 
> (M*+D(3S)+E()+F=0 
3D+E+0+1=0 


3D+E+1=0 (1 


*  (8;-4)e y?+Dx+Ey+F=0 
> -O%4D(8)+E(-9+F=0 
16+8D-4E+0=0 
2D-E+4=0 (ID 


Resolvemos (D y UD. 
D=-1 a E=2 


Reemplazamos en la ecuación. 
y +Dx+Ey+F=0 
> y'-x+2y=0 
y?+2y=x 
y +2y+1=x+1 
(y+D?=x+1 
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5» ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE 


EN UNA PARÁBOLA 
Para esta ecuación se presentan dos casos: 


CUANDO Bl: v.1 ES UN DINTA me 
5,1. CUANDO Plxo; Yo) ES UN PUNTO DE 


TANGENCIA DE LA PARÁBOLA 


Demostración 


Mostramos cómo obtener la ecuación de la 
recta tangente a la parábola 0=4px). 


Sea la recta tangente 
L: Y -Yo=m(x—xp) (D 
y la ecuación de la parábola 
y =1x (1D 


Reemplazamos (ID) en (D. 
2 
307 
Y= yy =M 4p 1) 


Operamos. 


my?-4py + (4py,-4pmx,)= 0 
Por condición de tangencia 
B?-4AC=0 
> (-4py- 4(m)l4pyy-4pmx,)= 0 
Operamos. 


16p?-16mpy,+4m*(4px,)=0 


Como y¿=4px, 
2 ae 
=> 16p*-16mpy,+4m*y¿=0 


4p*-Ampyy+m?y3=0 


(2p-myp)?=0 
> m= E 
Yo 


Reemplazamos en (1D. 
2 
2: y-yo= P(x-xp) 
Yo 


YY0—-Y9=2px-2Px0 


Como y5=4Ppx, 

> YY0—APxo=2px-2pxp 
YY0=2px/+2px 
L. yyy=2p(Xp+x) 


ANDO LA RECTA A TANGER NTE A LA 
TIENE PENDIENTE mM 


5,2, C 
PARÁBOLA” 


e 1 


AN 
| Ecua Ral? | 


Demostración 


Mostramos cómo obtener la ecuación de la 
recta tangente a la parábola (y%=4px). 


Sea la recta tangente 


L. y=mx+n (5 


Reemplazamos en la ecuación de la parábola. 
y =4px 
ds (mx+n)?=4px 


má+(mn-4p)x+n?=0 


Por condición de tangencia 
B'-4AC=0 
= Cn dp arm 20 


Amén? 
; l6mnp+16p?-4y 220 
P'smnp 


Psmn 


Aplicación 6 
Dada la parábola de ecuación y?=-12x, halle la 
ecuación de la tangente en el punto M3; -6). 


Resolución 

Sea la ecuación de la recta tangente 
e 6) _ 
y 


> L. y=m(x+3)-6 (+) 


Z. 


Despejamos. 


PO 
m 


Reemplazamos en la ecuación de la parábola. 
y"=-12x 


S y 102253) 


y'm=-12y-72+36m 
my*+12y+(72-36m)=0 


Por condición de tangencia 
B*-4AC=0 

> (12)?-4(m)(12-36m)=0 
144-144m(2-r)=0 
1-(2m-m')=0 
m*-2m+1=0 
(m-1?=0 
m-1=0 
m=1 

Reemplazamos en (*). 
L. y=(1(x+3)-6 


LP. x-y-3=0 


Aplicación 7 
Dada la parábola de ecuación y?=-12x, halle la 


; 3 
ecuación de la tangente de pendiente mM = 23 


Resolución 
Sea la ecuación de la recta tangente 


L. y=mx+n 
3 y 
LB y= =3X+R (5) 
Reemplazamos en la ecuación de la parábola. 
y?=-12x 
2 
> (¿x+ n) =-12x 


+23) xn? =0 


Por condición de tangencia 
B?-4AC=0 


mn a2-3ny -4(7 J(n?)=0 


144-72n=0 
n=2 
Reemplazamos en (*). 
3 
L. y =-2x+2 
y > x+ 


L: 3x42y-4=0 


Aplicación 8 

Halle las rectas tangentes a la curva 
y -4x+8=0, trazadas desde el punto (1; 2). 
Encuentre además los puntos de tangencia. 
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Resolución 
Graficamos. 


Luego de verificar que (1; 2) no satisface la 
ecuación de la curva dada, tomamos genérica- 
mente una recta tangente de la forma 


Ly: y == mx+b 


Y como (-1; 2) € £7, entonces 2=m(-D)+b, es 


decir, 
Py: y =Mx+m+42 (*) 


Reemplazamos este valor en y?-4x+8=0. 
(mx+m+2)?-4x+8=0 

> mtrlim?+2m-2)x+ (m?+4m+12)=0 

Como se trata de buscar rectas tangentes, apli- 

camos la condición de tangencia. 
B?-4AC=0 

> [2(m?+2m-2)?-4(mi)im?+4m+ 12)=0 


Luego de reducir términos, obtenemos 


0=3m*+2m-1 
0 =(3m-1)(m+1) 
> m=1/3 v m=-l 


* se 
estos valores en py 


Reemplazamos 
das. 


generan las rectas tangentes busca 
a «y=—x+l 
Ly: B3y=x47 A Hay Y? si 


ca 


nte, para hallar los puntos de contacto, 
me 


las expresiones obtenidas en 
sí, resultan los puntos de con- 
01; 10 y 0463 -2), correspondientes a 


Y Le respectivamente. 
TU 


nota 

Existe un Único caso en que para un punto 

, y exterior a una curva de segundo 

A(xo; yn), exteric ] ia 
tala condición de tansgeneia (discrima- 

orado, la COMNCULA 4 

po] 


j y! 
vn das sa) produce un solo valor 
nante igual ad €£ | L 
de la pendiente n de la recta i ingente. 


Cuando esto se presenta, signilica QUe 


como debe ex 
4 4 10€ la loha 
pase por el punto 4, entonces esta debe 


ser una recla vertical de ecuación X=Xp, 


que precisamene con 


Aa; Yo). 


Aplicación 9 

ce las rectas tangentes a la curva 
Y'-4x+8=0, trazadas desde el punto (2; —3), 
así como los puntos de contacto. 


Resolución 


Sar y=mx+b; además, (2;-3) e Ly 
3 Mb, Ly. y=mx-2m-3 


Reemplazamos 


en y -4x4+8= 
la £cuación cua. y “yy obienémos 


se drática 
m ¿ 
A2m? +3m+2)x+(4m?+ 12m + 17)=0 
Apli 
o Condición de 
sl BR4AC= =( 
Aa m2) Pa (pr) 


tangencia. 


4m*+12m+17)=0 


ciendo 
té 
A Si obtenemos 12m+4=0, 


80, la res "na sola solución), 
SL A tangente obtenida 
Ta) 3y= es 


Y 3=—x 7 


o 


Luego, la otra recta tangente Ly) es una recta 
vertical, la cual debe pasar por (2; -3). 


2 Lio): x=2 


Por lo tanto, las rectas tangentes son 


x+3y+7=0 21 x-2=0 
GP PROPIEDADES DE LA PARÁBOLA 


El segmento de recta tangente a la parábola 
comprendido entre el punto de tangencia y el 
punto de intersección con el eje de la parábola 
se divide por la mitad por la recta tangente tra- 
zada en el vértice de la parábola. 


eje 
focal 


Demostración 


La ecuación de la recta tangente en el punto 
(xo; Yo) es 
yy =2p(x+xXp) 


589 


Reemplazamos y=0. 

> yo(0)=2p(x+x0) 
0=2p(x+xX0) 
0D=Xx+X0 
X=-X0 

> MEx0 0) 


Del gráfico, se observa que MV=VQ 
MN=NA 
Propiedad 2 
La longitud del radio focal de cualquier pun- 


to M(xy; y,) de la parábola (y-r)?=4p(x-h) es 
igual a |x,-h+p]. 


Demostración 
Sea el radio focal r=d(M, F) 


> r=llx- hp) +(9-kY (1 
Además, (xy; y,) € (y-2)=4p(x-h) 
> (y -*)=4p(x,-h) (ID 


Reemplazamos (ID en (D. 
r=(-h=p)Y +4p(x,-h) 


2 
r=(X; + h?+ p? -2hx, +2px, - 2ph 


r=4/(x -h+p)Y 
r=|x,-h+p] 


Propiedad 3 

En cada parábola, la distancia del foco a la 
directriz es-la media armónica entre las longi- 
tudes de los segmentos determinados por el 
foco en una cuerda focal. 
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directriz 


Demostración 


arábola. 


Reemplazamos en la ecuación de lap 


y =4px 
> (mx-prd'=4px 
mx -(29m?+4p)x+p?m'=0; Lx X2) 


2,2 
2 m 
2pm* +4p _P 
> aqua PL 
2 2 
mí +2 Za 
21 +30 =2p| a E x¡X2 =P 
m 


Del gráfico, AF=p+X1 A BF=p+%2 
1 1 1 1 
—+—= + 

AF BF  p+xi P+% 

1 1 2p + (xy +2) 
AF CBR pr (x+x)p + 


— 


Pa 
mó+2 2 
2 

+2 37 |p+p 
12) al pe 


AF BF 


BL 
"AF BF 


e 
7 
Propiedad 4 

Si desde un punto exterior se trazan rectas 
tangentes a una parábola, el segmento de 
recta que une los puntos de contacto se llama 
cuerda de contacto y tiene como ecuación 
Y. yy=2p(Xp+x). 


-——Cuerda de 
contacto 


> 


Demostración 


yA 


== 


Como (X4; Yo) pertenece a L y Lo, se verifica 


que 
* Y Wo=2p(x,+xp) (1 
. Y Yo=2p(x9+xp) (ID 


Restamos (1) y (ID. 


(Y1-Y2)o0=2p(x, -X2) 
Y1=Y2 _2p 
X1=Xx Yo 
E 
Yo 


La ecuación de la recta que contiene la cuerda 
de contacto es 


2 
L. y-y =P xx) 
Yo 
L:. Y oy -2px=Y¡Y9-2px, (1D 


De (D se obtiene 
Y 1Yo—2px1=2pxp 


Reemplazamos en (IID. 
L. yy -2px=2pxp 


L. Yoy=2p(Xp+x) 


Propiedad 5 

La recta tangente a la parábola es bisectriz del 
ángulo formado por el radio focal del punto de 
contacto y la recta paralela al eje focal, la cual 
también pasa por el punto de contacto. Esta 
propiedad es conocida como propiedad de re- 
flexión de la parábola. 


=> eje 
focal 
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Demostración 


Por la pendiente de la recta tangente Z. 


tanf = 20 > cota=20 
2p 2p 


> an= 22 (D 


X0 


» Recuerde 
A tan0+ tana 
tantO +) = tfand+tana 
lI-tanOtano 
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E tano + 2P 
> tan(0+a)=-“% xo 
YO P 1 tanol 2P 
Xo 
O 
Yo-P Yo-P Xp 
> 2 
tano 2112). MP1) 
op Xo (Yo - P) 
E 2 
tan 0(yo + p) = 4PY0—2PY0 +2p" 
X0 
2 
tan0 (y, + p) = PY +2P" 
X0 
2 
dls py PLOT 
X0 
tano = 22 0) 
X0 


Isualamos (DD) y (ID. 


tan8=tana 


Como 6, a e (0%; 909) 


8=0 


Lecru RA 


TATI PRFVDETI rre. 
a Ez As Y 
| 
Historia de las cónicas 
K 
Jo Menecmo (vivió sobre el 350 a. n. e.) descubrió las cónicas y fue el matemá- : 
) (262-190 a.n.e.), de Perga (antigua ciudad del Asia Menor). el primero en A 
lamente las curvas cónicas y encontrar la propiedad plana que las definía. Apo- á 
se podían clasificar en tres tipos, y les dio el nombre de elipses, ¡ 
: 
nen los llamados espejos elípticos, perabólicos o hiperbólicos, según la curva que gira. 


, la propiedad de reflexión se utiliza para los radares, las antenas de televisión.y 
. La propiedad análoga, que nos dice que un rayo que parte del foco se refleja Ñ 
Os faros de los automóviles concentren el haz en la dirección 

-rbólicos, la luz proveniente de uno de los focos se 
y ésta propiedad se utiliza en los grandes estadios para con- 


lao 


ás con ecuaciones. Este método es la llamada geometría analítica, en la cual, 
25% Sé pueden representar por ecuaciones de segundo grado con las variables ; 
9 Más sorprendente de la geometría analítica es que todas las ecuaciones de 


do e ina. 3 . pos 2) 
“9 En dos variables representan secciones cónicas, esto se lo debemos a Jan de i 


ua bo een Ol DEN 


A » As 7 : A 
! filósofo y matemático René Descartes (1596-1650) desarrolló un método para 


Ónicas son las curvas más importantes que la geometría ofrece a la física. 

'S hace más ion de reflexión son de gran utilidad en la óptica. Pero sin duda lo que 
stan elos al la física es el hecho de que las órbitas de los planetas alrededor 
a. ora es una A más aún, la trayectoria de cualquier cuerpo sometido a una ip 
Pl órbitas de los Pin El astrónomo alemán Johannes Kepler (1570-1630) descu a 
000 Pelo “aso de la oe a alrededor del Sol son elipses que tienen al Sol como uno y pe 
(lg. “PlUng) 20.250 era, la excentricidad es 0,017 y la de los demás planetas varían desde 
Vez e Más tarde el célebre matemático y físico inglés Isaac Newton 


Sa (Plutón). 
a de un cuerpo alrededor de una fuerza de tipo gravitatorio es 


5 Ñ 


mp» Mostré E r4ds 
% Una Cury 29 que la Órbit 


Ád “ ¡ n>. 
atado de Historia de las cónicas”. En <https://conicas.solomatematicas.con 


Problemas resueltos 


Problema 1 Resolución 


dci Grafica , 
Una parábola tiene como vértice V(4; -2) y la PRES 


ecuación de su recta directriz es %,:x-y+2=0. 
Determine el foco de la parábola. 


Resolución 
Graficamos. 


Por definición 
a(P; F)=d(P; 4%) 


2 

y a 

(-2) a 

Elevamos al cuadrado. 
2-32] (x+y +2 
2 +y2-6x-4y +13) +y*+4+2xy+HWy+4x 


Reducimos. 


Por definición . x2-2xy+y*-16x-12y+22=0 : 


MV=VF 
Problema 3 
(2,22 da 2) Una parábola tiene como directriz la de 
A S 12x+5y-60=0 y como foco el punto (2; ps 
Calcule la longitud de su lado recto Y las c09 
a 2+b SE 
5=4 a 2 denadas de su vértice. 
Resolución 
a bb Graficamos. 


F(a; b)=F(8; -6) 


Problema 2 


Determine la ecuación de la parábola que tiene 
por foco el punto F(3; 2) y cuya recta directriz 


está dada por la ecuación x+y+2=0. 
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PE 12v+5y-60=0 


Como 5 


m5 >" 


Entonces obtenemos 
1 y 6= 2x9) 
E Y: 

9 5x-12y+27=0 


Intersecando % a Zh obtenemos el punto 


: es) 
Ñ 13' 13 


Ahora, calculemos la longitud del lado recto. 
lo=d(F, 2) 


3p =5(6)+12(9) 60] 


e v5? 4122 


“ 4p=12 


Problema y 


A : 
rd Un puente con forma de arco 
barco a ve pes claro de 100 pies. La altura 
lá de lOpies Duc de 40 pies del centro 
¿Xo, - etermine la altura máxima del 


R 7 

ción 
! 
tamos, 


Psp 40 N50;0) X 
50 —y 


La ecuación de la curva es 
2 
x“=-4p(y-h) 


Evaluamos los pares ordenados de M y N. 
*  N(50;0) e x=-4p(y-h) 
> 50%-4p(0-h) 
2500=4ph (1) 


*  M(40; 10) € *=-4p(y-h) 
> 40%-4p(10-h) 
1600=-4p(10-h) (ID 


Dividimos (1) entre (ID. 
2500. 4ph 
1600  -4p(10-) 
25 h 


16 A-10 


250 
9 


. 


Problema 5 

Un puente colgante horizontal es soportado por 
pilares que sujetan el cable de suspensión que 
tiene forma de arco parabólico. Dichos pilares 
tienen una altura de 60 m y están separados 
una distancia de 500 m, quedando el punto 
más bajo del cable a una altura de 10 m sobre 
la superficie del puente. Determine la altura del 
cable en un punto situado a 100 m del centro 
del puente. 


Resolución 
Graficamos. 


VA 


A AC50; 50) 


A 


La ecuación de la curva es x?=4py. 
Evaluamos las coordenadas de A y B. 
+  B(100;h) e x?=4py 

> 100?=4ph (D 


+ A(250; 50) ex2=4py 
> 250%=4p(50) (ID 


Ahora dividimos (D) entre (ID. 


EN A 
250) 50 


4_R 
25 50 
h=8 


Por lo tanto, h+10=8+10=18 m. 


1 
lara 


Problema 6 

Las rectas tangentes en los puntos A y B de 
la parábola y?=4px se cortan en el punto 
M(2p; 3p). Calcule las coordenadas de A y B. 


A 


Resolución 
La ecuación de la recta tangente de la parábola 
y"=4px en el punto (xy; yo) es 


y y=2p(x+xp) 
En el punto M. 

M(2p; 3p) e yy =2p(x+xp) 
> 3pyo=2p(2p +x0) 


3Y0= 4p + 2x0 


3Y0 - Ap 
Xp = e ae 0 
Luego, 
(o; yo) e y"=4px 


> yo=PXo (1 


Reemplazamos (1) en (ID. 


3yo-4 


yo-6pyo+8p*=0 


(1. -4p)-2p)=0 


Finalmente, 

» parayo=29 > (2pY=4pxo 
Xx0=P 
-Alxo; Yo)J=A(D; 2) 


« parayo=4p => (4p)=4pxo 
Xo=4p 


- Blog; yo)=B(4p; 4p) 


rrODiGilla 

Si desde el punto (0; 2) se trazan 
tangentes a la parábola (y- 1'8sk- 
suma de las pendientes de dichas rec 
gentes. 


las rectas 
2), halle la 
tas tan: 


Via 4 o 
Resolucion 


Graficamos. 


Sea la recta tangente 
L: y =mx+n 


ce 


Como 


> 22m(0)+N 


sel 


Reemplazamos. 
Y y=mx+2 


(02) Ey=mMx+R 


Ahora reemplazamos en la ecuación de la pa- 


rábola. 


(y-1"=8(x-2) 
(mx+2-1)'=8(-2) 
(mx+1)?=8x-16 
mxt+2mx+1=8x-16 
mx +(2m-8)x+17=0 


Por condición de tangencia, 


4=0 


B4AC= 


0 


> (m-8*-4m(17)=0 
m'+m-2=0); (my; ma) 


Aplicamos Suma de raíces por Cardano. 


p m +mo = 


Problema g 
Sea la 
h “Suma d 
Darábo] olac 


lución 
e A 
Aa gráfica, 


Parábola y?= =8x 
delas coorde 
Cuya istanci 


y el punto A(6; 0). Halle 
nadas de los puntos de la 
la al punto A sea mínima. 


donde 


d(M; A)=V(a-6 +(b-0) 
d(M; A)=Va? -12a+36 + p? 


Como (a; b) e y"=8x 


> b?=8a 


Reemplazamos. 


d(M; A)=Va? -12a+36+8a 
d(M; A)=(a-2)? +32 


Para que la distancia sea mínima, 
a-2=0 
a=2 

> b?=16 
b=+4 


Así tenemos que 
MB; Ny MQ;-4) 
2+4+2-4=4 


Problema 9 


Enel gráfico, se muestra una parábola cuyo foco 
es el punto F y su vértice es el punto V, siendo 


4(QF)=9(PF). Halle sen (esc[5) 


Resolución 
En la gráfica 


Por definición de la parábola 

MOQ=0F 

2p +9Rcos B=9R 

9k(1-—cos fB)=2p 

96(2 sente b)> 2p 0) 
Análogamente, 

NP=FP 

2p +4Rcos a.=4R 

4R(l —cos 0.) =2p 

ar(2 sen 2.2). 2p (ID 


Igualamos (1) y (ID. 


| or|2sen? B)- an(250n? a) 
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Problema 10 


Determine el área de la región sombre d 
si F es el foco y V, el vértice de la paraba 


x2=4(y-1. 


Sea la gráfica 


Por propiedad de la cuerda focal, 


ml 0! : donde p=1. 
p 


Por semejanza de los triángulos AVo y ACB, 


Calculamos el área. 
_ABx CB 


2 
(42 +n)(m) 
y 2 
PERO 
a 2 
942 


S==- 


a 


> 


problema 11 ] 
gn el gráfico, S€ muestra una parábola donde 
el grafico, 


yyFson el vértice y el foco, respectivamente; 
además, AB es una cuerda focal de la parábo- 
1. en donde A(-3; -2) y B(12; 18). Determine 
pa coordenadas del foco. 


Resolución 


Sea la gráfica 


Por propi 
Pledad en] s 
[Oca] a parábola, 
$e Cumple que para una cuerda 


l 1 
-3+4>x12 -24- 
Pa Ia Ecco ds 


——— 


? 1 
F(0; 2) 


Problema 12 


Si una parábola tiene su vértice en la recta 
3x-2y-19=0; su foco, en la recta x+4y=0; y su 
directriz es la recta x-2=0; entonces halle su 
ecuación. 


Sea el vértice V(h; R). 
> F(h+p;k) a A(nh-p;k) 


Como V(h; k) e 3x-2y-19=0 


> 3h-2k-19=0 (D 
Como F(h+p; k) e x+4y=0 7 
> h+p+4k=0 

-p: =2 
Como A(h-p;k) ex e 


> h-p=2 


cuacio- 
Resolviendo el sistema formado por las e 


nes (D), (1D y (ID, se obtiene 
h=5; k=-2;p=3 


Luego, la ecuación de la parábola es 
(y-k)=4p(x—h) 
(y (2) =4(3)(x 5) 


(y+2)?=12(x-5) 


Problema 13 
El vértice de una parábola está en la recta 


y = o foco enla recta-2 Aa lylarecta 
4 14 7 


directriz es el eje Y. Determine la ecuación de 
la parábola. 


Resolución 
Sea la gráfica 


Del gráfico 
V(-4n; 3) a p=4n 
> V(-4; 3) A p=4 


La ecuación de la parábola es de la forma 
(y-RY=-ApLe—h) 
(y -3)% =-4(4)(x - (24) 


(y-3P=-16(x+4) 


Problema 14 

Determine la ecuación de la parábola cuya 
directriz es la recta x+5=0; su foco se en. 
cuentra en el primer cuadrante sobre la recta 
4x-3y-3=0 y su lado recto mide 12. 


Resolución 


Graficamos. 
n A 
4x-3y-3=0 
AE. AAN - A 
b ==. 
) X 
Y Y 


Según el dato, el lado recto mide 12. 
> 4p=12 
p=3 


Del gráfico, 
F(1; 1) e 4x-3y-3=0 
> 4(D)-3n-3=0 


n== 
3 


> V(-2n)= v(-2 2) 


3 


La ecuación de la parábola es de la forma 


W-RY=4p(x—h) 
Reemplazamos. 


(y - 3 = 4(3)(x - (2) 
(21 =12(x+2) 


9y?-108x-6y-215=0 


A — 


problema 15 

Se tiene Una circunferencia que pasa por 
e foco F y es tangente a la parábola y=x 
en los puntos 7, y Ta, Y además cumple que 


ma(r,F T,)-0 


Calcule cos[) + tan? 0+sec20 + exsec(30). 


Resolución 
Graficamos. 


Del gráfico, a=600 


Por la Propiedad r 


slap eflectora de la parábola 


Reemplazamos, 


M=cos[ 9 
A 


M= o 
Han 1207 sec240%+5ec(3609)-1 


M= 
0550 + tant600 secgoo, 1-1 


¿lema 16 
Q £ 
Dar, 
00; y 9% tiene 
me Pasa 


lag 
Sr 


X O vértice al pun- 
de 0). Una circunferencia 
oso de la pará 'ce y los extremos del 
Ey P=0 bola tiene por ecuación 
—Salcule D4E4F. 


o 


Resolución 
Graficamos. 


Del gráfico, d(F;, V) =p 
> 2=p 


Calculemos el lado recto (LR). 
LR=4p 
LR=4(2) 
LR=8 


Aplicamos Pitágoras. 
P=(r=2)+(4Y 
r=5 

> C(mk)=CE3; 0) 


Reemplazamos en la ecuación de la circunfe- 
rencia. 


GDA yn? 

Qc+3)%+y =(5) 

x+y+6x-16=0 
> D=6;E=0; F=-16 


D+E+F=-10 


Problema 17 

Determine la ecuación de la cuerda en la pará- 
bola x?=12y si pasa por el punto M2; 3) que 
es el punto medio de dicha cuerda. 
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Resolución 
Graficamos. 


Dado que los puntos (x;; y,) y (x»; Y2) pertene- 


cen a la parábola, se verificará que 


2=12y a» x=12y, 


Restamos. 
x3-4=12(y2-y1) 
(y +x1)b02-x1) = 12(y,-y1) 
Ja, A 
X9 =X] 12 


2+4 
12 


L 


Aplicamos coordenadas del punto medio. 


x +x 
A 2 > += 


Reemplazamos. 
m A > Mg= E 


Hallamos la ecuación de la recta. 
£. y-yy=mlx-xp) 
L: y-3= (1 +2) 


. L. x+3y-7=0 


Problema 18 


Dada la parábola y?=8x, halle la ecuación de 
la cuerda focal cuya longitud es cinco veces el 


lado recto. 


Resolución 
Sea la gráfica 


donde 
AB=5(LR) 


> AF+BF=5(8) 


x +2+x2+2=40 


Xx +x9=36 


La ecuación de la cuerda focal es de la forma 
y-0=m(x-2) 
y=mx-2m 


Reemplazamos en la ecuación de la parábola. 
y'=8x 
(mx-—21m)?=8x 
mex -4(m?+2)x+4m*=0 


Siendo sus raíces X; y X2 


—| -a(m? + 9)] 


> Xx +x= 


2 
36 Lim +2) 


Reemplazamos en la recta. 


y=m(x-2) 


. 1 
. y=i-(x-2 
y ¿A ) 


A 


problema 19 

Desde el punto A(5; 9) se nan trazado rectas 
tangentes a la parábola y?= =5x. Calcule la 
ecuación de la cuerda que une los puntos de 


contacto. 


Resolución 
Graficamos. 


La ecuación de la r 
de tangencia Ca y 
de la forma 


M=2p(x,+x) 
M= Ea +x) 


hd 
MS +x) 


ecta tangente en $ punto 
) de la parábola y=4px es 


Como 
(idem _5 
== (x, + x) 


3 9y_5 
(+5) 


5 
=18Y+25=0 


Sy Xi ] 
PY 5M-18y425=0 


mento 


Y) e 
"5 18y 4250 


Po O tan 
Que O, la 
Das cua 
Pegy a POr los 0s p Ec del lugar geométrico 


Y. 5 y.) y (xo; Ya) es la 
2520 


Problema 20 


Del gráfico, calcule las coordenadas del punto M. 


laca linear 
¿So GiUSIOnN 


En el gráfico 


Aplicamos rectas perpendiculares. 
Aus 
AAA 
Y 1Y22=X1X2 
yy ¿= 
(8x,)(8x,)=%0 
x¡x,=64 
Resolvemos el sistema. 
y=8x an y=mx+n 
> (mx+n)'=8x 
m2+(2mn-8)x+n2=0; Ly; x2) 


Por Cardano 


2 
Xx => 
1 n? 
2 
> n=-8m 


Reemplazamos en la recta. Problema 22 
y=mx+n 


si la ordenada del foco de la parábola 
y=mx-8m 


x2-nx-3y+n*=0 es 3, halle la suma de las co- 


ordenadas de los posibles vértices de la pará- 


Como (a; 0) e y=mx-8m bola. 


> 0=ma-8m 


am=8m Resolución 
aaa En la ecuación 
-- M(8; 0) X—nx=3y-n? 
2 2 
2 A O 
Problema 21 a 
Si el foco de la parábola y?-nx-2y+1=0 per- e 37 
tenece a la recta 2x+y-2=0, halle su recta (+2) = YT 
directriz. 
nY Mé 
Resolución (+2) -3(y-2) 
En la ecuación 
nn 
y”-2y+1=nx > V(hik)=V ra a 4p=3 
(y-D?=nx A 
> V(h;r)=V(0; 1D) A 4p=n A 
co 
P=4 


Las coordenadas del foco son 


, 274 4 
F+pso=r[0+2;1) 
Por dato 
Como F(%:1)e 2xsy-2=0 Pit 
4 4 
e 2 %)+0-2=0 pa 
n=2 a 
> _n_2 1 
aa (E 
o n=-3 > yv 24 _ 2 '4 
| La ecuación de la directriz es x=h- 
| : 2 3 z) 
q x=0--— . = E, == 74 
| 5 n=3 > (2,2) v(33 
pi 
2.442.402 


——— € 
Resolución 


problema 23 Graficamos. 


Un túnel en forma de arco parabólico vertical 
tiene una altura máxima de 10 m y sus puntos 
de apoyo en el suelo están separados 24 m. ¿A 
qué distancia del suelo se encuentra el foco? 


Resolución 
Graficamos. 
y La ecuación de la parábola es 
| 0:10) x =4py 
Hallemos el valor de p. 
E 15) € x=4py 
> (2) =4pas) 
La ecuación de la parábola es 625 = 60p 
x'=4p(y-10) _125 
48 
Hallemos el valor de p. p=2,60 m 
(2,0) e x*=4p(y-10) VF=2.60 m 
> (12'=4p(0-10) , 
M4=-40p Problema 25 
paió El agua fluye de un grifo horizontal que está a 
P=-36 25 m del piso describiendo una curva parabó- 
j lica con vértice en el grifo. Si a 21 m del piso 
Como Or el flujo del agua se ha alejado 10 m de la recta 
En +VF=0y vertical que pasa por el grifo, ¿a qué distancia 
0 *lpI=10 de esta recta vertical tocará el agua al suelo? 
on + é=10 
F=6,4 Resolución 
Graficamos., 
lo tanto ) 
elf ) 
OCO está 6,4 m arriba del suelo V(0: 25) 
ise 


onde o un f 


te] el fondo 
“Minos? 


aro parabólico de 
mM de Profundidad, ¿a qué 


ne 
n el faro habrá Que situar la 


—> 
v 
pas 
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La ecuación de la parábola es 
xa =4p(y-25) 


Como (10; 21) e %=4p(y-25) 
> (10)=4p(21-25) 


100=-16p 


25 
PS 


Como (d; 0) e x?=4p(y-25) 
> d*=4p(0-25) 
d? = (jes) 
4 
d?=625 
d=25 


Problema 26 


Dada una circunferencia y una recta tangente a 
dicha circunferencia, Halle el lugar geométrico 
del centro de la circunferencia menor, la cual es 
tangente a la recta y a la circunferencia mayor. 


Resolución 
Graficamos. 


Aplicamos teorema de Pitágoras. 
(R+yY =P +(R-yy 
R42Ry+y =x0+R?2Ry 4 y? 
2Ry=x"-2Ry 
x"=4Ry 


Por lo tanto, el lugar geométrico es Una parábola. 


y 
Problema 27 


Halle la ecuación del lugar geométrico de un 
punto que se mueve de tal manera que su dis. 
tancia a la recta £. x+3=0 es siempre dos uni- 
dades mayor que su distancia al punto A(1; 1). 


Resolución 
Graficamos. 


NS 


Y 


De la condición del problema. 
d(P; AJ=d(P; P)+2 


> JD + (y-1% =lx -(3)]+2 
(-D + (y-0 =lx+31+2 


Evaluamos las dos posibilidades para Y. 


e. x>-3 > |x+3|]=x+3 


Reemplazamos. 
(x-1? +(y-1) =x+3+2 
(xD 0-02 (+5 
2-24 14y2-2y+1=x2+10x+25 


Operamos. 
y?-2y-12x-23=0 
+ x<-3 > |x+3]=-x-3 
Reemplazamos. 
(+ (y =-x-3+2 


Es 
TS ÓN 


—Ñ 


pr — 


* | y<l > |y-1|=-y+1 


Operamos 
Pay axtl sd Reemplazamos. 
AAA 
Por lo tanto, la ecuación pedida es 3 sd =3 e 
2_9y-12x-23=0 v y”-2y-4x+1=0 x+y"=(4-y) 
j x+y%=16-8y+y? 
Problema 98 dies 
Halle la ecuación del lugar geométrico del x“+8y-16=0 


centro de una circunferencia que es siempre 

tangente a la recta 2: y-1=0 y a la circunfe- 
: 2 

rencia +y"=9, 


Por lo tanto, la ecuación pedida es 
x-4y-4=0 v x2+8y-16=0 


Problema 29 


Calcule la longitud del lado recto de la parábo- 
la de vértice V(0; 1) si AM=MB. 


Resolución 
Sea la gráfica, 


Resolución 
En la gráfica 


donde 
OP=07T4 TP 
2 
+ y? =3+|y-1 
Valua 
, o dos posibilidades para y. 
y-1 |=y-] 
A emplazamos. Los triángulos AON y NRB son congruentes. 
2 — 
PE > OA=3 rn ON=4 
=3+y-] 
y Como AM=MB, se cumple que 
2 
Peramos EEE 22 
ay =4=0 La ecuación de la parábola es 


(x-Hm)?=4ply-k) E 
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Como V(h; k)=V(0; 1) La ecuación de la recta es 
> (x-0?=4p(y-D L. y =mx+n 
*=4p(y-0) L. y =tan37%x+n 
== 
i 4 
Del gráfico L: 3x-4y+4n=0 (+) 
E 2) ex2=4p(y-1) Aplicamos distancia de un punto a una recta. 
22 d(M; L)=3 
a 7 
$ (3) =4p[2-1) a 1865) 48) +4n] _, 
dc 8 (+ Cay 
a »(3) [4n+3]=15 
ap 2 4n+3=-15 v 4n+3=15 
P=10 9 


n=-== v n=3 
2 


Problema 30 Reemplazamos en (*). 
Halle la ecuación de la recta £ que es la di- . n= - > 3x-4y-18=0 
rectriz de la parábola, siendo F' su fo v, 

ie oy HS, n=3 5 3x-4y+12=0 


Por lo tanto, la ecuación de la recta es 
3x-4y-18=0 v 3x-4y+12=0 


Problema 31 

de ecuación 
el punto C. 
pondiente 


Las rectas tangentes a la parábola 
y=x? en los puntos A y B se cortan en 
La mediana del triángulo ABC corres A 
al vértice C tiene longitud m. Determine el área 
del triángulo ABC en términos de m. 


Resolución Resolución 
En la gráfica Graficamos. 


Blb; pb?) 


pa 


a +b. p! 
ceo) 
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nte que pasa por Ala; a 2 es 


La recta tange pa 
[y ¿46 «y=20xX- sl 
do. 
- Blb; pb?) es 
La recta tangente QUe pasa po! s x 
Po: y=2x-b* (ID 


intersecando (1) y (11), obtenemos 


a ab) 


Como AM=MB, se cumple que 


la+b ac+b? 
M——; 
L 2 2 


Por dato, MC=m 


También se observa que 


a+b 
Po 


Problema 32 


Halle la ecuación del diámetro de la parábola 
y“=16x para un sistema de cuerdas paralelas 
de pendiente 2, 


Resolución 

El diámetro de una parábola es una recta for- 
mada por los puntos medios de un sistema de 
cuerdas paralelas. 


La familia de cuerdas paralelas está represen- 
tada por la ecuación 

y=mx+n 

y=2x+n 

y pa 

Y 2 
Reemplazamos en la ecuación de la parábola. 

y=16x 


2 y=n 
P=10 (21) 
E 


y”-8y+8n=0; Li yo) 


Por Cardano, la suma de raíces es 
y¡+y2=8 
Como AP=PB 


Y 
2 


=> 


Reemplazamos. 


27 
y=4 

Por lo tanto, la ecuación del diámetro es 
L.y-4=0 
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A ——_—_——— 


Problema 33 

Halle el lugar geométrico de los puntos medios 
de un haz de cuerdas que pasan por N(8; 0) de 
la parábola y*=8x. 


Resolución 
Graficamos. 


Como AP=PB 
Dr, y 
2 
Ñ (x;; y1) e y?=8x 
> yi=8x, 0) 
E (xy; ya) e y?=8x | 
> y¿=8x, (ID 


Restamos (1) y (ID. 
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yi-y¿=8Í(x, =xp) 
b +y)l -y3)= 8l(x 1 -xp) 


El BA. 
X= Xo 


Por lo tanto, el lugar geométrico es una parábola. 


Problema 34 
Una parábola pasa por A(-2; 4) y B(8; -1); ade. 
más, su directriz es 4%. y+6=0. Halle su foco 


Resolución 

La ecuación de la parábola es 
(<-M*=4pQ=k) 

y su foco, F(x; y). 


Por definición de parábola 
d(A; F)=d(4; L) 

> +2? + (y-4y =]4-(-6)] 
(G+2D+(y-0%(10? 
x2+4x+4+y?-8y+16=100 
x2+y?+4x-8y-80=0 (MD 


Análogamente, 
d(B; F)=a(B; 2) 

> (A o 
(8) + (y+ 15 
x2-16x+64+y*+2y+1=25 
+ y?-16x+2y+40=0 (1D 


Resolviendo el sistema de ecuaciones (D) Y (1 


obtenemos 
F(x; y)=F(4; -4) v F(%; y)=F(8; 4) 


Problema 35 

Una parábola pasa por A(4; 
además, su tangente en Ves la rec 
Calcule su ecuación. 


9) y BE2 2 
ta D yr 


Resolución 
La ecuación de la parábola es 
(x-m)?=4p(y-k) 


donde V(h; k) e y+4=0 
> k+4=0 
k=-4 


(4;-2) € (1 =4p0 +0) 


Como 


; pap2+0 o 
(1-1 '=8p 
Como (=2; 4) € (x-n=4p(y+) 
> (2-1 4p (+0) 
(0+1)=32p am 


Dividimos (1) y (1D). 


4-nF _ Sp 
(2h? 32p 


16-8h+h? 1 


4+4h+h? 4 


h?-12h+20=0 
(h-2)(R-10)=0 


Bvaluamos los posibles valores para h, 
' Parah=2 > (4-2)'=8p 
l 


53 


Reemplazamos e 
bola, 


Fa 3)0+1) 


244) 


N la ecuación de la pará- 


Parah=10 Ñ 
K > (1-10)=8p 
le 


“emp 
AZamos i 
bola en la £cuación de la pará- 


%lo anto 


Cuaciá 
dio “ón de la Parábola es 


+4) 


se G=10=18(y44) 


Problema 36 


Halle el ángulo agudo de intersección de la cir- 
cunferencia x%4y?25 y la parábola -4y-4=0 
en su punto de corte perteneciente al primer 
cuadrante, 


Resolución 

Resolvemos el sistema. 
X4y=5 a dy 4=0 

> A(4; 3) y B4; 3) 


La ecuación de la tangente a la parábola que 
pasa por A(4; 3) es 

y-3=m(x-4) 

y=mx+3-4m 


Reemplazamos en la parábola. 
x-4y-4=0 
x"-4(mx+3-4m)-4=0 
x*-4mx+ 16(m-1)=0 


Por condición de tangencia 
A=0 
E4mY-4MI16(m-1)]=0 
né-4m+4=0 
(m-2)=0 

> m=2 


Análogamente, la ecuación de la tangente a 
Una circunferencia en un punto P(x;; y,) es 
Xx x+y yy=P? 
Reemplazamos (xy; y,)=(4;3) a r=5 
4x+3y=25 
4x+3y-25=0 


> dea 


Finalmente, aplicamos ángulo entre dos rectas. 


tan8=2 
O9=arctan(2) 


Problema 37 
Si L(9; 3) y REl; -5) son los extremos del 
lado recto, calcule la ecuación de la directriz. 


Resolución 
Graficamos. 


donde 
A (22,53) 
“2 12”*32 
> F(5;-1) 
Luego, 
d(L; R)=4p 
> d+ + (5-3) =4p 
8/2 =4p 
p=2W/2 
La ecuación de la recta que pasa por los pun- 
| tosLyRes 
| 5-3 
-3= 
y 9 +9) 
x+y+6=0 


| Por rectas paralelas, la ecuación de la directriz 
es 


| Lp: x+y+n =0 4 6) 
| Luego, 


a(F; Z,)=2p 
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In-6|=8 
n-6=-8 v n-6=-8 
n=-2 n=14 


Finalmente, reemplazamos en (*%); por lo tan. 
to, la ecuación de la directriz es 
Ly: x+y+14=0 v Lp: x+y-2=0 


Problema 38 
Dado el segmento AB, de extremos A(3; -2) y 
B(7; 1D), y la parábola x2+2x-8y+17=0. Halle 
sobre la parábola un punto T tal que unido a 
A y B determinan un triángulo cuya área es mí- 


nima. 


Para que el área del triángulo sea mínima, es 
necesario que el punto 7 sea tal que la recta 
tangente Z sea paralela al segmento AB, €s 


decir 
1-2) _ 


Mag = My = 


7-3 


Graficamos. 


te. 
0. a tangen 
Consideramos la ecuación de la rect 
a 
L: y =>x+n 
4 cds 


| 
Reemplazamos este resultado en * 


de la parábola. 


e r2o(Ecen)ei7=0 


—— 


AA 
p_ 
Operamos Y reducimos. * (Xy,) € Y =4px 
y -tr+(17-8n)=0 > y¿=4pxy (19) 


ición de tangencia, 
Por condició Restamos (1) y (ID. 


350 
¿ 2_ 2_J 
B4AC=0 Yi —-Y2=4p(*¡-xp) 
> EY -4(D07-8n)=0 d1+Y2)01-y2)=4p(x;-xp) 
13 
n= AY. 4 
o XX Yi+Y2 
> AA 
m= 2 
Para obtener el punto 7, resolvemos el sistema Y1+Y2 
de ecuaciones 
X+2x-8y+17=0 La ecuación de la cuerda es 
922,1 L. y y =m(x-x;) 
4 8 
' 4p 
. '4 CP: yy = = 
A lay =T (35) Ly Y YY (x-x1) 


Como M(x; 0) e E 


Del gráfico | 
a , Calcule la abscisa del t E 
minos de X yx di + : (xx) 
E Y1+Y 
, YY Y =4px—4px, 


iy 1Y9=4px y 1 
Y 1Y2=4px | 


Elevamos al cuadrado. 
yiy2a=16pé 
(4px,)(4px2)=16p"* 


16p*x,x,=16p 


AAA 


Reemplazamos (Xy; Y¡) A (%2 yo) en la parábe 


Problema 40 : 
y“=4px y resulta 
Del gráfico, calcule las coordenadas del punto M 24 
e = X 
en términos de las componentes de los puntos de PX 
e y¿=4px, 


de tangencia Á y B. 
e 
? 2] Restamos. 


yi-y3=4p(%1-x) 
0 +Y9)(V1-Y2)=4p(%1-x») 


> AT 2p (X1 -X2) (1 
2 Y1 7 Y2 


Igualamos (D y (1D. 


y=4pA 3 MEE 
2 


Reemplazamos en la recta tangente. 


Las ecuaciones de las rectas tangentes a la pa- by=2p(ee) 
rábola y?=4px son Yi 20% 
Ap =2p (ata) 


e Li yyi=2p(x+x,) 


Ñ Lo: y Y2=2p(X+X2) y +y¡Y2=4ap +4px; 


2 2 
y¡+y¡y2=4ap+ 
Reemplazamos (x; y) =(a; b). o ds 
myo=4pa 
e ai yy =3p 
2 by,=2p(a+x)) 


yiy¿=16p"a” 
(4px,)(4px>)=1 6p?a? 


Restamos. 2 
X¡Xx9=0 
b(y¡-Yy2)=2p(X¡-x2) Ea. pere 
= y X1%2 
2p(x1 - X2) 
b= A + 
YY (D . m( Jn 222) 
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.n— 


Test 


ola de vértice (hi; R) tiene por 


/, Una parábi a 
ecuación y*+6x+8y+1=0. Halle el valor de 
2h-k. 

A) 9 B 8 O 6 
D) 7 E) 10 


?. Se quiere construir un espejo parabólico de 
35 cm de profundidad en el centro y el diá- 
metro de la boca (parte superior) de 66 cm. 
¿Cuál será la longitud del lado recto? 


A) 32,10 cm 
B) 30,10 cm 
) 35 cm 
) 30 cm 
E) 31,12 cm 


[=p 


, Halle la ecuación de la recta tangente a la 
Parábola y"=9x en el punto (193). 


A 3x-2y+1=0 
B) x+y-4=0 
O) 2x4y-5=0 
D) 3X-2y+3=0 
E) X=2y+5=() 
4, Dada la 
ecuació Bos 
como. “ción de una cónica definida 
d Y =8x+10y+17=0 H 11 .. 
€la recta directriz - Halle la ecuación 
A. 
Dra  BDxs4 “o y-3 
E E) x=-6 
¡ 
Tecta 
k Pardola sI Ó=O es la directriz de 
4 A dicha ea % Punto más cercano de 
de uta es (4 4), cal ¡ 
Ulado recto » Calcule la longi- 
A 
1 0 es 
E) 6,2 


Do 


b 


La directriz que le corresponde al foco 
El; 1) de una cónica de excentricidad uni- 
taria es la recta y +4=0. Calcule la ecuación 
de dicha cónica. 


A) x?%+2x-10y-14=0 
B) x?+2x-10y-7=0 
C) x2+2x-5y-14=0 
D) 1%+2x+5y+7=0 

E) x2+2x+10y+6=0 


Dados dos puntos M(2; 4) y N(4; -2), halle 
la ecuación del lugar geométrico del punto 
P(x; y), tal que las pendientes PM y PN se 


diferencien en uno. 


A) x?=-3(y-6) 

B) x?=y-6 

O) 12=3(y-6) 

D) x?=-2(y-6) 

E) x*=2(y-6) 

Determine la ecuación de la recta tangente 


a la parábola y=-2x"+4x si se sabe que la 
recta tangente es paralela a la recta x-y=0. 


l 
A) y=x +3 
B) y=x+2 


E 
C) PERE 


3 
=Xx+- 
D) y=x ñ 


E) y=x+6 


Pon 


9, 


nad, 
cn 


sumo 
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Determine la ecuación del lugar geomé- 
trico de los puntos cuya distancia al punto 
fijo (2; 3) sea igual a su distancia a la recta 


x+6=0. 


A) y?-8x-6y-21=0 
B) y?-6x-5y-16=0 
C) y?-8x-6y-23=0 
D) y?-6x-3y-9=0 
E) y?-8x-6y-19=0 


10. Siy?=ax+by+c es la ecuación de la parábo- 
la cuyo vértice y foco son, respectivamente, 
VE4; 3) y FEl; 3), A 

4 2 3 
A) 20 B) 18 C) 14 
D) 16 E) 22 
, La recta x+3y+5=0 es paralela a la recta 
directriz de una parábola cuyo foco está 
ubicado en (2; -3). Determine la ecuación 
de la recta que contiene al foco y vértice de 
la referida parábola. 
A) 2x-y-6=0 
B) 3x-y-3=0 
C) 2x+y-1=0 
D) 3x-y-9=0 
E) x+y-6=0 
. Si (a; b) y (m; n) son los puntos de inter- 


sección de las parábolas y=4x* a x=2y?, 
calcule el valor de b9+n?, 


12, Una cuerda de la parábola y"=6x es un seg- 


mento de la recta x-3y+12=0. Calcule la 
longitud del segmento. 


A) 3410 B) 845 O 4 
D) 542 E) 6410 


. Determine la ecuación de la parábola 


vertical que pasa por los puntos (1; 0) y 
(9; 0) si la recta y-16=0 es tangente a 
dicha parábola. 


A) y=-(—-49+16 
B) y=-(x-5)?+16 
O) y=-(x-39)+16 
D) y=-(x-D*+16 
E) y=-(x-6)?+16 


15. Calcule la longitud de la cuerda focal de la 


parábola x?+8y=0 que es paralela a Janes 


ta 3x+4y-7=0. 


9 
A) 10 B) 5 q 
95 
15 El $ 

D sai 

) > 2 

13 

14 7 

15% 


Problemas propuestos 


Nivel básico 


Determine la ecuación de la parábola que 
l y . € . ho a 
tiene como vértice (2; 6) y extremos del 


lado recto (6; 8) y (2; 8). 


A) (1-2=-8(-6) 
B) (1-2 =8(y-6) 
0) (1-2=12(y-6) 
D) (x-2)?=-12(y-6) 
E) (1-2)'=4(y-6) 


.. Dada la ecuación de una cónica definida 
comox”-16y-12x-+4=0, halle la suma de las 


coordenadas de los extremos del lado recto. 


A 10 B) 12 0) 14 
0) 16 E) 18 


* Se tiene una parábola cuya directriz es la 
ss 
“la y=1 y tiene por foco el punto (3; 7). 


Si A 
E la ecuación de dicha parábola es 
*Dr+y +57=0, cale 


ule D+E. 
A) - 
o E eb eJed 
E) 12 
4 
E Deter : 
E p Scuación de la parábola de 
+0; y ' o CUYO eje está en la recta 
que pasa por el punto (3; -3). 
) 
6 MD: y 
, e O 
) a y 
E) Ven 4 ) 
o 


Halle la ecuación de una parábola de eje 
horizontal y que pasa por los puntos (3; 3), 
(6; 5) y (6; -3). 


A) y?+4x-2y-15=0 
B) y?-4x+2y-3=0 
0) y?+2y+4x-27=0 
D) y?-2y-4x+9=0 
E) y?+2y-4x+3=0 


Sea la parábola de ecuación “+mxny+=0. 
Si su eje de simetría es x=3, su recta di- 
rectriz es y=0, y pasa por el punto P(7; 4), 
calcule m+n +1. 


A) 10 B) 11 Cd) 12 
D) 13 E) 14 


Determine la ecuación de la parábola de 
directriz y+2=0, que pasa por los puntos 
A(O; 2) y B(8; 2). 


A) x?-8x-8y+16=0 
B) x*-4x+12y-4=0 
C) x*+8x-8y-4=0 
D) x?-8x+8y-16=0 
E) x12-8x+8y+16=0 


Un puente colgante parabólico tiene una 
profundidad de 0,5m en el centro y una 
longitud de 10 m. Calcule la distancia desde 


su vértice a su foco. 


A) 0,5m B) 4,5m C) 6,5m 
D) 12,5m E) pa 
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Halle el valor de n de tal manera que el 
vértice de la parábola y?-6y-2x-n=0 per- 


tenezca a la recta 2: x+2y-3=0. 


A) -2 B 3 C) -1 
D) 2 E) -3 


10. Calcule la ecuación de la parábola con eje 


paralelo al eje X y que pasa por 
3 =5 

=:9 1,1 —;1 0; 11). 

9) EaJye on 


A) y*+16x-14y+33=0 
B) y?+16x-14y+31=0 
C) y?-16x+14y+32=0 
D) y?+16x+14y-30=0 
E) y?-16x-12y-5=0 


4. Calcule la ecuación de la parábola con eje 


paralelo al eje Y y que pasa por los puntos 
(10,42; y 4:53) 


A) x?-2x-y+1=0 
B) x2-2x-y+2=0 
O) x*-x-y+3=0 
D) x?-x+y-4=0 
E) x12-x+y-2=0 


2. Halle la longitud del radio vector del punto 


cuya ordenada es igual a 6, y pertenece a la 
parábola y?-9x=0. 


15 16 25 
A) = bl 
) 3 B) o) == 
15 22 
D) — 
1 DS 


15, Las dos torres 


=== 


:. Calcule la ecuación de la parábola de foco 


F(1; 1) y directriz 2: x+y-5=0, 


A) x2-2xy+y?+14x+6y-23=0 
B) x?-2xy+y*+14x+6y-20=0 
0) x?-2xy+y*+14x+6y+15=0 
D) 12-2xy+y?+14x+6y+19=0 
E) 12-2xy+y?+14x+6y-21=0 


Una carretera atraviesa un cerro a través 
de un túnel con forma de arco parabóli- 
co, que tiene 4 m de claro y 6 m de altura. 
¿Cuál es la altura máxima que puede tener 
un vehículo de transporte de 2 m de ancho 
para pasar sin atorarse dentro del túnel? 


A) 25m B) 45m 0) 3,8 m 
D) 19m E) 2m 


Una antena parabólica tiene 16 m de an- 
cho a una distancia de 6m del vértice. 
¿Qué ancho tiene la antena a la altura del 


foco? 
31 25 2, 
9 
16 -m 
di ie 


de suspensión de UN p se 

sí 300 m y se Y 
a de la calzada. Al 
arábola 


te colgante distan entre 
tienden 80 m por encim 
el cable que tiene forma de una P el 
es tangente a la calzada en el ae dl 
puente, determine la altura del Pe 
encima de la pista a 50 M del cen!! 
puente. 

A 715m B)880m a cal 
D) 8,88 m 


a 


talle la ecuación de la circunferencia que 
Halle k k 
pasa por 


del lado recto de la parábola x*-4y=0. 


el vértice y los puntos extremos 


y e -6y=0 
y) dy -7y=0 
0) Aey+5y=0 
D) +y?-5y=0 


E) d+y+by=0 


Dada una parábola, ¿cuál es la suma de las 
pendientes de las rectas tangentes en los 
extremos de su lado recto? 


2 B) 1 O 4 
D) 0 E) 3 


Sea la parábola x=12y. Se tiene una rec- 
la Z de pendiente positiva que contiene a 
la cuerda foca] MN. Si las distancias de los 


Puntos M y N hacia la directriz están en la 
relación de 9 a 16, d 
de £ 


etermine la ecuación 
A) 1x-24y+72=0 

4xTy+21=0 

3X-4y+12=0 

L-3y+9=0 

3x=y+3=0 


Halle z 
el ángul E 
la 'ecta y Sulo agudo de intersección de 


Punto o => y la parábola y'=2x en el 
r : 
Madrante. * que se ubica en el primer 


A) al 4 


B) áTctan (5) 


C) arctan[) 
2 


D) arctan( 7) 


y 
E) arctan(3) 


Determine la ecuación de la parábola con 
eje focal paralelo al eje de abscisas, foco 
en el punto (2; 3) y cuyo vértice se ubica 
en la recta 2: 5x-2y-4=0. 


A) y*-6y+16x-23=0 
B) y?-6y-16x-21=0 
C) y?+6y-8x-23=0 
D) y*+6y+8x-13=0 
E) y?-6y-8x-21=0 


22. Dada la parábola 4. Si la distancia entre 


su foco y su vértice es de 6 m, calcule la 
distancia entre su foco y el punto de inter- 
sección de la recta tangente a 4 enunex- 
tremo de su lado recto y su eje focal. 


A 6m B) 9m C) 12m 
D) 15m E) 18m 


2%, Halle la ecuación de la parábola cuyo eje 


de simetría es paralelo al eje Y, su vértice 
pertenece al eje X, y que contiene los pun- 
tos A(2; 3) y BI; 12). 


A) (x-5) =3y v (1) =3y 
B) (x-5) =2y v («5 =3y 
0) (x-2) =4y y (x-2) =3y 
D) (x +5)” =3y v (c+) =3Y 
E) (x+2)' =2y y (era = y 
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24, 


Nivel intermedio 
Halle la ecuación de la cónica con foco 
(0; 0), directriz x+2y+2=0 y excentricidad 
e=1l. 


A) y?-4xy+4x?-4x-8y-4=0 
B) y?+4xy-4x%+y=0 

0) y?-2xy+4x?-2x+y-1=0 
D) y?+xy+2x?+4x-y+1=0 
E) y?-xy-x?-3x+y=0 


25. La recta tangente de pendiente —1 a la pa- 


el, 


rábola y?=8x forma con los ejes coorde- 
nados un triángulo. Halle el área de dicho 
triángulo, 


D) 4 


U. Determine la ecuación de la parábola ver- 


tical que pasa por los puntos (0; 0) y (4; 0). 
Considere que la recta y-6=0 es tangente 
a dicha parábola. 


A) y=-x?+4x 
B) y=3x?-4x 
C) y=-2x%+8x 
D) y=x?-16 
E) y=-3x*+1 


El foco de una parábola es F(5; 2) y la ecua- 
ción de su directriz es x+y-5=0. Calcule 
las coordenadas del vértice de la parábola. 


A (4D B) (3: 2) 


. Determine la ecuación de la recta tan- 


ente a ió 
gs la parábola cuya ecuación es 


Y "-2x+2y+3=0; y que es perpendicular a 
la recta 2x+y+7=0. 


A) x+2y+1=0 
B) x-2y-1=0 
C) x+2y-1=0 
D) x+y-1=0 

E) 2x-4y+1=0 


2, Determine la ecuación de la circunferen- 


cia que tiene por diámetro el lado recto de 
la parábola y*=16x. 


A) x?+y?-8x-48=0 
B) x7+y?+8x-48=0 
C) x?+y2-8x-2y=0 
D) x?+y%+8x-2y=0 
E) x?4y?— 8x+2y=0 


Dada la parábola y*=4(x-2) de vértice V y 
foco F, se toma un punto P de ella, de abs- 
cisa 6. Calcule la tangente del ángulo bajo 
el cual se divisa VF desde P. 


1 1 1 
AN B) + C) 
) )7 4 
1 
1 E) 
D) — 
) 3 2 


Si V es el vértice y F, el foco de la P arábola; 


calcule las coordenadas del punto N. 


A) (13; 20) 
D)_ (16; 20) 


Vesel vértice y F, el foco de la parábola; 
y siVes 


halle el área de la región sombreada. 
NA 


p AH 
Y Y l 


y 
/ 


/ 
1 
/ 


A) 14 B) 15 G 1 
D) 16 E) 10 


-- SIABCD es un cuadrado y F(p; 0), el foco 


de la parábola; halle el lado del cuadrado 
en términos de p. 


de 


Ys 
Pes elfoco ye 


lej 
: JeX, larecta directriz dela 


Aráb 
ola, Calcule Aj 


2 


o 


7 1 7 
AY yl de 
> ) 3 o 

6 2 
m2 2 
) 3 5 


35. Si V es el vértice y F, el foco de la parábola; 


halle la ecuación de la parábola. 


C) y?=8x 
E) y?=10x 


A) y?=5x B) y?=9x 


D) y?=12x 


36. Si F es el foco y £, la recta directriz; calcule 


la medida del ángulo 6. 


A) 1209 B) 602 C) 30* 
D) 909 E) 452 
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37. En el gráfico, se muestra la sección de un 
pozo que tiene forma parabólica. ¿A qué 
profundidad estará el nivel del agua? 


' my 2 Y 
B) (x+v43 == 1) 
A) 10 B) 12 0) 9 a UNE 
2 4 7 
D) 1 E) 8 O le 137 =¿(p-2) 
E 3 
30. Si AOB es un cuadrante, halle la ecuación D) (x+ BY =6(y-3) 
de la parábola; donde V es el vértice; F, el 
foco y el eje X, la recta directriz. E) (x+ 3” =(9-) 
2 3 


Si la ecuación de la circunferencia es 
x2+y?=4y, calcule la ecuación de la pará- 
bola de vértice V y foco F. 


A 


A) (x-3)'=6(y-2) 
B) (x-3)'=8(y-2) 
O (x-3=4(y-2) 
D) («-3)'=2(y-2) 


2 
E) (r-3=5(y-9) » o 
B) x“=-6(y-4) 
39. . : es el baricentro del triángulo ABC, ha- c) =-2y-9) 
a a ecuación de la parábola, donde G es D) x*=-8(y-4) 
U vértice y su recta directriz es LBy-2=0 E) x2=-3(y-4) 
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Nivel avanzado 


ecuación de la parábola 


1 Sea la m 
la ecuación de la recta 


y gyox+d=0 y 
v-y+k=0, además; sea el punto P(Xo; Yo) 
que pertenece a la parábola y a la recta. 


Calcule 2yy= 4x0. 


Cc) 5 
E) -4 


n3 B) 4 


D -1 
12, Desde el punto P(=1; 1) se trazan las rectas 
tangentes a la parábola y =8x en los pun- 


tos M y N. Calcule la tangente del ángulo 
MPN, 


B) 2 C) -2 


E) -3 


Halle la ecuación de la parábola de p<0 


E eje focal es el eje Y, su vértice es 
. 2), Su foco es un punto de la circunfe- 
"cla de radio 5 y centro en (4; D. 


A) ye l6y=0 
:) *+16y-1=0 


O y? 
) * +16y-32=0 


D) y2 
) A =16y+5=0 


+20 


Dad 
ala Pará 
rábol 
ler e a de e .. 2 
Mine la ecuació Huación y*=2Dx, de- 


uno Pg; Ey e Cuerda que pasa 
ita. ' 5), el cual la divide por 


45. Los cables de un puente colgante tienen 


forma parabólica. Las torres que soportan 
los cables están separadas 250 m entre sí y 
tienen 50 m de altura. Si los cables tocan la 
superficie de rodamiento a la mitad de la 
distancia entre las torres, ¿cuál será la al- 


tura del cable en un punto situado a e m 


de una de las torres? 


C) 15m 
E) 25m 


A 75m 
D) 20m 


B) 125m 


La gráfica de la siguiente función está con- 
formada por la gráfica de dos parábolas 


0,51? -3,5x+14six<6 


fhoa= 
ds 23x — x? -104 si x > 6 


siendo F, y F,los focos; y V, y Vo, los vértices 
respectivos de la gráfica de las dos parábo- 
las. Calcule el área de la región formada por 
las regiones triangulares F,V,/ y F¿Va! si I es 
el punto de la función de abscisa 6. 


C) 1,25 
E) 1,3125 


A) 1,15 B) 1,20 


D) 1,50 


7. Del gráfico, determine la ecuación de la cir- 


cunferencia si F es el foco de la parábola. 


A (-N%0-7'=25 
B) (x-3)+(y-9?=25 
O (==) 25 
D) (x-3%+(-4=16 
E) (--7%(-3)=16 


48. Si V es el vértice y F, el foco de la parábola 


y?= 16x; calcule la ecuación de la recta 2. 


A) 2x-y-3=0 
B) 3x-y-2=0 
C) 3x-y-1=0 
D) 2x-y-6=0 
E) 4x-y-5=0 


10. Halle la ecuación de la recta 2 si se sabe 
que es la directriz de la parábola de foco F 


y vértice V. 
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A) 4x+3y+9=0 
B) 4x+3y+5=0 
O) 4x+3y+8=0 
D) 4x+3y-9=0 
E) 4x+3y-7=0 


Halle la ecuación del lugar geométrico de 
los puntos medios de las cuerdas focales 
de la parábola y?=7x. 


A) 8y?-26x+49=0 
B) 8y?-28x+49=0 
C) 6y?-28x+49=0 
D) 5y?-26x+49=0 
E) 9y?-25x+49=0 


Capítulo 


Elípse 


AS >< 
Erick Alex Lira Salazar 


CAPÍTULO XVI 


ELIPSE 


tones y propiedades de una elipse. 


mes que tiene la elipse en la vida cotidiana. 


Introducción 


El estudio de la elipse se desarrolló luego de las postulaciones hechas por el astrónomo polaco 
Neolás Copérnico (1473-1543) en su obra Revoluciones de las esferas celestes (1543), acerca de 
Me lodos los planetas giraban en órbitas circulares alrededor del Sol. Aunque muchas de estas 
ec A Copérnico no eran válidas, la controversia provocada por su teoría ii 
observados A e astrónomos a buscar un modelo matemático que explicara los movimientos 
Kepler (1573 den Planetas y el Sel El primero en hallarlo fue el astrónomo slemán Johannes 
con el So] ubicad ). Kepler descubrió que los planetas giran alrededor del sel en órbita elíptica, 
el Movimiento de en su centro, sino en uno de los focos. El uso le las elpses Daya explicar 
realizado en E planetas es tan solo una de las diversas y atractivas aplicaciones que se 
estudio de los movimientos planetarios. 


Ene 
ul ] 
“na Mejo % NOS Ocuparemos de estudiar la segunda cónica denominada elipse. Para tener 
Sun re ió "2 . Lo . 
Para fortale prensión de este tema, nos apoyaremos de fórmulas y teoremas; asimismo, 


ce ¡ 
he Festos Conocimientos, 
1 


“ones q se presentarán ejemplos, gráficos, aplicaciones y resolu- 


Oble 
Mas que se desarrollarán a lo largo de este apartado. 
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1» DEFINICIÓN - DiD»: diámetro; cuerda que pasa por 
Se llama elipse al lugar geométrico de los pun- centro de la elipse Ñ 
tos P del plano, cuya suma de sus distancias a - PFi0PF3: radio focal: segmento 

¿ 4 ñ > ue 
dos puntos fijos F, y F, de ese plano es igual un foco con un punto de la elipse e 
a una constante. Es decir, P es un punto de la llamado radio vector 


elipse si y solo si 
7 z A 3» RELACIONES FUNDAMENTALES 


d(P; Fy+a(P; F,)=2a | 


( =bo+ 
Demostración 
POS 
1 KK— a AH a A 


Por definición 


V, V d(By; F,)+d(B;; F,)=2a 
> x+x=2a 
2x=2a 
il x= 
con Aplicamos teorema de Pitágoras. 
- F,yF,.focos ENE 
- Ly: ejefocal 
ai=b?4c? 


-  V, y V): vértices 


== a pp LE 
- Uva: eje mayor, d(V; V,)=2a 3.2. LONGITUD DEL LADO RECTO U 3) 


- — B¡B,: eje menor; d(B; B,)=2b 
- — FF): distancia focal; d(F; F))=2c 


- L,y-L,: rectas directrices 

Y +Va _B1+B2 _B+P 
2 2 

- Q0»: cuerda focal; pasa por un foco 


- C:centro;C= 


-  Ni¡N3: lado recto; cuerda focal perpendicu- 
lar al eje focal 
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== 
y.— 


¡ció Para P=Vy(=a; 0 
por definición ¿=a; 0), tenemos 


c+a 
dl; Fy)+d(L; F)=2a aa 
> xt 40? +x? =2a c+a=ek+ea (1) 


2, y2=2g-xX 
de? +x* =24 Para P=V,(a; 0), tenemos 


Elevamos al cuadrado. ac, 
a+ =(2a-x) PE k 
a=c=ek- 
a+ =da?-dax + sd ha Ea (ID 
sax=4(a?-c?) Restamos (1) y (ID. 
ae 2c=2ea 
2 
Mi v .. C= £ 
a a 
huemás, LR=2x. 3.4. DISTANCIA ENTRE LAS RECTAS DIREC. 
2 
e Le 2% 
a —_—_—_———, 
Se representa por e y se define de la siguiente | C e | 
Manera: SS ARPPREA a 
A Demostración 
o | 
1.77 EN | 
| ade] 
Como 0<c <a A n 
D< c i | | 
=$ 
a 
3 O<e<1 
mostra; : ula ten 
Ablicam sn Aplicamos la definición general de una cónica. 
Ñ Os] bis ; ESA 
SP os de a definición general de una cónica. Si P es un punto de la cónica, se cumple 
Punto de la có . A 
op Nica, se cumple d(P; F) _ 
: a(P; 2) 
En el gráfico 
avi A) _ 
d (v; L, 1) 
d-c_C 
n a 
a? -ac 
n= 


Lumbreras Editores 


Luego, del gráfico 
AL; L,)=2a42n 


2 
a 2)=20+2 Ec) 


a 
íS 
S 

il 

N 

nm 


Q 
_— 
IS 
IS 
a 
7 
nm 
aja alaja a]A 


a( e; L,) => 2 


4» ECUACIÓN DE LA ELIPSE DE CEN- 
TRO EN EL PUNTO C(h; k) Y EJE FOCAL 
PARALELO AL EJE X 


Vital) 


CU) 


FANACi Rx) 


> a(P; Fi) +a(P; F)=2a 
yG—h+0)? Hy-Ry +/(-h-0Y +(y-k)? =2a 
yGc—h+o)? +Hy-k)?=2a-,| Q—h- + (y-ay 


Elevamos al cuadrado y Operamos. 


c(x-Hh-a?=-a (=h=0Y +(y-ky 


Elevamos al cuadrado y operamos. 
(2- ray =ala?- e?) 
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Como 
aA-2>0r al=bl+e 
> Dra y-h)za?p? 


(x-hY? E (y - hy 
2 p? 


=1 
a 


Finalmente, obtenemos los elementos de la 
elipse: 


*  V¡(h-a;R) y V¿(h+a; k) son los vértices. 


+ Bi(h; R+b) y B,(h; R-b) son los extremos 
del eje menor. 


*  F¡(h—<jR) y F,(h+c; R) son los focos. 

e x=hiL es la ecuación de la directriz. 
Cc 

Aplicación 1 


Grafique y calcule los elementos de la elipse 
4x? + 25y-24x + 100y +36=0 


Resolución 
Completamos cuadrados. 


a -6x)+25(y?+4y)+36=0 
a(?—6x+9)+25(y?+4y +4)+36=36+100 
4(x-3)+25(y+2)?=100 


a 25(y+ 2) 


=1 
100 * 100 
(r-3F  (y+ 21 
e JA - 
25 4 


> 082) A a=5 An b=2 


Graficamos. 


Hallamos los fOCOS. 
91 


Aspr+c 


9 4+0 


¿=21 > es 21 
Sy A (3+ 421; -2) A Fa (3 - 4/21; 2) 


Hallamos las rectas directrices. 


2 


25 
Como E Y 


Vila; 0) X 


B>(0; —b) 
5 
| 
| oy? 

PP dd 
as pl 
PS 
Aplicación 2 
le los el 
% é 
pe P Mentos de la elipse 
Fte- 
5 = 
“Solución 
a . 
ación 
760 A b?- 
MES 45 A bz 9 
Como Ub 
3% +e 
594 (2 
ez 
=16 
C= 


A partir de los anterior, hallamos los elementos 
de la elipse: 


e V1(5; 0) y V¿E5; 0) son los vértices. 


» -B;(0; 3) y B,(0; -3) son los extremos del eje 
menor. 


e Fi(4;0) y F¿(-4; 0) son los focos. 


2 
a 25 ] á 
* Como—= 7 las rectas directrices son 
el 


5» ECUACIÓN DE LA ELIPSE DE CEN- 
TRO EN EL PUNTO C(h; k) Y EJE FOCAL 
PARALELO AL EJE Y 


Demostración 


Va(h;Rk+a) 


AEXAA RA) 


Le dl 


V, (tt, R-a) 


> d(P; F|)+d(P; F,)=2a 
es MP +(y-k+c) +00" Hy=k=c) =2a 
GH + y-k+c) =24-(x-hY Hy-k-c) 


AA e ————— 


Elevamos al cuadrado y operamos. 


c(y=k)-a? =-a 10 ay h=e 


Elevamos al cuadrado y operamos. 
aaa ye =atla?-c) 


Como 
a-2>0r a=bire? 
> a n?+b y- ab? 


CIA 


p? a? 


Finalmente, obtenemos los elementos de la 
elipse: 
e V¡(h; k-a) y Va(h; R+a) son los vértices. 


*  Bi(h-b; k) y By(h+b; R) son los extremos 
del eje menor. 


+ F¡(h;Rk-c) y Fo(h; R+c) son los focos. 
ae 
+  y=kz > es la ecuación de la directriz. 


Aplicación 3 
Grafique y calcule los elementos de la elipse 


16x+9y+ 160x-54y+337=0 


Resolución 
Completamos cuadrados. 


1662+10x)+9(y?-6y)+337=0" 
1662 +10x+25)+9(y?-6y+9)+337=400+81 
16(x+5)+9(y-3)?=144 


1 2 e 
6(x +5) MEL 3) sj 


144 144 
2 2 
Ge+5P, (9-3) Y 
9 16 


> C(E5;3) A a=4 a b=3 


632 


Graficamos. 


Hallamos los focos. 
a=bi4e? 
16=9+c* 
e2=7 
c=vV7 
> R(25,3+v7) a Fo(-5, 3-47) 


2 
at 16 
Hallamos las rectas directrices; como eS = Fi 


16 16 
SL:y=3+= am Lo:y=3-55 
dida A 


-LIBSE CON CEN- 


A El > 
LA ELIFPIE 


ÑiY EJE FOCAL EN El 


nn 


ación 4 slivse 
pa los elementos de la elipse 


Resolución 
De la ecuación 
di=25 a bi=9 


a=5 A b=3 


Como 


A partir de lo anterior, hallamos los elementos 
de la elipse: 


V;(0; 5) y V,(0; 5) son los vértices. 
* 813,0) y B, (2 
eje menor. 


Es(0; 4) y F, 


3; 0) son los extremos del 


(0; -4) son los focos. 


Dz 
Como e. : 
> las rectas directrices son 
1225 5 
Ez 25 
. A y== 
4 4 


5» ; 

ca ECUACIÓN GEN 
Sola 

Una elipse. 


ERAL DE LA ELIPSE 


Os ] ¡ 
as ecuaciones ordinarias de 


a? ts] y (x-hy 
> 


Al 


2 
y-—R) 
sl 


a 


—__ An 


Se obtiene una ecuación de la forma 


AFC AD +EY+F=0: ARO AC>0 


Teorema 
La ecuación 


ACC 4Dx+Ey+F=0; AC n AC>O 


E 2 
*  esuna elipse si | —+%-Fl bj 1 mi 
9 1A*z ) ene el mismo 
signo que A. 
2 2 

* esunpunto si E 

4A 4C 
* no contiene puntos si [2 - Ep) tiene 

d sa 40”) 


signo opuesto al de A. 


Ejemplos 

1. 9x*%+25y?-54x+100y-44=0 
Completamos cuadrados. 
9x-3)?+25(y+2)?=225 


3%, (+2) 
25 9 


Es la ecuación de una elipse. 


=1 


2. 36%+9y?-216x+72y+468=0 
Completamos cuadrados. 
36(x-3)%+9(y+4)?=0 
La ecuación dada representa al punto 
C(3; -4) 


3. 9x7+4y?4+18x-8y+373=0 
Completamos cuadrados. 
9x+1)%+4(y- 1)?=-360 
Esta ecuación representa al conjunto vacío. 


7» RECTA TANGENTE A UNA ELIPSE 


7.1. CUANDO P(xy; Yo) ES UN PUNTO DE 
TANGENCIA DE LA ELIPSE 


Gh (yk 1 ESO) a Po0-20-k) 


+ 


2 2 | 7 j y 
A b l al pe 
Gn? iy-RJ 3 (Xp Ax UN (Yo ps AJO —R) > 
EOS a? p* ae 


Demostración 


Sea la ecuación de la recta tangente 


Pr: y =yo=m(x Xp) 09) 
Sea la ecuación de la elipse 
bex4a%y=a?p? (ID 


Reemplazamos (1) en (ID. 
DO +a (yy +mx=mxy)'= ap? 


DO +a (yy +mx=mxy)'= Pray? 
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Operamos. 
(0? +am2)x? + (2a?my, - 2amixp)x + 
2 


(atm Bo - 2a*mxpy E by?) =0 


Por condición de tangencia 

B*-4AC=0 

2 
En (2a?my, - 2a?m? xp) = 
alo?+azmolalm?x3-20 mxpyo-0*x)=0 

Operamos. 

amty?+ 2a be mxpy,+b*xp?= 0 

2 

= (amy, + b?x,) =0 


Da 
2 
ay. 


> m= 


Reemplazamos en ()). 


-b?x 
Ly :y=Yy = AX Xp) 
a Yo 


Operamos. 
Ly. Ayy-a y) = xro? 


ayy +b?xya=a y bey (ID) 
Como 

(o; Y) ES ¿2 
> 


Reemplazamos en (ID. 


Ly: exa yyy =a 0" 


CUANDO LA RECTA TANGENTE A LA 


dá ¡DIENTE mm 
ÉLIPsE TIENE PENDIE! sd 


Demostración 


E 

sea la ecuació 

. Nn de la recta tan - 
diente gente de pen 


£ y=mx+n 


47 


ación de la elipse. 


p 
nee 
Mplazamos en la ecu 


as z z LITA TE 
A 


Aplicación 5 
Halle las ecuaciones de las rect 
trazadas del punto exterior Pp 
243) 4+x-y-5=0 


as langentes 
(3-1) ala elipse 


Resolución 

La ecuación de la recta que pasa por P(3;-1) es 
y +l=m(x-3) 
y=mx-3m-1 (+) 


Reemplazamos en la ecuación de la elipse. 
2 +3(mx-3m-= 1D'+x-(mx-3m- 1)-5=0 
(2+3m2)2+(1-7m-18m2)x+ 
(27m*+21m-1)=0 
Por condición de tangencia 
B?-4AC=0 
> (1-7m-18m2)-4(2+3m)(27m+21m-1)=0 
191m*+182m-9=0 


m=-1l y maes 
Ñ 191 


Reemplazamos en (*); luego, las ecuaciones 
de las rectas tangentes son 
Xx+y-2=0 an 9x-19ly-218=0 


8» PROPIEDADES DE LA ELIPSE 


Propiedad 1 
Si P(x;; y¡) es un punto cualquiera de la elipse 


E 2 . 
tt 18 longitud de sus radios focales son 
2 2 
at b aan 
1 
" =4- ex; A l)= a +ex¡ | 
Demostración 


Lumbreras'Editores 


2.2 
xXx y 

Como (Xy; y Je S+%=1 
(xy; y) pe 


Reemplazamos en (*). 


2,2 _ 2,2 

atb* box 

n= xP 20xy +0 41 
a 


mw as (0? +02) -2a%cx +(a?-b2) x,? 
E A E E E 


en 
ñ a*-a? -2a?%cx, + 0?x 
1 = “EF 2 A 
] E 
2 
Cc 2 
dx + AB Xx] 
a 


n= ya? - 20ex; + etx? 


n= yla ex?) 


n= aa 


ala 


¡=0-€X; 


Además, por definición 
r¡+ro=2a 
> a-ex¡+r,=2a 


r¿=0+ex, 


Propiedad 2 


El producto de las distancias de los focos a una 


recta tangente de la elipse es igual al cuadrado 
del semieje menor. 


| ( (Ey; Pixd(Fy; P)=b? 


Demostración 


La ecuación de la recta tan 
diente m es 


L:y=mx+Wvalm? + p? 
SL :mx-y+xWatm?+b?=0 


Luego, por distancia de un punto a una recta, 


gente de pen. | 


22. ,2 
. d(F; 2) = 104 am+b 
“dm? +1 


_ ¡E 
. d(F,; L)= mc+xatmó+b 


Vm?+1 
Multiplicamos. 


224 2 2.2 
atm? +b*-méc 
dd id o e Te 
2( 2_ 2) p? 

móta? -c*)+ 
dd a e e 7 
AS 
mb"+b 
AE: LP) xd (Fs; 2) = == 
(52) xa(1 2) == 


d(F,; L)xa(F,; L)=b? 


a" misas 2 
j2óaOo 3 


La recta tangente a una elipse en el punto ed 
forma ángulos iguales con los radios focales. 
de ese punto. A esta propiedad también se le 
conoce como propiedad de reflexión de la elipse. 


y 
El 


A de 
EA 


a=P 


Demostración 


pr — 


La pendie 
boxXo 


me 
a” Yo 


nte 
3 


tan0+ tana 
En tan(0 +0) = 222= 
l-tanBtana 


tana = — (D 


l+tanftano 


Y (ID 


de la recta tangente .7 es 


Unifor 
tado ee Memente elástico se tra- 
€, una circunferencia. 


Luego se aplica una fuerza en ambos lados del 
material. El cuadrado se transformará en un 
rectángulo; y la circunferencia, en una elipse. 


AS 
IE Pb 2 


Se establece la siguiente relación: 


área del cuadrado _ área del rectángulo 
área del círculo área de la elipse 


ar _ sab 


mu? S 


S=rab 


Si desde un punto exterior se trazan rectas tan- 
gentes a una elipse, el segmento de recta que 
une los puntos de contacto se llama cuerda de 
contacto y su ecuación es 


pa == cn — 


| 


| S. ay y+b?x¡x=ab* | 


»» 


Curva de Lamé 


Hoy vamos a volver la vista atrás para 
contar cómo el conocimiento y buen uso 
de las matemáticas permitió dar una so- 
lución optima a un problema de tráfico 
concreto. 


La historia ocurrió hace ya unos años, en 
1959. Por aquel entonces, los responsa- 
bles municipales de Estocolmo se enfren- 
taron al probiema de buscar un diseño 
eficiente para la plaza Sergel (Sergels 
Torg). de manera que sirviera como roton- 
da para mejorar el flujo de la circulación, 
ala vez que se convertía en un monumento emblemático de la ciudad. El problema con el qe 
se encontraron era que el espacio del que disponían para realizar la plaza era rectangular (si 
hubiera sido cuadrado, una rotonda redonda, de las habituales, habría sido suficiente). 


La primera idea que les surgió a los responsables fue utilizar una elipse, pero pronto $8 vio que 
no aprovechaba por completo el espacio. Para solucionar este problema, el matemático danes 
Piet Hein propuso una curva novedosa, que consistía en “inflar” un poco la elipse, creando lo 
que a partir de ese momento pasó a conocerse como la superelipse. 


E 
elipse: [£ ] 
a 


oe 


Xx n y 
superelipse: y +(£ =1;tal que n>2 


una solución ÓP" 


Este pequeño incremento permite aprovechar mucho mejor el espacio y dio sta 
chado para £ 


tima a un problema concreto, solución que luego se ha generalizado y aprové 


tipo de escenarios. dolo de 
4 Ñ y A , mode 
Aunque la fama se la llevó Piet Hein, no hay que olvidar que el descubridor de este 
curvas fue el matemático francés Gabriel Lamé (1795-1870). set 
3 pereras-” 
Tomado de <htrps/wwwtenoa? Nada 
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Problemas resueltos 


blema 1 . pa 
de la ecuación canónica de la elip- 
e 


mayor coincide con el eje de las 
apor los puntos A(4; 3) y B(6; 2). 


Determine 
se, cuyo eje 
abscisas, SI pas 


Resolucion 


Y ¿2 
e y 
43)8E5+>5=1 
Como A(4; 3) A 
ata 0 
a p? 
; dex y? -1 
Análogamente en B(6; 2) € >] a = 
36 4 
> diia (ID 
Resolvemos las ecuaciones (1) y (ID. 
a=52 a b'=13 
A 
52 13 


Problema 2 
Determine la ec 
ticidad igual a 
Enadas y cuy, 


uación de la elipse con excen- 
2/3, centro en el origen de coor- 
as directrices son y=3+9,. 


Resolución 
ra la excentricidad 
c 
es 
a 
2 c 


ca > C=2k A 4=3k 


Ala di 
Stanci 
ke Ncia entre directrices 
C =(=9) 


Reemplazamos. 
(3/19%=9(2k) 
Rk=2 

> a=6 1. b=245 


Reemplazamos a y b en la ecuación 


2 2 
SA 
p? a? 

2.22 
20 "36 


Problema 3 
Dada la cónica 4x?%+9y?-8x-36y+4=0; halle la 
recta tangente a dicha cónica en el punto (4; 2). 


Carnlsianos cuadrados. 
aL? -2x)+9(y?- 4y)=-4 
aL?-2x+ 1)+9(y?-4y +4)=-4+4+36 
4(x- D)*+9(y-2)?=36 


q? 9 
(x-D ¿0 2) 

9 4 
> C(112) 1 a=3 A b=2 


=1 


Graficamos. 


Problema 4 


Los focos de una elipse son F¡(4;-2) y 
F,(-2; -2). Determine la ecuación de la elipse 
si uno de sus vértices está sobre la recta 

L: x-y-8=0 


Resolución 
Graficamos. 


V,(n; -2) e x-y-8=0 
> n-(-2)-8=0 

n=6 
> a=d(C; v,) 

a=5 


También c=q(C; F) 
> c=3 
Además, 
apre 
> 5=p%43? 
b*=16 


Por lo tanto, la ecuación de la elipse es 
(x-1) A (y +2) e 
25 16 


Problema 5 


Dada la cónica 
25x+16y*+150x-128y-1119=0 


calcule la distancia desde su punto de mayor 
abscisa a su punto de Mayor ordenada. 


Resolución 


Completamos Cuadrados. 
25+6)+16(y2-8))=1119 
aro +1=11194295+956 

250+3)"+16(y-4)?=1600 
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25(x +3) ¿16(y-ay 
1600 1600 


(+34, (1-4) Si 
64 100 
de donde se determina 


2C(AH34 a a=10 a b=8 


=] 


Graficamos. 


> d'=10*4+8? 
d=164 
- d=xv/164 


Problema 6 
y : o una 
Halle el área del rectángulo inscrito en 


elipse de semiejes 13 y 10 unidades si el largO 
del rectángulo mide 10 unidades. 


Resolución 


2 2 
donde (1; 5) +2%-=1 
13 
nn, > =i 
169 100 


13 
=243 
qe 


] Como m=1 
; ectángulo. 
| Hallamos el área del r > tan0=1 
ESO 0=450 
s=20n 
(345) De la ecuación de la elipse, 
ai E ad=25 A b*=16 
, 5=130Ú a=5 b= 
Problema 7 . De la relación a*=b?4 0? 
sila recta Y: y=2x+n es tangente a la elipse 25=16+4c? 
ad í de n. _ 
ad+4y"=36, calcule el valor de n e 
Resolucion Lo É 
Reemplazamos y=2x+n en la ecuación Del gráfico 
9 +4y%=36 cos9= > 
> 9+4(2x+n)?=36 Ñ 
0. 
+ 16nx+(4n?-36)=0 Cusi0es 6 
Por condición de tangencia, Y2 Se 
B-sAC=O 2 6 
' LL arml ar? ls 
(16m) -a(25)(an?-36)=0 A. x=3% 
n=25 
> MES Problema 9 
> Halle la ecuación de la recta tangente a la elip- 
Floblema 8 se 3x2 +y? +4x-2y=3 que sea perpendicular a 
Cal : : e 
a cstancia entre las cuerdas focales id 
Mte igual a 1 en la eli ió : 
Ey Ipse de ecuación Resolución 
16 "9551 Graficamos. 
coolción 
licamos 


Resolvamos el sistema. 
3x2+y?+4x-2y-3=0 
y=x+k 


> + (ar) 4x2(x+R)-3=0 
42421 +kor+ (222% —3)=0 
424201 +R)x+(R-3)M(R+1)=0 


Por condición de tangencia 
B*-4AC=0 


> 401+2R)-4(0(;-3(%+1)=0 
A4(R-D[R+1-4(%-3)]=0 


(R+1)013-3k)=0 


R=-1 y alo 
3 


Reemplazamos en (II). 


. x=y-1=0 y x=y+==0 


Problema 10 

Del gráfico, determine la ecuación de la elipse 
si F, y F¿ son los focos y el punto P(-6; 2) per- 
tenece a la elipse. 


Resolución 
En el triángulo F¡AF, 


Por definición de elipse, 
a(A; Fy)+a(4; F,)=2a 

> (V6+V2)k+(/6 -—/2)k =2a 
a=YJ6k 


También a?=b?+c? 


> (6) =0* +(2xY 


b=V2k 
2 2 
Además (6;-2) e a és] 
e y 
> 74 ql 
(V6rY (V2k) 
Rk=2/2 


> a=4Y3 pa b=4 


Reemplazamos en la ecuación de la elipse. 
2 2 
A , 
+ A: 


(By e 


5 x24+3y*=48 


Problema 11 


Una elipse con centro en el origen de coorde- 
nadas tiene sus focos F, y F en el eje X. El pun: 
to P(6; y) pertenece a la elipse, tal que PF¡=10 
y PF,=6. Calcule la excentricidad de la elipse. 

Resolución 


Graficamos 


Por definición 
a(P; F)+d (P; F)=2a 
10+6=2a 
a=8 
Por distancia entre dos puntos 
* Jl6+c2)+ y? =10 
(6+c)?+y?=100 


0) 


PP 
¿ss 
y 1 
(6-0)+y"=36 ( ) 


Restamos (1) y (ID. 
(6+c)?-(6-c)?=100-36 


4(6)(c)=64 
8 
45 
Entonces la excentricidad es 
8 
e 
ss a 8 
1 
. 0=- 
3 


Problema 12 


Unarco tiene la forma de una semielipse. Tie- 
ne 48 m de ancho en la base y una altura de 


20 m. ¿Qué tan ancho es el arco a una altura 
de 10m sobre la base? 


Resolución 


Craficamos. 


nr 10 
> —+ 


—=1 
242 * 20? 
n=1243 


2n = 2443 m 


Problema 13 


La parte superior de la entrada de un túnel de 
paredes verticales tiene forma semielíptica 
con 10 m de ancho. Si la altura en el centro 
de la entrada es de 10m y la de sus paredes 
laterales es de 6 m, calcule la altura del túnel 
a 2 m de una de las paredes laterales. 


Resolución 


Graficamos. 


6+3,2=9,2 m 


Problema 14 

Una elipse, cuyos focos son puntos de trisec- 
ción del eje mayor, tiene su centro en el origen 
de coordenadas y como directriz la recta x=9. 
Halle la longitud del eje menor. 


Resolución 
Graficamos. 


Por definición general de una cónica 


Como a=3c 
a=3(1)=3 

Además, 
at=b?40? 

> =p?41? 


b=24/2 
2b=44/2 


Problema 15 


Una elipse con centro en el origen de coorde- 


Resolución 
Graficamos. 


La distancia del centro de la elipse a la direc- 
triz está dada por 


Luego, por distancia del punto (0;0) a la 
recta x+2y-8=0, 


q=0+2(0)-8l _ 8 


Bs 5 


Igualamos. 
2 
IRA (5) 
co v5 


Por dato a=2k a b=k 
> alt=bi4e? 
AR?=R?40? 


C=V3k 


Reemplazamos en (*). 


Hallamos la distancia entre los focos. 


2c =2(/3k) 


«258 


HAHas tiene como recta directriz x+2y=8. Si la 2c= E Xx Y3 
longitud del eje Mayor es el doble de la lon- 5 5 
gitud del eje menor, calcule la distanci 
> tanc 
los focos. e is E 
) 5 
644 


A ES 


_—— 


problema 16 

tale la ecuació 
directriz igual a 
punto T(=5; 4). 


n de la elipse con foco FA; 2), 
Y. x-3=0 y que pasa por el 


Resolución 2% 1 
Por definición general de una cónica para e 
punto T(=5; 4). 

a(T;F) 


e=— —— 


=dlT; L) 


das) + (2-4) 


3e= 5-3] 


Ahora, para un punto cualquiera P(x; y) de la 
elipse se tiene 
d(P; F) 
d(P; £) 
2 

A do _ VG—1) +(y-2y 

4 lx-8] 
tlevamos al cuadrado y reducimos. 
"39-50 


Problema 17 

Dado 

tud Aa F(13; 5), F,(-8; 15) y la longi- 
dela elipse. yor igual a 30. Halle la ecuación 


Ras E 
“lución 


ea Pl. 
Y un 
ici Punta cualquiera de la elipse, 


. al Cua 
Se, tado y si 
+8y 


Mplificamos. 
0168) =0 


Problema 18 


A partir del gráfico, determine la longitud del 
lado recto de la elipse si MF,=2 y F2N=3; ade- 
más, F, y F, son focos de la elipse. 


VA 
1 


Dar! 


En la recta MN, 


Aplicamos radio vector. 
+ MF.,=2 > a+ey,¡=2 


tz =0 
DA, 

e F¿N=3 => a+eyo=3 
_3-a 
n= 


Aplicamos coordenadas de un punto en una 
razón dada. 


301+2Y% __¿ 
5 
> ao) > sc 
e e 
12-5a=-5ce 
12-5a=-5d <) 
qa 
12a-5a?*=-5c? 
12a=5(a?-c?) 
12a=5b* 
e 
a 5 
2b? 24 
a 5 
Re 


Problema 19 

EE dio d 
E lipse — + =1, el punto medio de una 
n la elipse 2 16 Pp 


cuerda tiene por coordenadas el punto (3; — 1). 
Determine la ecuación de la recta de pendiente 
positiva que contiene a dicha cuerda. 


Resolución 
Graficamos. 


donde 
ha (xy; y) ex +4y"=64 


> x12+4y,2=64 
e (xo yp)ex?+4y"=64 


— Xp + 4yo.=64 


Igualamos. 
x12+4y¡2=xp + 4y2? 
xP -x=-4(y?+y2) 
(x; +x9)(x; -x») =-4(y +y) y) 


MEA MEA 
x1-X2 —4(Y1+Y2) 


Luego, por coordenadas del punto medio, 
Xx +X Y + Ya 
1722-38 AMAR 
2 ¡E 
X¡+X9=8 >A y¡+y2=-2 


Reemplazamos. 
YiY2__ 6 
X¡=X9 —- 4 (-2) 

3 
m=- 
4 


646 


Hallamos la ecuación de la recta. 
L: y -(-1)=m(x-3) 
Py +1=2(x-3) 


IS 


:3x-4y-13=0 


Problema 20 

Desde cada punto de la circunferencia 
+ y +4x+4y-8=0, se traza una perpendicu- 
lar al diámetro paralelo al eje X. Determine la 
ecuación del lugar geométrico de los puntos 
medios de estas perpendiculares. 


Re soul a 


Completamos cuadrados. 
x4+4x+4+y*+4y+4=8+4+4 
(-+2)+(y+2)?=(4* 

> C(-2;-2) n r=4 


X=Xp A y=2Yp+t2 


Como a 2 
Ce y)=k xo; 2y0+2) € (r+29+0+2 
> +2)'+(2y)+2+2)"=16 
(xo+2)?+(2yo+0*=16 
(xo+2)*+4(y0+ 2D =16 
2 2 
(xo +27, L0+2I 1 
16 4 : 


=16 


a ecuación de lugar geométrico 
£ 


A nto, l A a %] » 
pol ul los puntos (Xo; Yo) €S UNA elipse 
deschll 
de ecuación 9 

(021 

16 4 

problema 21 


Halle la ecuación del lugar geométrico de los 


edi ¡er sistema de cuerdas 
puntos medios de cualquier Sl E A 


: : y _ 
paralelas de pendiente mm de la elipse po + en =il: 


Resolución 


Graficamos. 


La ecuación de la familia de cuerdas de pen- 
dientes m es y=mx+n (+) 


Ree ió 
q en la ecuación 
STi-= 
Pal 

2 
sy E, (mx+ny 
q 
q p? a 


(by 02 
le Mes 2) +(am?-a?p?)=0 


Aplicar 
Os y 

Suma de raíces por Cardano. 
“Abe 


2a mn 


Reemplazamos en (*), 


Problema 22 


Dada la parábola x?=16y, determine la 
ecuación de la elipse cuyo centro es el vértice 
de la parábola, y un extremo del eje menor de 
la elipse es el foco de la parábola. Además, 
ambas curvas se cortan en un ángulo recto, es 
decir, sus respectivas tangentes, en sus puntos 
de intersección, forman un ángulo de 90. 


=> m,my=-1 


pe E (1 
2 


Como 7(xy; y)e "=16y 
> x,2=16y, 


XE 16 (1D 
Y1 


648 


ira (D y UD. 
a 
E 


Reemplazamos en la ecuación de la elipse. 


Problema 23 

Desde el punto P(-16; 9) se han trazado rec- 
tas tangentes a la elipse 3x+4y*=12. Calcule 
la distancia del punto P a la cuerda de la elipse 
que une los puntos de contacto. 


Hallamos la recta tangente que pasa por el 
punto M(x;; y). 


L;: 3x¡x+4y¡y= 12 


Como P(-16; 9) e %, 
> 3x,/(-16)+4y,(9)=12 
-48x,+36y,=12 
4x,-3y,+1=0 
Análogamente, hallamos la recta tangente que 
pasa por el punto N(xz; y2). 
Lo: 3x9 + 4y9y=12 
Como P(-16;9 e £L, 
> 3xo(-16)+4y,(9)=12 
4x9-3y2+1=0 


Entonces (x;; y) y (xo; y») son soluciones de la 
ecuación £. 4x-3y+1=0. 


E] 


Aplicamos distancia de un punto a la recta Y 
_ 1616) 3(9) +1) 
ya? 4 3? 


d=18 


Problema 24 

Desde el punto (0; 2b) se trazan las rectas 
tangentes a la elipse b% +a%y?=a*b?. Halle la 
distancia entre los puntos de tangencia de la 
elipse en términos de a. 


2aco lución 


Graficamos. 


La ecuación de la recta tangente a la elipse en 
el punto (1m; n) es 
mx ny 
L: += 
a Pe 
Como (0; 2b) e 1 
e $ 
3 mí0) n(b) 
o a 
b 
b 


=1 


a 


o 
E 


2 
Como (rm; n) e 


m 
DD —>+>5=1 


n— 


o] 
ralla mii 25 y Sr N 
prod! pata ¿ción de la elipse que es tangente 
Hallo la ec ay=20 a + 6y=20 si sus ejes 


0) 
rectas AV= a 
alas rec ejes coordenados. 


coinciden Con los 
Resolucion 
Graficamos 


x 3 M 2 
y TEATZA —Ú=-— 
a 20" b 20 
3» E 
Eo A 
C ES 
dt ta =1 
E 
ear! 
ESO y? 
Ca Pi a 
e E 
3452400 (D 
Análos 
“mente, en la recta L, BY y sl 
e 3 2 8 di 
> A O 6 
» be 2 
20 A y e 
Com 


Resolvemos (D) y (ID. 


a“=40 2 b2=10 


Problema 26 


La ecuación de una elipse es má +6x-8y=5 
y su excentricidad es igual a 0,5. Calcule el va- 
lor de n. 


Dacmt qe 
nesolución 


má +4y 4+6x-8y=5 
n[+ y a(y? -2y) =5 


A A 
n mn n 


É + 2] (»-1Y 


$2 


(+1) 0 


Es 2-2 +1) E e tasi 
n 4n 


La excentricidad de la elipse es 


e= a > E A 
2 a 2 
2c=a 
4c*= q? 
4la?-b*)=a? 
4 
2 2 
a“=-=b 
3 
Reemplazamos. 


9 4 EN 
=-=.-(n+1 
END a a 


n=3 


A 


Problema 27 


Halle la ecuación de la elipse cuyas directrices 
son las rectas Z,: x-1=0 A Z,: x-9=0; ade- 
más, uno de sus focos es E(7; 0). 


Resolución 
Graficamos 


El centro de la elipse es 


e 22 0)=c(5:0) 


Del gráfico 
e=d(C; F) 
c=7-5 


E=Z 


La distancia entre las directrices es 


2 
24” 9-1 


a*=8 


Sabemos que 
a=b*40? 

> 8=b*4+(2) 
b?=4 


Su ecuación es 


2 2 
(x-h) ,¿-*) 


a? p? 


=1 
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Reemplazamos. 
2 2 
e + GP =] 
8 4 
(-5)?+2y?=8 


Problema 28 | 

Los focos de una elipse son F;(8; 6) y F¿(-4; 3), 
además, pasa por el punto (0; 0). Halle la ecua- 
ción de la elipse. 


dl 


(0: 0) 


Por definición de la elipse 
a(P; F,)+d(P; F,)=2a 

> Je? y 6? lía +3? = 24 
10+5=2a 
ns 

2 

Por definición de la elipse 

a(M; F)+a(M; F,)=2a 


> ¡ar + (y-6) + yn 


7 S icas 
Después de efectuar operaciones algebraica 


resultará la ecuación de la elipse. 


9x?—8xy+24y?-100x-200y=0 


Problema 29 

Dados los focos de una elipse F¡E3; 2), Fi 
y la ecuación de su recta tangente 

L. 2x+3y-27=0 

halle la ecuación de la elipse. 


(9; 1) 


A — 


Resolución 

Por propiedad de la elipse 
dE 4 Axd(Fy; L)= p? 
|2(-3) +32) — aa, |2(9)+ 3(1) — 27| y? 
AAA AAASÓXÉÓ 


MES 42? +3? 


Aplicamos distancia focal. 
a(F; F,)=2c 


> +3 + (149) = 
153 =2c 


Aplicamos la relación. 
2 2 
aA=bi+p* 


> d=18413 
2225 15 


Sea P(x; y 
definición 


de) +d(P;F,)=24 
> rl (9 +(y-1 =15 
ME o (9) +(y-1y 


le 
Mos 
al Suadrado y simplificamos. 


E 


Ny 


18: 2y +82 =49—4x- y 


) un punto de la elipse, entonces por 


Problema 30 


Halle el ángulo agudo de intersección de las 
2 


. e y (x- Gar 0 
elipses 4343" lA Ap ¿LY ; ) =l en 
3 4 


el punto P(3; 2). 


Resolución 

a pendiente de la recta tangente de la elipse 
2 

Xx 

+ md =1 smel punto P(x;; y¡) es igual a 


a 
-béx, 
e ii E 
ay 
Reemplazamos. 
43 
50 
Mm = + — 
2) 
— 1(2 
Jo 
9 
m A 
8 


Análogamente, la pendiente de la recta tan- 
Gl, a 
a 2 


gente de la elipse =1 en el 


punto P(x;; y,) es igual a 


Reemplazamos. 
-8(3-4) 


M0) 


mo=2 


Aplicamos ángulo entre dos rectas. 


tan0= died 
1+ mam; 
2. 5 
ol 18 > tan9=> 
8 
5 
0 arctan( >) 
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Problema 31 

Dado el segmento AB de extremos A(3; 6) y 
B(O0; 8) y la elipse 41?+9y?=72. Halle sobre la 
elipse un punto 7 tal que unido a A y B determi- 
nen un triángulo cuya área es mínima. 


Resolución 

Para que el área del triángulo sea mínima es 
necesario que el punto 7 sea tal que la rec- 
ta L sea paralela al segmento AB, es decir 


Consideramos la ecuación de la recta tangente. 


L. y=mx+n 


2 
> Pan 


Aplicamos recta tangente de pendiente conocida. 


L: y =mxtWvalm? + b? 
2 
yaa 18(-2) +8 
3 
Y=-=x14 


2 2 
=-— 4 =-o—_ — 
y qe NY ge 4 


De donde se obtiene 
e L,:2x+3y-12=0 


. L;: 2x+3y+12=0 


E 
Resolvemos el sistema. 

2x+3y-12=0 

4x? +9y? =72 


Obtenemos el punto 7. 
T(x; y) =T(3; 2) 


Drihlama 25 
Problema 32 


Halle las coordenadas del punto P que satisfa- 
ce a la elipse del gráfico. 


En el gráfico 


2 
Vd 


(+24 $ 
Como P(-4n; 3n) € a 


2 
(an+2Y Gn 1 m<l 
4 9 


.n— 


Resolvemos. 


Problema 33 > 

Halle la ecuación del lugar geométrico que 
describe el centro de la circunferencia variable 
que pasa por P(0; 2) y es tangente interior- 
mente a la circunferencia x?+y?- 12y-28=0. 


Resolución 


Graficamos. 


> + -12y-28=0 
C+y-12y+36=28+36 
X*+Y-6%=64 
0=0+(y-6)=(8y 

2 C(05) a r=8 


Sea Cl y) un 
Ci 


Punto del lugar geométrico y del 
ces 
CiC+cr 


CT=C.C+cp 


pazamos. 


8= 
A 
0 


Ta 
eran a 6) y 


al “adrado, 


2 

o Y 12 +36 

Es 4 + Uadrado 
Va 


Problema 34 

Una circunferencia variable es tangente a 
X+yYA4x=0 A» x+y-16x-36=0 

Halle el lugar geométrico que describe el cen- 
tro de la circunferencia móvil. 


Resolución 
Graficamos. 


* Ax +y=0 
Ax +4+y?=4 
(x-2D4y?=(2) 

3 C1(2;0) a r,=2 


+ x*+y"-16x-36=0 

x-16x+y?=36 

x-16x+64+)?=36+64 

0-8) +y= (107 

> CxX8;0) n r,=10 
Sea C(x; y) un punto del lugar geométrico y del 
gráfico. 


=>) CP=IC 
C¿P-C¿C= C¡C-C; T 


10- (8) + y? Sl sy? 2 
12 (2) + y? = (1-8) + y? 


Elevamos al cuadrado. 


x+7=2.x? + y?-4x+4 


Elevamos al cuadrado. 
3x7 + 4y?-30x-33=0 
653 
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Problema 35 

Halle la ecuación de la elipse de focos so- 
bre el eje X, vértices simétricos respecto del 
origen de coordenadas, cuya tangente es la 
recta 2:3x+10y-25=0 y su semieje menor 
es igual a 2. 


Resolución 9.9 
25 Ñ xXx y 
Sea la ecuación de la elipse =3+3=ly sus 
a 


focos F¡(=c; 0) y Fa(c; 0). 
Aplicamos propiedad de la elipse. 


a(F; L)xad(Fy, L)=0? 


S 80) + 10(0) 25] _ |3c +10(0) 25] 
v3? +10? y3? +10? 

|-3c 25]. |3c - 25] 
ios OS 
[3c+25| x ]3c-25|=4(109) 
|9c?-625|=436 
9c?-625=-436 
c?=21 


Sabemos que 


= (2) 


a=b?40? 
> a=(2?+21 

a?=25 

a=5 


Reemplazamos en la ecuación de la elipse. 
2 y 


2 2 
E a 


Problema 36 

Dados los focos de una elipse F, (8; 2), F,(2; 9) 
y la ecuación de la recta tangente 

L. x+2y-21=0, 

halle la ecuación de la elipse. 


Resolución 
Por propiedad de la elipse 


AF L) xd(F,; L)=b? 


a [8+2(2)-211 12+2(2)-211 _,2 


mie? aero? 
2 A 8 
EE b 
b*=27 


Aplicamos la relación a?=b*+c? 
> a=27+(3) 
a“=36 


Hallamos el centro de la elipse. 


e FiER 


C=(5; 2) 


Reemplazamos. 
2 
(x-h) me (y —R) 


E 
a? bp? 


1 


(1-5? (y-2Y 


+ =1 


- 36 27 


n— 
problema que debe formar la cuerda fo- 
ul ips 2+3y?=36 con el eje de esta, 
po do que la longitud de la cuerda focal sea 
de 


igual al doble de su lado recto. 


Resolución 
Graficamos. 


LFR4: 0) 


95 en la ecuació 


nx?+3y?=36. 
= 36 
AE my +24? 


ia )=36 
? 6? +(72p2 


=36)=0: (xx) 


——— 
Por Cardano aplicamos suma de raíces. 
12/46 m? 
X + X= aa” 
1+3m 


Los radios vectores son 
P¡F=a-ex, A PoF=a-ex, 


> PiF+PoF=2a-e(x,+x,) 


Reemplazamos. 
2 
22) = 2a - e(x, + xp) 
a 
4p? c ES di 
— =2a--= PA 
a ax 1+3m 


2 
4(12) 200) 26(12 66m ] 
6 6 L1+3m? 


Problema 38 


Si A y B son puntos de tangencia, halle el lugar 
geométrico que describe el punto P. 
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Resolución 
Sea la ecuación de la recta tangente de pen- 
diente m trazada desde el punto P(x; yy) 


y = MX EN 0? + am? 
Y - Mx =1+ 0? + am? 
> (y -mxYi=b*+a im? 
Operamos. 


(x?-a?)m?-(2x y )m+(y2-0?)=0 


Por Cardano 


yi 0? 


ie 


m,:Moy = 


Por rectas perpendiculares m,:my=-1 


2_p2 
E a=% 2 
x=a 


xi+y¡=a?+b? 
Por lo tanto, el lugar geométrico del punto P es 


el círculo de Monge. 


Problema 39 


Halle el área máxima de un rectángulo inscrito 
en una elipse. 


Resolución 
Primera forma 


El área del rectángulo es 
S=4XwW0 


Elevamos al cuadrado. 
S*=16x2yé 


De la ecuación de la elipse 
2 atb?- bexó 
dis ES (1D 


Reemplazamos (ID) en (D. 


dedo 
O O dl 


a? 


s? = 162 [2 e] 
a 


St =4a*b? 


máx 


Simáx=20b 


Segunda forma ; 
Cualquier punto de la elipse situado en el PI 
mer cuadrante es de la forma 


T 
(o; Yo) =(acosT; bsenT); tal que 7 € a z 


> S=4(acosM(bsenT) 
S=2ab(2senTcosT) 
S=2ab sen2T 


Como0<T <> 


> 0<2T<T 


circunferencia trigonométrica 
Por 


o<sen27 S l 

>/0S dabsen2T S 2ab 
0<S< 2ab 

> sel0; 2ab] 

=20b 


” Smáx 


Tercera forma 


mes San 
Z 
19.452 
y) + DOX : 
5) LE arygboxo 


Reemplazamos b%x2+a*y¿=a*b? 
2? 


ab 


2 =X0Y0 


2ab > 4x Yo 
2ab<s 
S< 2ab 


hs lis 2ab 


Problema 40 
Halle el] 
lián Uar geom 


étrico de los cent 
Sulos equilátey ros de los 


OS Inscritos en una elipse. 


Solución 


La circunferencia circunscrita al triángulo es 
+y?-20x—2By+y=0 
+ y -2By+y=20x 


Elevamos al cuadrado. 


(+ y?-28y+y)2=4022 (1 
' 2 y 
En la elipse =+->5= 1 despejamos. 
a? b 
2,2 52.2 
atb*-a 
x= a (MD) 
Reemplazamos (II) en (D. 
912 
(2-27. apor) 
4b%0? 4b%0? Ñ 


Aplicamos suma de raíces. 
40% 
bea 


Y +Y2+Y3+Y4 > 


Por coordenadas del baricentro 
YY) + Ya P 
3 
> Yi+yo+y3=3B 


Reemplazamos. 
40% 


Análogamente, elevamos al cuadrado. 
2+y?-20x+y=2Py 
(2+y2-20x+y) =4p?y? QU) 


De la ecuación de la elipse despejamos. 


2,2 p2,2 
A E (IV) 
a? 


Reemplazamos (IV) en (IID. 


(02 - a? a sarao? -a) a, 0 


A 
4a?p? 4a*p* 


Aplicamos suma de raíces. 
4a%a 


b?- a 


Xx] +Xa +X3 +Xy = 


Por coordenadas del baricentro 
X¡+Xo+xX 
CEA 


> X +XM9+xX3=30 


Reemplazamos. 
4a%a 


be=g* 


3ÍA+X4 = 


4a%a 
b?- a? 


X¿ = 


——— 


Reemplazamos (xy; y4) en la ecuación de la elip- 


se. 


2 
1 ( 4ata 1( 4p? 2 
en 301 + | 40B_ 
| o, a] a) =1 
Cambiando (a; B)=(x; y), obtenemos 


2 2 a 
a? +3b 3a“+b 
(E 


Por lo tanto, se trata de una elipse concéntrica 
con la elipse dada. 


Test 


as coordenadas del centro de 


j entre | 
¡, Encu 2 1y"-2x+ 16y+ 1=0. 


la elipse 1 + 


O) (;-2) 
E) (1; -4) 


D) (3-2 


' Halle la ecuación de una elipse con cen- 
tro (0; 0) si uno de sus focos es (2; 0) y uno 
de sus vértices es (3; 0). 


¿ H 52 eii 
alle la ecuación de la elipse inscrita en 


el rectángulo ABCD de vértices A(—6; 3), 
B(6; 3) y C(6; -3). 


202 
yi,y 
al Mts e 
as E y. 
NE 2 
59 Dijo 


Calcul 
eelá a 8 
área de la región cuadrangular 5 


C aL 


e Os focos 
leje menor de la y los extremos 


elipse 5x+y?=5, 


Ao 

D) g B) 4 O 6 

Ñ E) 10 

, úene 

Al E la ecuación de la elipse 
Mid de Halle las ecuaciones de las 


dicha elipse, 


> 


16 
A) x= +47 B) x= O) x=43 


8 
D) x=+7v7 E) x=+10 


Las rectas y=+8 son rectas directrices de 
la elipse cuya longitud del eje menor es 8. 
Determine la ecuación de la elipse. 


2 2 2 
XxX y y E y xy 
A) —=+— —+—= +1 
3 TE TES 
2 2 2 
O Eo 
D) Ml is El 32 


Halle la ecuación de la elipse cuyos focos 
son los puntos (2; 0) y (-2; 0), y su excen- 


tricidad es igual a z ; 


A) E 
B) e 
e) EE 
D) LE 
E) Le 


Dada la ecuación de la elipse 


2 
(e-9* ,76) e] 


144 81 
ule la distancia entre sus direc 


trices. 


calc 
38 
38 LL. 0% 
Ns B) J5 
ví Y 9 
py 2 2 Y 
7 


9, Determine la ecuación de la elipse cuyos 


660 


10, 


12. 


a 


vértices son los puntos (4; 0) y (-4; 0); y 
sus focos son los puntos (3; 0) y (-3; 0). 


a Ly] 


B) Es 


e 


+ 
Il 


a [Se o [So 


C) 


l 


D) 


[5 o[% al 
+ 


+ 
II 


N 
al 


Calcule las coordenadas del centro de la 
elipse 4x7+5y*+24x-30y+65=0. 


A (2,3) B) ES53. C).E3;2) 

D E3;D E) (13 
y? y 

. De la ecuación de la elipse + =1, 
15- 6-n 

halle la distancia focal. 

A) 8 B) 10 O 6 

D) 4 E) 7 


Un punto se mueve de tal manera que 
la suma de sus distancias a los focos 
F¡(-3; 0) y F,(3; 0) es igual a 10. Determine 
la ecuación del lugar geométrico. 


2 2 
A) Late] 
254 
2 2 
y 
Bs La 
5 *0 


Ed 


“005 Y 
JET 
eS): 


ES 
E 


GS 


2 2 
x.y 

CO) =+%= 

) > 2 
Z 2 
y 

D =T+—-=1 
) 25 16 
2 2 
y 

E) —=+==1 
) 2 6 


13. Determine la ecuación de la recta tangen 


a la elipse 51 + 4y*= 100 en el punto (4; y 


A) 5x+vV5y=25 
B) 5x+y=6 

O) 5x+y=12 

D) 5x+vV5y=10 
E) V5x+y=5 


12, Si la recta y=3x+n es tangente a la elip: 


312+5y?=15, calcule 8. 


A) 6 B) 2 


DJs 


15. Una elipse cuya excentricidad es 0,75 tier 


como vértices los puntos (—5; -2) y (3;-2 
Determine la ecuación de la elipse. 


NE 2 
(x+1 ,0+2) Si 


Jia a 

des 5 ¿0 > =1 
o a a 
D) (x sr 67 pa 1 
p) 2 E 6 : Y 


»- Problemas propuestos 


Nivel básico 


1. Una elipse CON centro en el origen de 
' coordenadas tiene excentricidad igual a 
1 al eje focal coincide con el eje de 


cla y la longitud del lado recto es igual 


26. Determine la ecuación de la elipse. 


A) 3x2+4y"=24 
B) 3x+4y%=45 
0) 3x?+4y?=48 
D) 4x*+3y?=38 
E) 4x%+3y%=54 


+ Losfocosde una elipse son los puntos (3; 0) 
y 3; 0) y la longitud de uno de los lados 
rectos de la elipse es 9. Halle la ecuación 


canónica de la elipse mencionada. 


de i i 
las distancias de cualquier 


en 

. lipSe a los focos (4; —1) y (4; 7) 

la la , determin 
a Tectrices, 


de la 


e las ecuaciones de 


cz 


A) y=12 2 y=-6 
B) y=9 1 y=-4 
C) y=9 a y=-3 
D) y=9 a y=-9 
E) y=-9 a y=-6 


Los vértices de una elipse están en el eje de 
abscisas con un extremo del eje menor en 
(6; 3) y un foco en (2; 0). Calcule la distancia 
desde un extremo del lado recto al centro de 


la elipse. 
A) 4,06 B) 4,38 C) 4,51 
D) 4,62 E) 4,81 


Una recta L contiene un extremo del eje 


menor y un foco de la elipse cuya ecuación 
e y? 
es 20 + nn =1. Calcule la distancia del otro 


foco de la elipse a la recta 2. 


A) 845 B) 8/6 C) E 
5 
8/8 8/11 
dE ia 


El arco de un túnel es de forma semielípti- 


ca y tiene un ancho en la parte más baja de 


16 m y una altura en el centro de 6 m. ¿Qué 


. 2 
ancho tiene el túnel a la mitad de su altura! 


ym 38m 05m 


D) 6/3 m E) TÚ3m 
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7. 


Calcule la ecuación de la elipse de la forma 


9 
xx” > 


> +2 =1si la distancia entre sus directri- 
a 


b* 
49 2410 


Ces es — y su excentricidad es E 
10 > 7 


ay EY, 
B 
ad Lito 
D) MO, 


E) E] 


Una elipse presenta los puntos Fi(-8; 2) y 
Fa(-2; 2). Halle la ecuación de la parábola 
cuyo vértice es el centro de la elipse y cuyo 
foco es F,. 


A) (+2?=12(x+5) 
B) (-2=12(x-5) 
O) (-9'=12(x+5) 
D) (Y-2%=6(x+5) 
E) (y-2=4(x+5) 


Determine los valores de R para que la 


ecuación x%4+2y*4+2x + 12y=k describa una 
elipse. 


A) (-19; +00) 
B) (-16; +00) 
C) (18; +00) 
D) (20; +00) 
E) (-15; +00) 


10. 


La ecuación de la elipse, Cuyos focos se 
encuentran en los puntos (-5; 0) y (5; 0) 


y cuya directriz es x=-20, está dada por 
2 42 
E + a =1, Calcule A-B. 


A 
A) 22 B) 18 O 25 
D) 19 E) 20 


+, Halle el valor de k de modo que la dis- 


tancia entre las directrices de la elipse 
2 2 


E +2 -1 sea igual a 16. 
14-R 5-k 
A) -8 B) -10 O 6 
D) -9 E) 10 


Calcule la longitud del lado recto de la elip- 
se 9x+16y?-18x+96y+9=0. 
A) - B) 5 9) 


D) 6 E) 


N|u min 


- Halle la ecuación de la elipse que pasa por 


el punto p(%, 3) si tiene su centro en el 


origen, su eje menor coincide con el eje X 
y la longitud de su eje mayor es el doble de 
la de su eje menor. 


A) A 
B) a 
C) a 
D) AN 
E) AN 


14, Dada la ecuaci 


ón de la elipse 


; 2 
4), 01+8) si 


_—Á 


25 ] 
E la ecuación de la recta que contiene 


aun lado recto de la elipse. 


4) y=-1 y y=-6 
B) y=-10 v y==5 
c) y=-10 y y=-4 
DVI 
E) y=-11 y y=-5 


1%. Sea la elipse de vértices (—1; 0) y (3; 0), tal 


=> 


que contiene al punto (o pa Calcule la 


longitud de su eje menor. 


A) 2/2 B) 6 C) 442 
D) 4 E) 642 
Sil ió l xo $ 
a ecuación de la elipse es 4+%-=] 
2 p? ? 


de es la distancia al centro de la elipse 
2 una cuerda AB paralela al eje mayor 
Ya longitud es la mitad de dicho eje? 


19 
AZ 

2 B) a, 0) b 

4 

y, 

' E) V6b 

Haz 

le la 7% 

a a de la elipse cuya directriz 
Punto (4; 5! Uno de los focos es el 


l 23) y su excentricidad es E 
) 5,2 
e Se + 5y+220=0 
0) Siga bt 9 -220= 0 
, y Sr +119=0 
+ 5y 15=0 
dl SO S4y+ 091 de 


—— A IG 


18. La base de un triángulo es de longitud 


2 


| 


un 


fija, además, sus extremos son los puntos 
A(0;0) y B(6; 0). Halle la ecuación del lu- 
gar geométrico del tercer vértice C que se 
mueve de manera que el producto de las 
tangentes de los ángulos de las bases es 
siempre igual a 4. 


A) 4x?+y?-24x=0 
B) 4x+y?+16x=0 
O) 4x?+y?-20x=0 
D) 4x2+y?+22x=0 
E) 4x%+y?-28x=0 


%. En la ecuación de la elipse 5x7+9y?=100, 


halle el perímetro del triángulo formado 
por los focos y un punto cualquiera de la 
elipse, distinto de los vértices. 


20 16 5 
A) va B) 3 v5 (0) 10 
12 J5 
D) 5 E) 4 


Halle la ecuación de la elipse con vértice 
(-1; -3) y el foco opuesto (-1; 3) si la lon- 
gitud del eje menor es 4/3. 


(+1? (y-1 


44 —=1 


9 16 


CN O 
12 16 


Aaa (y 


Y_=1l 


A) 


B) 


C) 


D) 


E) 


663 


SF 


21, 


Po 
Pa 


23, 
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Si V,(4; 3) y Va(4; -7) son los vértices de 
una elipse y uno de sus focos divide al seg- 
mento V,V, en la razón de l a 4, halle la 
ecuación de la elipse. 


2 167. 
2 2 
B) an 9 e 
E An dd 
2 2 
o E 
2 2 
o Ea 


. Halle la ecuación de la elipse cuyos focos 


son F¡(2; 2) y F¿(4; 2) si, además, la suma 
de los radios vectores es cuatro veces el 
lado recto. 


CN 
12 9 
+1”, (y-2Y 
9 3 
(x +14 o 
12 4 
12 3 
LY, 0-2 
9 4 


A) 


B) =1 


C) 


D) =1 


E) =1 


Calcule el área del triángulo que determina 
el lado recto con el vértice opuesto de la elip- 
se de excentricidad igual a E si uno de sus 


focos es F(-8; -2) y su directriz asociada es 
x+3=0, 


24, 


dy 
E 


- y sus semiejes miden 6 y 


. Una elipse cuyo eje mayor €5 p 


y 2 B) 100 2 
3 3 
D) 50 E) 2 


Una elipse de ejes paralelos a los ejes 
de coordenadas es tangente a estos y su 
foco de mayor abscisa es (9; 3). Calcule la 
ecuación de la elipse. 


IS a b a , 
B) o 
0) a 
D) AA 
E) 2 ¡1 _1 


Calcule la ecuación en la elipse de centro 


en el origen, eje focal sobre el eje X, en la 


que el lado recto es visto desde el origen 
de coordenadas con un ángulo de 90%, 
además, b=1. 


A) 2x 24+(/5+1)y? =45 


(45 +1) 
B) 2x2 +(/5+1)y?=2 
O 2x2 +(45 +1)y?=v5+2 
D) 2? + (45 +1)y?=4 

(45 +1)y 


5+1)y?= 45 +1 


E) 2? + 


aralelo al 
3. Halle la long 


eje 
tud de la cuerda determinada en el el 


de 
ser intersecada por la elipse dad 


J2 
6/2 c) 2 
B) 642 yb 


eje Y es tangente al eje XxX 


A) 1042 
D) 842 


— 


2 
j Qc+3l, (1-0) =1 con a>3 
9], Sea la elipse po 3 

la recta 3x-4y+21=0 que pasa por el 
y 
foco F. Determine el valor de a. 
IN) 6 B) 4 (e) 7 
D) $ E) 5 


Nivel intermedio 


> 
=] 


0%, Determine la ecuación de la recta tangente 
ala elipse 2x?+3y*=5 que pasa por el pun- 
to (1;-1) perteneciente a la elipse. 


A) 2x+3y+1=0 
B) 2x-3y-10=0 
C) 2x+4y+2=0 
D) 2x-3y-5=0 
E) 4x-3y-7=0 


2 


1. Determine una ecuación de la recta tangen- 
te de pendiente 2 a la elipse 4:%+5y=10. 


A) y-2x+2/3=0 
8) y+2x-2/3=0 
O y+2x+2/3 =0 
D) Y+2x-4/3 =q 
E) Y=2x+4.3 =0 


vació 
ación de la recta tangente a la 
, ecuación es 


=18x16y-41=0 
€ Contacto es I(7:5). 


A 

Y+12=0 
X+y 

D N y 2=0 
*Y+2=0 

+60 


-31. A una elipse, cuya ecuación es pi y 


e] 


3 
ss 


2 
1 
9 ) 


se le traza una recta tangente en el punto 
[1.343 
de tangencia (: 7) Calcule el área de la 


región triangular formada por la recta tan- 


gente y los ejes coordenados. 


A) 343 
D) 743 


B) 4/3 C) 643 


E) 843 


. Determine las ecuaciones de las rectas 


tangentes a la elipse x+4y?=20 que sean 
perpendiculares a la recta 2x-2y-13=0. 


A) x+y+5=0 
x+y-5=0 
B) x+y+7=0 
x+y-7=0 


C) x-y+5=0 


x-y-5=0 
D) x-y+7=0 
x-y-7=0 
E) x+y+9=0 
x+y-9=0 


33, Halle la ecuación de la elipse cuyos focos y 


vértices coinciden con los focos y vértices 
de las parábolas 

* Pi: y*+4x-12=0 

. Ps: y?-4x-12=0 


A) 16x2+7y?=112 
B) 9x?+7y"=63 
C) 5x2+9y?=45 
D) 7x?+16y?=112 
E) 7x?+9y?=63 


34, El lado recto respecto al foco derecho de la (y- 2) Ñ (1? 4 
e ye 36 20 
elipse +%-=1 es el lado recto de la pa- 
0 0 -22. (1 
rábola con vértice a la izquierda del foco. D) ej si] 


Halle la ecuación de la parábola. 


E) + =] 
25 >) 36 9 
A E 
se (« 5 
:/. Un segmento rectilíneo de longitud a+b se 
B) y?= 2x2) mueve en sus extremos tocando los ejes 
2 3 coordenados. Halle la ecuación del lugar 
2 32 7 . geométrico del punto P que está a una dis- 
O) Y=2=Ax=% ] 
5 5 tancia a de uno de los extremos del seg- 
mento. 
23 7 
D) y?= E -2) 
iy 5 5 o, 
y 
12 7 a ++ 
E) y?= a x-1) 2022 
1 5 bÉ a 
en E 
35. Halle la ecuación del lugar geométrico de B) 2 YA 
los puntos que dividen a las ordenadas de pe 
los puntos de la circunferencia x?+y?=25 Ye 1 
$ O S+5= 
en la relación de 3a 5. a 2p? 
A) 9x%+25y"=120 e. y 
ep Ny Lars 
B) 9x?+25y*=224 20% a 
C) 9x*+25y=200 | 2,2 
2 2 E) E + 2 =1 
D) 9x*+25y%=225 128 a 
E) 9x?+25y?=135 
e 38 ión de la elipse que pasa PO! 
36, Calcule la ecuación de la elipse que es 35, Halle la ecuación de 


concéntrica con la circunferencia 
xy? 2x-4y-4=0 

si se sabe que su eje mayor es paralelo y P4(E3; 3). 
al eje de ordenadas y que es dos veces la 
longitud del eje menor, siendo este último 
igual al diámetro de la circunferencia. 


3 
los puntos P,(1; 3), Pa(— 1; 4), Ps (o 3-7 


A) x%+4y?+2x-24y+30=0 
y (ep) B) x?+4y?+2x-24y+31=0 
A) yr => =1 0) x2+4y?4+2x-24y+33=0 
2 2 _94v-33=0 

B) (y-2, GD -1 D) x%+4y"+2x-24y 
36. 25 E) x?4 4y?+2x-24y-30=0 
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A— 


ad 


: Determine la ds 


Una elipse con centro en el primer 
de e € e o . S 
uadrante y sobre la recta y=2x es tan 
cue 


alos ejes coordenados y pasa por el 


gente 00 
punto (2; 2). Halle la suma de los semiejes 
de la elipse. 

A) 12 B) 14 Cc) 13 

D) 15 E) 16 


¡ 3 
Nivel avanzado 


Se tiene una elipse en la cual un foco y 
el vértice más alejado a este foco son los 
puntos (2; 2) y (8; 2), respectivamente. Si 
su excentricidad es 0,5; halle la ecuación 


de la recta directriz que le corresponde al 
foco desconocido. 


A) x=10 B) x=11 


D) x=12 


«Dada la elipse 4%+9y'-16x-18y-1 1-0 dale 


cule el valor del área de la 
ar Cuyos Vértices son el p 
ordenada, el punto de me 


región triangu- 
unto de mayor 


Punto ES; 8). nor abscisa y el 
A 1 
D) as B) 16 O) 16,5 

E) 175 


ne a | lación canónica de la elip- 
Je foca] 
EN Se encuentra en el eje 


a 
Adema S, y pasa Por el punto P(1; 4). 
Cociente entre la longitud del 


v2 


— 


S, el 
lado 


Tetto y 


la distancia focal es 


D) 2x*+y?=18 
E) 2x%+y*=36 


:s, Desde el punto P(6; 5) se trazan las rectas 


< 


tangentes a la elipse 5x?+3y?=30. Determi- 
ne la ecuación de la recta que contiene a 
los puntos de tangencia. 


A) 5x+3y=10 
B) 3x+5y=10 
C) x+2y=2 
D) 2x+y=2 
E) 6x+5y=30 


2, Una elipse pasa por el punto P(2; -3) y 


es tangente a la recta x-y+8=0. Halle su 
ecuación si sus ejes coinciden con los 
ejes coordenados. 


A) Fila 
B) E 
(e) Ll 
D) Se 
E) LL 


15. Dados los focos F,(2; 3), Fa(-2; 1D) y la 


UE 


longitud del eje mayor igual a 8. Halle la 
ecuación de dicha elipse. 


A) 12x?-4xy+15y?+8x-30y-116=0 
B) 12x2- 4xy+15y?+x-60y-116=0 
0) 12x?-4xy+5y?+8x-60y-116=0 
D) 12x?-3xy+15y+8x-60y-116=0 
E) 12x2- 4xy +15y2+8x-60y-116=0 
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46. Los focos de una elipse están en las rectas 
Ly: 2x—9y=0 y L,: 2x-y=0, además, el eje 
focal es la recta 2: y-2=0, Halle la ecua- 
ción de la elipse si el eje mayor es 10. 


A) 


B) 


O (5? (y-2 


D) l-5 y» 


E) (1-5) ¿2 


47. 


Las distancias de un punto P de una elip- 
se a sus focos F;, y F, son 6 y 8; además, 
m=F¡PF,=90%. Calcule la excentricidad. 

A) B) 0) 


aw nu 


D) E) 


w|n N]i— 


o 
££. En la elipse En 6 =1, el punto medio de 


Una cuerda tiene por coordenadas (3;-D. 
Determine su ecuación. 


A) 3x-4y-12=0 
B) 3x-2y-11=0 


49, 


C) 3x-4y-13=0 
D) 3x-2y-14=0 
E) 3x-4y-10=0 


Halle la ecuación del diámetro de la elipse 


4x"+9y"=36 que biseca a las cuerdas de pen- 
diente 2. 


3 4 
A) y=-Í 
) y Br 
1 
B == 
) y qe 
2 
O y=-£ 
) y ze 
2 
D) y=-£ 
) y=G2 
2 


. La recta x= al es una de las directrices de 


una elipse y (4; 0) es su foco asociado. Ha- 


lle la ecuación de la elipse. 
A) e, e 
e) EL 
Tato 
D) 


E) 


Ñ 
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CAPÍTULO XVII 


HIPÉRBOLA 


es óni 
xy tercera cónica se da en la física, por 
eléctrico ¡ j 
trico inducido Por el núcleo de un á 


tem 
Peratura Constante. También se apli 
Y Muestra cómo utiliz, 


Propiedad también s 


ejemplo en la trayectoria de una partícula alfa en el campo 


tomo, o en la ecuación presión - volumen de un gas a una | 
ca en el sistema de navegación de largo alcance (Loran) ' 
arla propiedad de reflexión en el radar o en otro sistema de detección; esta 


: Susa enfe constución delos telescopios tipo Cassegrain. 
0 
tros Campos, co 


Duen; j 


mo en la arquitectura, también se suele dar el uso de la hipérbola, debido a 
tural, por ejemplo la Catedral de Brasilia, la torre de control de Barcelona y el 
de Manchester. 


Este Caníl 
Pítu] i 
Jn O, Se €Xplicará la hi 


e 
Sus elementos, ded 


rt 
A Aleceremos estos co 
Permiti 


z . L 1 i : É 
Pérbola haciendo uso de teorías, aplicaciones prácticas sob 
bián fo 


: s 5 ) í como 
¡ Ucción de sus ecuaciones y análisis de sus gráficos, asi CO 
UN 

a 


se sta 
nocimientos con ejemplos y resoluciones de problemas. De e 


lá tener Una mej 


Or comprensión de esta tercera cónica 
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1» DEFINICIÓN. 

Se llama hipérbola al lugar geométrico de los 
puntos P del plano, tal que el valor absoluto de 
la diferencia de las distancias del punto P a los 
puntos fijos F| y F, es constante. Es decir, P es 
un punto de la hipérbola si y solo si 


d(P; FE )-d(P; F,)|= 24 
( 


2» ELEMENTOS DE LA HIPÉRBOLA 
Identificamos los elementos de la hipérbola en 
la siguiente figura: 


donde 
- EPR 2: focos 
- FF): segmento focal, tal que d(F,; F,)=2c 
- S,:eje focal 
- Lo: eje normal 
- V y V,: vértices 
-  V¡V,:eje transverso o real, tal que 
_ A(V;;V,)=2a 
- — B¡B»: eje conjugado o imaginario, tal que 
d(B,; B,)=2b 
- — C: centro, tal que 


Vi+Va B¡+B, F¡+F, 


2 2 92 


C= 
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-  L¿y L¿: asíntotas 

- Ly Ly: directrices 

- E¡E>: cuerda 

- PM: cuerda focal 

- NN»: lado recto o cuerda normal 
- — D¡D,: diámetro 


- PF, y PF»: radio vector o focal 


Además, notamos el rectángulo principal, cuyo 
centro es C y lados de longitud 2a y 2b. 


3» RELACIONES FUNDAMENTALES EN LA 
MIPÉRBOLA 


Demostración 

Se construye una circunferencia que pasa por 
los focos F, y F,, donde su centro coincide con 
el centro de la hipérbola y su radio es el se- 
mieje c. 


De ahí aplicamos el teorema de Pitágoras a los 
E NE 
semiejes y obtenemos la relación c"=4 +D”. 


»» Observación 

Mientras que en la elipse se ve 
en la hipérbola puede ocurrir 42 b: as 
oa=b. 


rifica a > b: 


p_—— 


LONGITUD DEL LADO RECTO (LR) 
3,2.LU! 


En el gráfico, 


LF,-LF=2a 
> Va? y p? -n=2a 


dl +n? = +20 
Cen (n+20) 


20 
n= +4an+4a? 


LEN 


XCEH7 
“WTRICIDAD (e) 


Demostración 


Por definición de la cónica para F, y Z, respec- 
to de V, 

a(v;; F;) 

d(Vy; 2) 


=e 
a-x 
ea+a-c 
> x= (D 
e 


Por definición de la cónica para F, y Z/¿respec- 
to de V, 


d(Vi;F,) E 
d(V;L,) 
a+c 

=g 
a+x 


y MESSA (1D 
e 


Igualamos (1) y (ID. 
eaya-c_a+c-ea 


»» Observación 
Sila excentricidad es grande, las ramas de 
la hipérbola son casi planas. 

y 


gran 
ss dí v 

excentricidad Aa fe 
07) F 
W fventica 


> y 


Y si es próxima a 1, las ramas son más 
puntiagudas. 


excentricidad | 


próxima a 1 


Demostración 
De la demostración anterior 
c-a c+a 
a e 
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4 p ECUACIONES ORDINARIAS DE UNA Hy 
PÉRBOLA 


4.1. ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA CON CEN. 
TRO Clh; k) Y EJE FOCAL PARALELO AL EJE x 


a 


2 
a 


A 


donde 
- centro: C(h;k) 
- vértices: V¡(R-a; kh); Volh+a; k) 
- — focos: F¡(h-c;k); Fo(h+c; kh) 
- rectas directrices: 
2 2 
Lix= | A Lix=h+— 
Cc c 
- — asíntotas oblicuas: 


L;: y=h==20= A) 
Py == 


La gráfica de esta ecuación es la siguiente: 


Demostración 
Sea la hipérbola de centro Cl; R); 


punto de dicha hipérbola. 
> |a(P; F,)-a(P; Fa)|=24 


2 = 
G-h+ O Hy- Ry _le=h- E +(y-k) =+24 


y efectuamos: 


y PQc y), UN 


Elevamos al cuadrado : » 
(ala Pay rizo -4 


— ca 


rr 


Reemplazarmos Asat+b”. - — asíntotas oblicuas: 
a -kP=ato" Ly y-k==2lx—h) 
Y 
(x-H (y —ky =1 e a 
E La: y -R=-—(x- 
¿A ay =R pe 0) 
Aplicación 1 y A La gráfica de esta ecuación es la siguiente: 
-2 2 
Grafique la bietola Lee Y gar =1. 


Resolución 


ldentificamos el centro de la hipérbola. 
Cíh; R)=C(; 2) 


además, a=4 a b?=5 
> ¿=a4p? 


a 


Luego, los vértices son V,(0; 2) y V,(4; 2) y los 


focos son Fi(=1; $2) y FA5; 2). Aplicación 2 ; y 
dl yo (xD 
Porlo tanto, la gráfica es la siguiente: Grafique la hipérbola E l. 


y 


Resolución 
Identificamos el centro de la hipérbola. 


C(h; R)=C(-1; 0) 
además, a2=4 » b?*=3 
> Aza+p? 
=44+3 > c=v7 
Luego los vértices son V,(-1; -2) y V¿41:2) y 
N DE LA E HIPÉRBOLA CON CEN. los focos son Fi (-1; -/7) y F, ( v7). 


ps 
EJE Foc In 


AL PARALELO AL EJE y Porlo tanto, la gráfica es la siguiente: 
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0 ——> 
| 
5.2. ECUACIÓN DE LA HIPÉ 


| 5» ECUACIONES CANÓNICAS DE UNA Hl- ¡IPÉREOLA DE CEN. 


| PÉRBOLA TRO El Y EL ORIGEN Y EJE FOCAL EN EL EJE y 


Aplicación 3 
2,2 


e 2,2 
Grafique 9 47 l. Grafique - - E =1 


Aplicación 4 


Resolución Resolución 


Identificamos los valores de a? y b?. Identificamos los valores de a? y b?. 


a=9 a b?=4 al=4 a b?=9 
> c=al+b? > c?=a+b? 
c=944 > c=413 =449 > c=v13 


Luego, los vértices son V,(-3; 0) y V,(3; 0); y 
los focos son F; (13; 0) y Fa (V13; 0). 


Por lo tanto, la gráfica es la siguiente: 


:2)Y 
Luego, los vértices son v,(0;-2) y v¿(0; 2) 


los focos son F; (0 4/13) y Folo;Yl J13) 


Por lo tanto, la gráfica es la siguiente: 
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ÉABOLA EQUILÁTERA O RECTANGULAR Gráficamente 
y HIP 


vella donde las longitudes de sus ejes a a 
A a y conjugado son iguales, es decir, 
'ansv/ E 
tr by sus ecuaciones son 
q= 


6 


(x -h)'= (y-)i=a* | 


' 


[—__——__————» 
W- Y-QU-N"=a” | 


ÑÓ__ — 


( a) DE 
, o. | xy=n;n>0 | ( xy =n;n<0 ] 
Esto significa que el rectángulo principal en NAAA N 


una hipérbola equilátera es un cuadrado o que 


susasíntotas son perpendiculares entre sí. 7 » HIPÉRBOLAS CONJUGADAS 


Dos hipérbolas son conjugadas cuando el eje trans- 
verso de cada una es el eje conjugado de la otra. 


» Ob Serv 
lo 
E 4 l de una hibérbola 
¿quilátera esisual a e É 
J E : S cl de, 
a lo de las distancias de cuaj- Ejemplos 
“Ie” punlo de ad , 
llora Ñ Ñ Ñ de una hipérbola equi- + Sila ecuación de una hipérbola es 
( Sus asintotas es constante e 
la] a (05 a A 
== (+2) be=D"_s 
6 16 3 
sa ( ., leo » 2 
La € SOS PARTI la ecuación de la hipérbola conjugada será 
ÁS En E L 
$ UAT s 


clas ca te=I" _(y+ a 


3 16 


=1 


Uyas A 
y €cuaciones son de la forma 


+ Sila ecuación de una hipérbola es 


e 

2 Y : 
la ecuación de la hipérbola conjugada será 

y? xr 


8» ASÍNTOTAS DE UNA HIPÉRBOLA 

La asíntota es una línea recta que prolongada 
indefinidamente, se acerca progresivamente a 
una curva sin llegar nunca a encontrarla o cor- 
tarla; puede ser horizontal, vertical y oblicua. 


leorema 
La hipérbola de la ecuación b*x?-a?y*=a*b? 
tiene por asíntotas las rectas 


2: bx-ay=0 a Po: bx+ay=0 


Demostración 
De la ecuación dada, despejamos y. 


y=3 2 -a? 


; e a 
Si x => +, la expresión < > 0, y la ecuación 
Ñ 


: 19) 
tiende a la forma y =+—x, que representan a 
a 


las rectas 2%: bx-ay=0 y L,: bx+ay=0. 


» Observación 


Una forma fácil de cbtener las asíntotas 
de una hipérbola consiste eh factorizar e] 
primer miembro de la ecuación e ioualar 


a cero el segundo miembro, Es decir, 
bi*-atyzatp? 
(bx+ayMbx-ay)=0*b* 

haciendo a“b*=0 

> (bx+ayMbx-ay)=0 


Pibx=ay=0 a Fibx+ay=0 


Aplicación 5 
Calcule las ecuaciones de las asíntotas de la 
hipérbola 4y?-9x?+36x -8y-68=0. 


Resolución 

Factorizamos la ecuación dada. 
4(y?-2y)-9(x?-4x)=68 
a(y"-2y+1)-9(-4x+4)=68+4-36 
4(y-1)?-9(x-2)?=36 
GN Gr 


9 4 


Aplicamos diferencia de cuadrados e igualamos 


a cero el producto para obtener las asíntotas. 


o 


3 2 3 2 
a A A 
3 2 
y=1 x-2 
. EU > L,:3x-2y-4=0 


» 


í | 1 ] 
OCC O 


1s distancias de cualquier 


punto de una hipérbola a sus asíntotas es 


| constante 


9» ECUACIÓN GENERAL DE LA HIPÉRBOLA 
Al desarrollar las ecuaciones ordinarias de una 
hipérbola, sean estas 
2 2 
(ya (A 


en? Or, OA 


OS 2 


E 
a? b? a y 


se obtiene una ecuación de la forma 


(ar +Cy+Dx+Ey+F=0; AC< Ú ) 
ALAS 


| de la hipérbola 
e los 


Esta es la ecuación genera d 
cuyo eje transverso es paralelo a UNO 
ejes coordenados. 


.— 


Teorema 
¿ecuación Pf 
car ÍDAly ADAC <O 


es una hipérbola sl 


2 
"E re0 


JA 4C 
son dos rectas que se cortan sl 


2 2 
ed 
4A 40 
Demostración 
De la ecuación, 


Ad+Cy+Dx+Ey+F=0 


2 2 2 2 
(20, +C PT a E F 
A 44 


Pr — PL ÁÁ — 
C"40?) 44 4C 
2 2 
D EY _D? p? 
dz li 
24) + yc) 2ntacTE 
Cons D? p2 
onsideramosT == £__p 
44 4Cc ** 
2 2 
y dx+p) E 
24 +C ira =T 
Luego, 
“siT 0 
' de la Ecuación representa una hipér- 
dente o transverso paralelo o coinci- 
"Gr el eje X, 


cas A ecuación re 
co 
Ton cUrrentes, 


bola dec uación re 
dente. 0 Mansvers 
e con el ej ey 


Presenta un par de 


Presenta una hipér- 
O Paralelo o coinci- 


> 
dl e 2Y+11=0 


Esta expresión es la ecuación de una hipér- 
bola de eje focal paralelo al eje X. 


e 2-4y+2x+1=0 
(«+ 1)?-4y?=0 
(c+ 1+2y)(+1-2y)=0 
x+2y+1=0 » x-2y+1=0 


Representa a dos rectas que se cortan. 


e 9-y"+18x+4y+14=0 
904 +2x+1)-(y?-4y+4)=-144+9-4 
9+ 1) -2)?=-9 
(y-22-9(x+1)?=9 
(y-2y 


2 
AA +1 =1 
9 (x ) 


Esta expresión es la ecuación de una hipér- 
bola de eje focal paralelo al eje Y. 


10» ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE A 
UNA HIPÉRBOLA 

Para calcular la recta tangente de una hipér- 
bola, se aplica la condición de tangencia, que 
consiste en formar la cuadrática Ax”+Bx+C=0 
de las ecuaciones de la recta tangente y la hi- 
pérbola, y después igualar a cero su discrimi- 
nante. Es decir, A=0. > B*-44C=0. 


A E .. A fa 
[Ecuación dela | Ecuación dela recta 


- hipérbola tangente 
2 2 EN o 
AA 23 | DExpx—a y y =D" 
[sal p? ¡Oe 
y e =i | ba ax aa 
2N- 2 
O, Do sl ( 
A OA e a 
a? SUI a O 
/ a ) 
> p 2] RO ¿—k) X Hi h | 
Y Gn, e 
E ANS 
a : 
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| 


Demostración 


Sea la ecuación 


Derivamos implícitamente. 
(02) -(ay?)=(a7o*) 
2b*x-2a*yy=0 

dix DOG 
a >? MA 
a y ay 


Hallemos la ecuación de la recta tangente 


L. y -yy=M(-X0o) 


ao y Ayo) =b*xpx—b xp) 
> L: D?xox—a yy =0 xp) a (yo) 00) 
Luego, como (Xp; Yo) € bex*-aty?=atb 


> xp) az (yo) '=atb? (1D 


Reemplazamos (I1) en (D. 


L: b?xox—a?y y =a*b? 


10.2, CUANDO LA RECTA TANGENTE A LA 
HIPÉRBOLA TIENE PENDIENTE m 


Ecuacióndela. | Ecuación dela recta 
hipérbola >. | 0” tangenta 


y =mxit Jar? pS 


E 5-5= y = mx Na? =b2n? 
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Demostración 


Las ecuaciones de las tangentes son de la form 
y =MxX+nN 0 d 


Reemplazamos la recta tangente en la ecua. 
ción de la hipérbola. 


baya? 
103 -almx+n)j=a tp? 
(02-a?m?)x?-(2a4mn)x-a(b*4+n?)=0 
Por condición de tangencia 
A=0 => B*-4AC=0 
> (2a?mn)?+4(0?-atm23)a(b?+n2)=0 
A 


n=+valm? -b? (1) 


Reemplazamos (ID) en (D. 


Si P(x y) es un punto de la hipérbola 
b2x2-a?y?=a?b?, las longitudes de sus radios 
focales son 

. r,=PF,=|ex,-a| 

*  ry=PF,=|ex,+a| 

Demostración 

En la gráfica 


— 2 2 
A ¡añ (x,-c) +) 


pS 
a 


ES O E 7 
Luego, como P(xy; y) € Dx“=a y =a b 


22 
cr 


Reemplazamos (II) en (D. 


2 
(1) =0.) dede E 


» la?+0*)(x,)"-2a?cx, +0? (c?-b?) 

Erase 
a 

(ny e? (x,)" -2a?cx, + ala? 

A 


a? 


(1 = (to 7 2a(<)x ae 


(ye (x,)-2aex, +a? 


b*(x)"- ato” 


Se tienen las ecuaciones 
50 2 
e Lib ixyx-a y y=a*p? 


e Ly bixax—ayy=ab? 

Como (Xp; Yo) € L, 

> b*xixy-a?yyp=a?b? M 
Como (Xp; Yo) € L, 


> Dxoxp-ayoyo=a tb? 0) 


Restamos (D) y (ID. 
D?xy(-x3)-a?yoly¡-y2)=0 
Y Yo _b*xp 
X] = X2 ay 
2 
> m2 
a y 


Luego, la ecuación de la cuerda de contactos es 
L.: y yy =m(x-xy) 


(1 =lex -a)? b?x 
¿ | ii (x-x,) 
= h=jex,-a| 0 
2 2 2 2 
Propied A%Yay A Yoy ¡=D x xD "xx 
“PIEdad 2 
Si des L: b?xyx—a?y y =b*x x A Y0y 
o Punto exterior (xp; yy) se trazan 0 
te as a Una hipérbola, el segmen- De (D) 
ama e “e Une los puntos de contacto se > > aia 
y a de contactos y su ecuación es Dx a yy =a0b 


b: Xx ay 1212 
D ci L: t?xox-a?yyy=a*b* 
l 


ción 


La distancia de un foco de la hipérbola a cua 
quiera de sus asíntotas es igual a la longitud 
de su semieje conjugado, es decir, d(F; 2)=b. 


Propiedad 3 


Demostración h 
Sea la hipérbola b27-a?y?=a*b”, cuyas asínto- 
tas las obtenemos igualando a 0. 

be ay=0 

(bx+ay)M(bx-ay)=0 

L,:bx-ay=0 A L;: bx+ay=0 


Si F,(c; 0) es uno de los focos de la hipérbola, 
lb(c) + alo)! + a Me 


Mirra +al 


a(1;%)=% 


> dE 2)= 


d(E;L)=b 


Propiedad 4 

El producto de las distancias de los focos de una 
hipérbola a cualquier recta tangente es igual al 
cuadrado de la longitud del semieje conjugado, 
es decir d(F,; L)xd(F,; S)=b?. 


Demostración 

Sea la hipérbola b?x?— ay=a*b?, cuyos focos 
son F,(=c; 0) y F¡(c; 0). Una de las rectas tangen- 
tes, de pendiente m, tiene por ecuación 


y =mx+Walm? -p? 
> Lomx-y+ atm? -b? =0 


Calculamos las distancias. 


y mo +vVazm? -p? | 


. d(F; 2 
m? +1 
d(Fr; L E mc+x atm? — mc +vVa?m? - o | 
2) 
m+1 
Multiplicamos. 


2223 70 
(ES D)xA (E L)= meine) 


2(,2_,2 2 
als 2) <a(r ya Ele 


ne 2 2 
a(F; 2) x d (Ey; L) = m5 


d(F; L) x d (Fa; 2) = b? 
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Propiedad 5 
La recta tangente a una hipérbola en cualquier 
punto es bisectriz del ángulo formado por los 
radios focales. También se le llama propiedad 
de reflexión de la hipérbola. 


Demostración 


La ecuación de la recta tangente a la hipérbola 


b?x Las ab? es 


L: b?xyx—a*y y=a*b? 
2 
a bx; 


2 
a yi 


Luego, la pendiente de PF, es mM, = 


de la pendiente de PF, es m,= a 
1 


Y ; y la 
Xx +C 


=€ 


Aplicamos ángulo entre dos rectas. 


m,-m 
+ tan0= 
1+ mm 
2 
y _b% 
Xx € ay 


00 =——— FM 
! S E ) 

+ 2 
xXx C ay 


xy (a? + p?)-a?yc 


lime a?) e b? (a? +cx) 
anú= selena?) y¡C (a? + cx) 
p? 
9 tan 0, = — Il 
aid 0 dé y]C id 


IS 
Igualamos (D y (ID. 


m-8"n 1) 
¿EZ 
 (lana= + mm» > tan0=tana 
ex Y os 0 =(QX 


» nota 
Las cónicas se pueden clasificar también 


según su excentricidad, el cual se conoce 


como ds 


2 2 
ex) ay? + btcx d(P:F) 
A EA EL e 
xy (a? +bla a?cy da(P; 7) 


-finición general de una cónica. 


lana = 


donde Fes el foco y L, la directriz asociada. 


mn dó ] E 
O<e<1l = elipse 


ab? + bx, 


Xy Cc" + a*cy, 


lana. = 


o =>! - parábola 


e>1 —= hipérbola 


Las torres de enfriamiento 


Las torres de enfriamiento que se utilizan en las plantas de energía nuclear sirven para reducir 
la lemperatura del agua que se emplea en los procesos de generación de energía eléctrica. El 
objetivo es lograr que la temperatura del agua alcance niveles adecuados para poder recircu- 
larla, reutilizarla o descargarla en algún río o laguna cercana a la planta. En el diseño de estas 
torres, los ingenieros enfrentan generalmente dos grandes problemas: la estructura que debe 
ser capaz de resistir fuertes vientos, y el diseño que debe optimizar el uso de los recursos en 
su construcción, es decir, hay que construir usando la menor cantidad posible de materiales. 

Las torres construidas con secciones hiperbólicas (hiperboloides) han resultado la mejor solu- 
ción, de modo que prácticamente se han adoptado 
parte, su forma hace que se requiera una menor cantidad de materiales para su construcción 


como la solución estandarizada. Por una 


que con cualquier otro de los diseños viables, especialmente en lo que se refiere al espesor 
de las paredes. Por otra parte, el comportamiento ante el empuje de viento resulta mucho más 
eficiente con esta sección. 

La forma hiperboloide de la torre es ancha en la parte superior y delgada en el medio, Jue 
ayuda a la torre a producir energía de manera más eficiente. Los científicos llaman a las hiper 
boloides torres de refrigeración húmeda porque usan enfriamiento por evaporación. 

a de re- 


El uso principal de las torres de refrigeración industrial es rebajar la temperatura del agu pad 
mi 


frigeración utilizada en refinerías de petróleo, plantas petroquímicas, plantas de procesa 
de gas natural, fábricas de aceros y otras instalaciones industriales. 


xp1>- 
unam M 
Adaptado de <https: Pvawvevs bunam 
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== 


Problemas resueltos 


oroblema 1 o 
ña cuación que describe la hipérbo- 
ac 


sminela € 
petermine 2) y (6; 2) y cuyaexcen- 


E 10: 
avértices son (10; 
Uy os Ve 
lacu Ñ 
mo] 
ticidad es 5 
resolución 


Sean los vértices v¡(6;2) a v,(10; 2). 


+ avi v,) =2a 


42% => a=2 


L 
aia 
1 


I 
MN|i0wW mm|iou 
a 
Ú" 
0) 


Aplicamos c*=4?+p?, 
> FA 
b=4/3 


Merz 
Además el centro de la hipérbola es 


c=1+% 
2 
C=(8; 2) 


eem 
Plazamos en la ecuación de 


(ep? 
q p? =] 


la hipérbola. 


a tiene f 
ota. 0Cos en (4; 0) y (4; 0); y 


Mas rect e, 
as y = : 
tn 80 ze +5-Sisu centro 
ne y, e “origen de coord 
ación rdenadas, de- 


Resolución 
sean los focos (4,0) » FX -4; 0). 
3 d(Fy; Fy)=2c 

8=2c 

c=4 


De la ecuación de la asíntota 


Como 
ce=a*4+b? 
42=(2b)'+b? 
4 


e 


8 
> a== 


Ys 


Reemplazamos en la ecuación de la hipérbola. 
AA 
UD 
A 
64 16 
5 5 


5x*-20y?=64 


Problema 3 

El punto P(6; 5) pertenece a la hipérbola Ha- 
lle su ecuación si las longitudes de sus radios 
vectores son 13 y 5. 


Resolución 
Por definición 
[a (P; F,)-a(P; F,)|=2a 


13-5=2a 
a=4 
Entonces la ecuación de la hipérbola es 
a y =1 (3) 
16  p? 
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Evaluamos el punto P. 


2% ¿1 
le y 

P(6,5)e =-%3= 
(6; 5) e 16 


Problema 4 


Calcule los valores de n para que la recta 
L. y =4x+n sea tangente a la hipérbola xy+1=0. 
Resolución 
De la hipérbola 

xy+1=0 

x(4x+n)+1=0 

A2+nx+1=0 


Por condición de tangencia 
A=0 => B?-4AC=0 
> nM-4(4)()=0 
n=16 


n=:x4 


Problema 5 


Determine la ecuación de la hipérbola equiláte- 
ra que tiene un foco en F(- 1; 2) y directriz aso- 
ciada en la recta de ecuación 2: 2x+y-5=0. 


Resolución 

Dado que la hipérbola es equilátera, su excen- 
tricidad es /2. 

Por definición general de una cónica 

d(P;F) 

d(P; L) 
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A] 
a (+1 +(y-2y 
12% 4 18 
Y2_ + D + (y-2Y 


VS [2x+y-=5] 


Elevamos al cuadrado. 
Za. E 
A E A 
5 4x%4+y?425+4xy-10y-20x 


3x"+8xy-3y?-50x+25=0 
Problema 6 


Halle la ecuación de la hipérbola cuyas asínto- 
tas son las rectas 2x—5y+10=0 y 2x+5y-30=0, - 
y uno de sus vértices es el punto (0; 4). 


Graficamos. 


Sea el centro de la hipérbola C(a; 4). 
> (a; 4) e 2x-5y+10=0 
> 2a-5(4)+10=0 > a=5 


De una de la asíntotas 


ad 
Luego, la ecuación de la hipérbola es de la form 
mn? (y-aY a 


A Z 
| Cal, 


25 4 
4x?-25y?-40x +200y-400=0 


a hipérbola de centro en 
» real sobre el eje de ordenadas y 
os puntos (4; 6) y (1;=3). 


Resolución 
De los datos, ] 
y ES 


| 


a ecuación de la hipérbola es 
NS 


Ahora evaluamos los puntos dados. 


e 0 


1 
PA a 


Resolvemos las ecuaciones (1) y (ID. 
5 (q= z A b=2 
z a 


Reern 
Plazamos e ió 
nl 
, a ecuació 


poa n de la hipérbola. 
LX 


Problema 8 

Hallo le 
Cuacj 

Mo nel e de la hipérbola que tiene su 

iia a , eje real Sobre el eje X, ex- 
2 Ylado recto ; igual a 6. 


Solu 
de los Ción 


Atos 

2 =9S, la 

Xx 9? Cua . 

Y Clón de ”, 

es la hipérbola es 


De la excentricidad 


ec Ae Y 
2 a 2 

> c=V7k a a=2k 

Reemplazamos en c*=a*+b?, 

> TR 7=4R?4b? 


b=WV3k 


Calculamos la longitud del lado recto. 


m2. 23) 


a 2R 
> k=2 
> a=4 a b=243 


Reemplazamos en la ecuación de la hipérbola. 


e yÉ 
16 12 
3x?-4y*=48 


Problema 9 

Halle el lugar geométrico de los puntos (x; y), 
cuya distancia al punto fijo (0; 4) es igual a 
4/3 de la correspondiente a la recta 4y-9=0. 


Resolución 
Graficamos. 
J 
IR v.y) 
(0; 4) y 
——> 
yd 
donde 
: 2 
- 4rk=(x-0*+(y-4) 
9 
3R=y-5 


4 


Dividimos. 
2 
4 yx +(y-4) 
30 2 
Y=7 


Elevamos al cuadrado. 
16y?-72y+81=9(x?+y*-8y+16) 
16y?-72y+81=9x?+9y*-72y+144 
7y?-91?=63 


Problema 10 


(Ax +3y+5)(1x-3y+11)=-144 
16x?-9y*+64x+18y+199=0 
16(x?+4x+4)-9(y?-2y+1)+199=64-9 
16(x+2)2-o(y- 1)2=-144 


(y-1) (+2 E 
16 g9. 


1 


Durmtal sa pra, e de 
Problema 11 


Las asíntotas de una hipérbola forman un án- 
gulo de 60% con el eje transversal. Halle su ex- 
centricidad. 


Graficamos. 


Halle el lugar geométrico de los puntos 
cuyo producto de distancias a las rectas 


4x-3y+11=0 y 4x+3y+5=0 es igual a = 


Resolución 
Sea P(x; y), entonces por condición 


a(P; 2): ar; Pr 


- [Ax+3y+5] 4x-3y+11]_144 2 tan60o=> 
VEA E 
|[(4x+3y+5)(4x—3y+11)|=144 a 

Luego, tenemos dos respuestas: 3 + 

*  (4x+3y+5)(4x-3y+11)=144 de? 
16x?-9y?+64x+18y-89=0 a 
16(x?+4x)-9(y”-2y)-89=0 Ea 

a 


16(x?+4x+4)-9(y?-2y+1)-89=64-9 
16(x+2)*-9(y-1)?=144 


CEN (y - 1! Le 4=e? 
9 16 6 
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Resolución 
problema 12 Aplicamos el mé 


todo práctico para hallar las 
asintolas, 


nérbola 
hai a hiper Yo. o. 
ed be -ary=0 
io =1 
A Dx -(1Y k— = 
ab tro en el origen de coordenadas y (bx+ayYbx-ay)=0 
¿entra > . ; e = 
con ce tangente cualquiera a ella. Si A bx+ay=0 a bx-ay=0 
recta talle .. 
una hs unto de intersección de la tangente Y=-Íx pa y=lx 
es € ld y y B es la proyección del punto cl a 
con (al 0 Y . . 
de angencia sobre el eje X, calcule OA- OB. A 
e ki x a x a 
b b 
cjución tland=-— A tana. == 
Resolucl a a 


Graficamos la hipérbola. 
Como a € (09 90%), escogemos 


b 
tana =— 
a 


Elevamos al cuadrado. 


R 2 
tan == 
a 
2 2 
2 =q 
tan? a = 2 
a 
e CY 
secta=1=[£) -1 
Sea] Ñ 
fala recta tangente secta=e? 
9% YY _ 3 
ño y? e=seca 
39. A my > 
as Problema 14 


Calcule el valor de n para que la recta de ecua- 


Consi 2d 
"eramos y=0. ción y=2x+n sea tangente a la hipérbola 


>) xs Y De ye A 
U —t= 
bs EN) 16 9 ' 
úl Resolución e 
- Reemplazamos y=2x+n en la ecuación 
A 2 Y. 
np 16. 9 
| oblea 13 9x?-16y*=144 
Says 9-16(2x+m)=144 ) 
Cón q £dida de] 2 2_ 4 2 ,4nx+r? =]44 
ho "e asíntota angulo agudo de inclina- 9x7 164x 2144 
| la az de la hipérbola 912-64-64nx-16n%= 
e] 


_55x2-64nx-16n*-144=0 
5512 +(64n)x+( 6n? + 144)=0 


Aplicamos discriminante. 
B?-4AC=0 

53 (61m)? -4(55)(16n? +144) =0 
64n? - 55 (1? +9) =0 
9n*-495=0 


Problema 15 
Halle el área de la región triangular formada por 


las asíntotas de la hipérbola x?-4y*=16 y la rec- 
ta L: 3x-2y+12=0. 


Resolución 
Aplicamos el método práctico para hallar las 
asíntotas. 

2 —4y?=0 

(x+2y)(x-2y)=0 

x+2y=0 n x-2y=0 


Al resolver las ecuaciones 
3x-2y+12=0 a x+2y=0 
se consigue el punto de corte Bl a 


De igual modo, al resolver 
3x-2y+12=0 an x-2y=0 
se consigue el punto de corte A(-6; -3). 


Graficamos. 
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y 
Luego, el área de la región triangular ABC ser; 
3 erá 
-3 pd 
2 
s= 16 =3 
210 
po 
2 
s=-9-9 > s=2-18] 
2 2 


Problema 16 

Si2x+3y=12 y 5x-2y=11 son las asíntotas de 
una hipérbola que pasa por el punto P(2; 6), 
determine su ecuación. 


¡esolucion 


La ecuación de la hipérbola es 
(2x+3y-12(5x-2y-11)=n (5) 


Evaluamos (x; y)=(2; 6) en (+). 
(2x2+3x6-12)(5x2-2x6-11)=n 
(4+18-12(10-12-11)=n 
d10E13=n 
n=-130 


Reemplazamos en (*). 
(2x+3y-12)(5x-2y-1 1=-130 
10x?-4xy-22x+15xy—6y”-33y -60x+ 

24y +132=-130 


10x2+11xy-6y?-82x-9y+262=0 
Problema 17 


Del gráfico, halle el lugar geométrico Qué des- 
cribe el punto P. 


YA 


nn 


esolución 
Del gráfico 


e 0 


aplicamos rectas perpendiculares. 
Ma Xx Mc =-] 


A 
O 


n= 2x-4 
y (ID 
alamos (1 y (1D. 


Y y 


BR 


MO Pa 
est : 
> Due dea “ a igual di 
DO de Curv 


; Stancia del punto 
unferencia LYZA, ¿A qué 


Resolución 
Graficamos. 


*  d(O;P)=n+2 


dx? + y? = 42 


n=vVx?+ y? -2 (D 
* «NP: Ajen 

Ge - 4)? +(y-0)=n 

(x-4)*+y?=n? (ID 


Reemplazamos (1) en (ID. 
(ay? -2) =(x-4) + y? 
«e 4y? 4x4 y? 44 -8x+16+ y? 
4 (x? 4 y? =-8x +12 
alx?+ y? =-2x +3 
Vx? + y? =2x 3 
Elevamos al cuadrado. 
x+y"=(2x-3) 


A +y dx -12x+9 
3x2 -12x+9-y?*=0 


2 
2. y 

O) A | 
(x - 2) 3 


Por lo tanto, P pertenece a una hipérbola. 


oe o—————— 


Problema 19 

Halle el ángulo agudo de la intersección de las 
asíntotas de la hipérbola 
9x?-y?-36x-2y+44=0 


Resolución 
Completamos cuadrados. 


9x?-36x-y?-2y+44=0 
9(1?-4x)-(y?+2y)+44=0 
9(1-4x+4)-(y"+2y+1)+44=36-1 
9(x-2)-(y+1)'=-9 
(y+1)?-9(x-2)'=9 


2 
a 


Luego, las ecuaciones de las asíntotas son 
L; = -(x-2)=0 
L:3x-y-7=0 
> m;¡=3 
. LUZ + (x-2=0 
Ly: 3x+y-5=0 
> m3=-3 
Aplicamos ángulo entre dos rectas. 
mo - My 


tan0 = 
1+ mam, 
pal 
4 


9=37" 


Problema 20 
Una hipérbola tiene como asíntotas y = y 
pasa por el punto (2; —5). Halle la ecuación de 


la hipérbola. 


Resolución 
Las asíntotas son 


3y+5x=0 a 3y-5x=0 
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A 
Entonces la ecuación de la hipérbola es 

(3y +51) (By -5x)=n 

9y-251=n (*) 


Evaluamos el punto (2; —-5). 
(2; -5) e 9y?-25hé=n 

> 2-5) )-252'=n 
n=125 


Reemplazamos en (*). 


9y?-251=125 
y _%_ 
125 5 


Halle el área de la región sombreada. 


A 


Resolución 


Del gráfico 


IN g pS 


Hallemos la ecuación de la recta L 


L. Fale 
a b 

L. bx+ay=ab 

ab-— bx 


> y= 
a 


lazamos en la ecuación de la hipérbola 
aze 
Reemple 
equilátera. 

yan 

ab— :E] E 
Y Joa E 
: a 


pé-abx+an=0 


De la discriminante 
A=0 

> (-aby-4(b)lan)=0 
ab=4n 


Hallamos el área del triángulo sombreado. 


Problema 29 

ES la ecuación de la hipérbola cuyas direc- 
Ces son X= 2 y x=6: 

(12,0), ; Y Uno de sus focos es 


Resolunj 
Ssolución 


Craficamos. 


De 

Stáfñio 
Cr. fico 
sg.) Centro de la hipérbola es 
“más 


nl D C=8 


ud 
2 29 
Cc 
2 
2. > a=16 


Sabemos que 
c2=a?+p? 

> 64=16+b? 
b*=48 


Finalmente, la ecuación de la hipérbola es 
Ga? (yr 


——= 1 
a? p? 

(x-4) (o) ed 
16 48 


3(x-4)?-y?=48 


5) 


enkhlarma 092 
Problema 23 


En una hipérbola de focos F, y F, se traza una 
circunferencia de diámetro FF, el cual inter- 
seca a una de las ramas de la hipérbola en P. 
Si (PF,)(PF,)=18, calcule la longitud del eje 
conjugado. 


Resolución 


Graficamos. 


Por definición de hipérbola 
m-n=2a 
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Elevamos al cuadrado. 
(m-n)=(2ay 
né+n?-2mn=4a* 
4c?*-2(18)=4a* 
c-9=a* 
c2-a?=9 
b*=9 
b=3 

. 2b=6 


Problema 24 
Si AB=EC y B(4; 2), determine la pendiente de 
la cuerda AC, 


Resolución 
Analizamos los puntos Á y C. 
e A(xy¡) € 12x”-9y=108 


> 12(x,)-9(y)?=108 0) 
e C(x»; yo) €12x?-9y?=108 
> 12(x,)?-9y,?=108 (ID 


Restamos (l) y am. 
126)? (:9)-90*-(y3)=0 - 


12(x,+x2)(x%, -x2)=9(y, +Y2)(Y1-y2) 
Y Ya _ 4(X1 + xo) 


1001 
Xx] -— Xo 3(y, +y2) ( ) 
Como AB=BC 
X] +X2 Y1+Y 
>  £-=4 ——_—_—_—_—— 
2 ¡e 


Xx +xXx2=8 A Yi +y2=4 


Reemplazamos en (III). 
AJA 4(8) 
x(=Xo 3(4) 


8 
MAc=E 


Problema 25 , , 
E Bo =1, donde 
36 20 >” 


la ecuación de una de sus directrices tiene por 


Dada la ecuación 


dG Q 
ecuación x = P4+—=. Calcule P+R-0. 
7 Q 


De la ecuación se determina que 
e C(AarR)=C00; 4) 
e a%=36 > a=6 


+ b2=20 > b=2V5 


Sabemos que c2=a*+b* 


> c*=36+20 
C= 2/14 
Luego, la distancia entre las directrices está 
dada por 
2 
9d = 207 
Cc 
2 
d==— 
Cc 
36 18 
2/14 4/14 


Así las directrices tienen por ecuación 
a AAA 


De la segunda 


. P+R-Q=6 


p— ÓN 


Halle Tae dicte viac ela a 
allemos las distancias del punto P alas asíntotas. 


problema 26 
Se tiene la hipérbola con eje conjugado per- dj [bx - ayol 
e 2 ee e a 5 = —== 
pendicular al eje de abscisas y centro en el PES: 


punto (4; 1); además, la longitud de su eje 

transverso es igual a la longitud de su lado rec- > de 
to. Si la distancia entre Sus directrices es igual a? + p? 
ad, halle la ecuación de la hipérbola. 


E [bx + ayo| 


Resolución + q ay = asp? (1) 
La ecuación de la hipérbola es de la forma 
2 
(a xr y 
a p? el Como bos Y0) 737 =1 
Del dato, el eje transversal es igual al lado recto. > xo - Yo” =1 
9 2 2 — 
2D” a 19) 
la=— > a=b 
Reemplazamos en c?=a*+b? ] y 
có=a?+b*. 
> d=d+a? Reemplazamos (II) en (D. 
c=/2a | alp?| 
Ademá : arpa 2, p? 
“esmas, nos dicen que la distancia entre las at+b 
directrices es igual a 4. 2,2 
2a? 2 2 a“b 
— == 4 es a” eS e. d; . d; = 2 2 
C Si at+b 
2a 
4=2 
y2 Drehlema 9£ 
emplaz Problema 28 
a .. dsd a 7 e 
led mnos:én > ecuación de la hipérbola. Determine la ecuación de una hipérbola cu- 
A M, yos focos están en los vértices de la elipse 
eat E 16x?+25y?=1600 y las directrices pasan por los 
V=(y-1*=8 focos de la elipse. 
Problema 07 Resolución 
“da Una hina De la ecuación de la elipse, 
i 2 2 
| Pérbola de ecuación LY - 1 y 1612 25y? 
% Punto p a p o dp 
rod Ao Yo) de la hina 1600 — 1600 
UCto de las ista a hipérbola, calcule el 
n ' 
Soluess Clas de P a las asíntotas. sl + y ES 
Malos ya 100 * 64 
y e ASÍNtotas co z 
En P o nel método práctico. > a?=100 » b?=64 
: a=10 A b=8 
Es = ¿pie? 
> de a pb En la elipse, como a”= 
9%=0 12 2 
A > 100=64+c 
x=ay=Q 


c*=36 > c=6 


| 
| 
| 


Del dato, los focos de la hipérbola pasan por 
los vértices de la elipse, sean estos 


V¡(-10;0) a v,C10; 0) 
> c=l0 


Además, las directrices de la hipérbola pasan 
por los focos de la elipse, sean estos 


F(=6;0) a Fa(6; 0) 
> 20 =—=6-(-6) 
20” _1) > a=60 
10 
En la hipérbola, como c?=a?*+b? 
> 100=60+b?* 

b*=40 


Finalmente, la ecuación de la hipérbola es 


0 
a? p? 
e Yy_ 
60 40 


Problema 29 


Se tiene una hipérbola de focos 

F¡(7,-3) a FA(-3;-3) 

y una recta tangente 5x-3y-28=0. Halle la 
ecuación de la hipérbola. 


Besolución 


Hallamos el centro de la hipérbola. 
C= F + F) 


(33) 
2 2 


C=(2; -3) 


Hallamos la distancia focal 
2c=7-(-3) 
2c=10 => c=5 


696 


Por propiedad de la hipérbola 
AF; L)xa(F,; L)=b? 
[5(7) - 3(-3) - E [5(-3) - 3(=3) - 1553) -33)-28| _ 


5 + Y5) + (3) 


EN p? 
/34 "4/34 


b*=16 


Por la relación pitagórica 
c=at+b? 
> 25=a*+16 


a“=9 


Finalmente, la ecuación de la hipérbola es 


Ga? MR, 


a? p? 
A a 
9 16 


Problema 30 
Parametrice la cónica de ecuación 


36y”+360y-64x7-—256x-1660=0 


Resolución 
Transformamos la ecuación a su forma ordinaria. 


36(y? +10y) - 64(x? + 4x)=1660 
36(y2+10y+25)-64(x?+4x-+4)=1660+900-256 
36(y+5)?-64(x+2)?=2304 


36(y +5) 64(x+2 _ 


2304 2304 
(y +5) Mtz 2* Si 

64 36 
(y+5) (x+2? -1 

ga ea 


na 


nte, para parametrizar la ecuación te- 
a e , 
Finalm 


os dos formas: 


nu entidad sec?0-tan?0=1 


+ Usamos la id 
a y+5=8sec0 A x+2=6tan0 
y=8sec0-5 A x=6tan0-—2 


(xi y)=(Gtan0-2; 8secó— 5) 


+ Usamos la identidad esc*0—cot?0=1 
> y+5=805c0 A x+2=6cot0 
y=8cscg-5 a x=6cot0-2 


. (x;y)=(6cot8—2; 8csc8-—5) 


Problema 31 


Halle la ecuación de la hipérbola, cuya excen- 
ticidad es /17 y uno de sus focos es F(1; 2); 
además, la directriz asociada es .£: 4x — y+2=0. 


Resolución 


Por definición general 
d(P, F) 
de.) = €, donde P(x; y) 


de una cónica 


2x4] ty 


8x-1=0 


Es de Una h; 
a hipé : 
17 Sob Pérbola So 3 
e o las tectas na=b=2,/2 


A y 
Mamerto 2: A+y 4=( 


-Caley as 
le la Ecuación de la curva 


Resolución 
Graficamos. 


Aplicamos distancia de un punto a una recta. 
y be+y4]_ lx+y-4] 
o XxX = —— oo 
11% 4 12 v2 
x-y+4]_|x-y+4] 


En 
d 12 4 12 J2 


Reemplazamos en la ecuación. 


A MY, 
al pas 


(xry-4P (a y+a) 
2 E 


8 8 
(x+y-4)-(x-y+4)%=16 


Lx+(y-4)P-[-0 9] =16 
Aplicamos Lsgendie: 


4x(y-4)=16 
xy-4y=4 


xy -4y-4=0 


Problema 33 


Halle el ángulo formado por las rectas tangentes 
eo 2 Da 
trazadas del punto (5; 7) a la hipérbola x y=8. 


Resolución Finalmente 
Graficamos. Es Mo, My 
1+ mom 
tanO = JO 
37 
0= arcian[ 55) 
37 
dd Otra forma 


Sea la recta tangente 
Pp. y =Mmx+n 


Como (5; 7) e y=mx+n 
> T=3m+n 

Sea la recta Z tangente a la curva en el punto n=7-5m 

de contacto (xp; Yo), entonces la ecuación de Reemplazamos. 

esta recta es 2: xy =8. 


'=mx 8 
Como (5; 7) e xpx—yoy=8 - y=mx+(7-5m) 


> 5xp-7yo=8 Reemplazamos en la ecuación. 
y _9Xp8 x2-y?=8 
¡O 2 2 
x“-(mx+7-5m)=8 


ao A Operamos y reducimos. 


2 nia 
e Us (1-1) 2410m*-14m)x+(70m-25m*-40)=0 
Reemplazamos. 
o (Sx.-8 Y Por condición de tangencia 
(xo) (2) =8 A=0 


a — 
3(xp)+10xp-57=0 > B“-4AC=0 j e 
(3x,+19(7-3)=0 (10m? 14m) -4(1 -m2[70m-25m -41)= 

0 0— = 0 


E A Le a me ) (17m-19)(m-3)=0 
072 NAT =— -— 
3 3 3” 3 EY mea 


* x=3 > y=1 > NGD 17 


Finalmente 
Hallamos las pendientes. ma - My 
17 tan0= a 
7+ = 8 + Mam; 
M=—E*3 16 
5+ 19 17 tan9 = 37 
ms 3 +. O=arctan (5) 
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problema 34 MEE 
la elipse pe Pi 

geométrico determina el punto P si 
"o en forma paralela al eje menor? 


Sea la ecuación de 
yu a 


¿Qué juga! A 
Ri se mueve 


Resolucion 


Del gráfico 


De] ¡ 
a Ecuación de la recta 


A ¿E 
y20-)=0 que pasa por PM 
e rlt=g) 
a 
y= Y 


Ndo el si 
he ae — Stema (1) y (ID) obtenemos 
y A pal 


== 


o > 


D 
$ 


roblema 35 

Los vértices de una hipérbola son V,(-3; -3) y 
V¡(3; 3). Halle las ecuaciones de las directrices 
si la excentricidad es 3. 


Dar HPA 
Resolución 


Graficamos. 


Notamos que 
a(V; Va) =64/2 


> 2a=642 
a=34/2 


Del gráfico 


Por lo tanto, las ecuaciones de las directrices son 
*  L¡:y-1=tan135%(x-1) 
y-1=-1(x-1) 
L¡:x+y-2=0 


e Lyy+l=tani35%(x+1) 
y+1=-1(x+1) 
Lo.x+y+2=0 


Problema 36 


El eje conjugado de una hipérbola está conteni- 
do en la recta y=4 y la ecuación de una de sus 
asíntotas es 3x+4y=22. Si el foco que está más 
alejado del origen se encuentra sobre la recta 
9x-2y=0, halle la ecuación de la hipérbola. 


Resolución 

La intersección de la asíntota y el eje conjuga- 
do es el centro. 

> 3x+4(4)=22 >= x=2 

> C(h; R)=(2/4) 


Ahora, el foco más alejado es de la forma 
F(2; 4+c) 
> (2; 4+c) € 9x-2y=0 
> 9(2)-2(4+c)=0 
c=5 


Dada la ecuación de la asíntota, tenemos que 
a 3 


ba 
3 a=3n a b=4n 


Como c*=a?+p? 

> 25=9n*+16n? 
n=1 

>a=3n b=4 


— 


Finalmente, la ecuación de la hipérbola es 


(y-eP_ Gen, 


a? p? 
(y-4y (2) -1 
9 16. 
Problema 37 


Halle la medida del ángulo que forman la hi- 
2 

pérbola x?-y?=5 y la elipse OS en el 

punto P(3; 2). 

solución 


Da 
nos 


Aplicamos derivación implícita en la ecuación 
de la hipérbola. 


(1? - y?) = (5) 
(x2)'- (y2) 0 
2x-2yy'=0 
«2 
y 
Xx 
> m; — 


Reemplazamos (x; y)=(3; 2). 


3 
> dd 


Aplicamos derivación implícita en la ecuación 
de la elipse. 

(8x? +18y2) = (144) 

(8x?)'+ (18y?) =0 


16x+36yy'=0 
,_ 16x 
36y 
> M,= E 
9y 
Reemplazamos (x; y)=(3; 2). 
-4 
2 9() 
al 
3 


n— 


1, las rectas tangentes a la hi- 
=- 1, ld 


Mo 0.0 
slipse en el punto P(3; 2) son per- 


Como my 

f »r 
sárbola y la € 
pendiculares: 


. ac QNO 
jo tanto, el ángulo que forma es 909, 
Por io LM” 


Problema 38 

una hipérbola, se trazan las cuerdas foca- 
dh y CD que se intersecan en el foco F., Si 
(AF) (FB)=A(CENED), calcule AB/CD. 


Resolución 
Graficamos las cuerdas focales en una rama 
de la hipérbola. 


Por definición general de la cónica. 
6, AF 
a > AF=(A4)e 


Sea 


Mam Pame 


ilogamente, 
F=ne: DF=qe; CF=pe 
AB, 
Mp < e) m4 (meJn 
AAN 


Me + ne 
MF - ¿mn 
ld 


M+n I 
Ccp (1) 


MF = (pe)g + ( 


98)p 


Pe+ 
MF 2pp 
P= <pq 


P+g 


(1D 


Igualamos (1) y (ID. 
mn pq 


min Pp+q 
_, ÍmeXNne) _ (pe)(ge) 
(m+n)e  (p+q)je 


(AFXMBF) _ (CF)NDF) 
AB CD 


AB _ (AFXEB) 
CD (CFXED) 
AB _ 
cb 


TA ms 1 me % 
Problema 39 


Calcule la ecuación de la hipérbola que es tan- 
gente a las dos rectas 


5x 6Y 1 13x 10y 


= AM ——=—== 


16 16 48 48 
y sus ejes coinciden con los ejes coordenados. 


Darni 


MOSOIUCIoOn 


Sea la recta tangente de la hipérbola 
502 y? 
a* Abi 

En el punto (Xp; yo) es 


b*xyx-a?yyy=a?b? 


5 2 
== =—b 
X0 16. A Yo 16 
2.2 
5 26 a) _ Y_ 
Como (xo; yo) =[ ¿50% 20 0 p? 
2 2 
(150) (560) 
16 16.2 9 
Sa Je 2 _ 346.7. 
a? be 
25a?-36b?=256 (0 


Luego, la recta tangente de la hipérbola 


pe 
pe 


2 
-Y_ -1 en el punto (Xy; y1) €S 
a” ps 


b?x,x-a?y y=a*b? 


+. A y 0pa A AS 
48 48 dl e AA 5) SS . 
[es A 9 . y a re Ed qe > 
13 310,2) x2 y? dor A 
Como (xy; (Za 0 A Caundaria ria De 
( 1 y1) 48 48 a? p? J maestra 
9] (1062) Resolución 
> 483 148 25] IL. Graficamos. 
| po p? 
A barco 
Al 2 o) e 
| 169a*- 100b*=2304 (1D yA — 
| hiperbólica 
| Resolviendo (1) y (ID 
| at= 16, b?=4 ] 3 litoral 
(E) 
2 2 SÓLA 29 
SA: = estación tierra ¡N estación 
16 4 emisora emisora 


secundaria maestra 
4— 200 ——t+—— 200 —— 
Problema 40 
Puesto que la diferencia de tiempo es de 
0,00086 segundos y la velocidad de la luz 
es 300000 km/s, la diferencia entre las dis- 
tancias del barco a cada estación es 


Dos estaciones Loran están a una distancia de 
400 km entre sí a lo largo de un litoral recto. 
Un barco registra una diferencia de tiempo de 


0,00086 segundos entre las dos señales Loran. d=VYxT=(300000)(0,00086)=258 km 
| I. ¿En qué lugar tocaría tierra si siguiera la hi- => d(barco; F)- d (barco; Fz) = 258 
| pérbola correspondiente a esta diferencia 2a=258 
| de tiempo? a=129 


II. Si el barco quiere entrar a un puerto localiza- 
do entre las dos estaciones, a 25 km de la es- 
tación maestra, ¿qué diferencia debe buscar? 


Por lo tanto, si el barco sigue la O 
tocará tierra a (200-129)=71 km de la 
tación maestra. 
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1 graficamos- 


A barco 
bayectoria 


hiperbólica 


yA 


puerto 


+ 


150 20 d 2947 


Para tocar tierra a 25 km de la estación 
maestra, el barco debe se 


guir una hipér- 
bol 


a con a=150, por lo que la diferencia 
constante entre las distancias del barco a 
cada estación es de 150 km. 


Por lo tanto, la diferencia de tiempo que el 
barco debe buscar es 
_d_ 150 


V 300000 
T'=0,0005 segundos 
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Test 


Si la distancia entre las directrices de una 
hipérbola es 4 y su excentricidad es 4/3, ha- 


- lle la longitud del eje conjugado. 


A) an B) 8v7 C) 10d 
D) sd E) 1647 


Las ecuaciones de las asíntotas de una 
hipérbola son 2x-y=0 an 2x+y-8=0 
Halle su centro. 


AM Q4) 
D) (2; 6) 


B) Q;3) C) (1,4) 


E) (155) 


Los focos de una hipérbola son (+10; 0) y 
las ecuaciones de sus asíntotas son y=+2x. 
Halle su ecuación. 


at o 
10 80 
2 ¿e 
7 
la] 
E) 10 60 
E 
O Lots 
20 40 
dh 42 
py Lts 
20 80 
2 2 
A 
5 30 


Calcule la ecuación de la hipérbola que 
tiene sus vértices en (-2;-2) y 2; 4) y su 
excentricidad es igual a /3. 


(y-1' CN 


A) 9, 18 A 
B) (y-D" (x+2) a 
9 , 16 , 
o (y-D% (+2) af 
6 10 : 
py) LI 
5 18 
2 2 
y LE e, 
4 12 


Calcule las longitudes de los radios vectores 
del punto P(6; 5) de la hipérbola 5430, 


A) 5y 12 
D) 6y 13 


B) 8y12 0) 4y10 


E) 5y 13 


Calcule la longitud del lado recto de la 
hipérbola 9y?-4x?=36 


A) 10 B) 8 O 12 
D) 6 E) 9 


Calcule la excentricidad de la hipérbola 
4x?-9y*=1 


y 3 RE 05 
2 3 
D) 6 E 


Los extremos del eje conjugado de una hi- 
pérbola son los puntos (0; +3) y la longitud 
del lado recto es 6. Halle la ecuación de la 
hipérbola. 


B) -y=8 0) 4y=6 
E) 2-y=10 


A) x2-y?=9 
D) x-y=5 
Una hipérbola tiene su centro en el origen 


de coordenadas y su eje transverso sobre 
el eje X. Halle su ecuación si su excentrict 


dad es a y pasa por el punto P(2; 1). 


A) EA 
B) E 
9) 5 
D) A 
2 
2 
E) *-E=1 


yea RÁ 
ni ipérbola que pasa 

vación de la hiper pon : 

tos 463: -2) y B(7; 6) si tiene su 

por los pa el origen de coordenadas y su 

de Mansverso coincide con el eje X. 

e 


yy, Halle la ec 


ej 


2 5y? 
x _“Y_=1 
y 4 16 
de Y. 
id - ja 
0 Y ds] 
2 8 
2 ¡2 
D) E el 
2 12 
¿2 cal 
E) 3 
5 10 


. Halle la ecuación de la hipérbola que pasa 
por el punto P(2; 8), tiene su centro en el 
origen de coordenadas, su eje transverso 
sobre el eje Y, y una de sus asíntotas es la 
recta 2y-V7x =0. 


12, , 
Pe las asíntotas de la hipérbola 
9 =Ax+36y-4] =() 


A) 


e A X+3y-4=0 
=2y+1=( A x+2y-2=0 


A. 


C) x-y+3=0 2 x+y-6=0 
D) x-3y+4=0 » x+3y-8=0 
E) x-4y+1=0 2 x+4y-2=0 


15. Calcule el ángulo agudo de intersección de 


las asíntotas de la hipérbola 
(y+1)?-9(x-2)?=9 


A) 450 B) 379 53 
D) 309 E) 60% 


4. Calcule la ecuación del lugar geométrico 


de un punto que se mueve de tal manera 
que su distancia al punto A(3; 2) es igual al 
triple de su distancia a la recta 2. y+1=0. 


A) 12-8y?-6x-22y+4=0 
B) 2-8y*-6x-20y+4=0 
O) 2-6y?-6x-22y +3=0 
D) 12-6y*-5x-15y+1=0 
E) x2-5y?-3x-20y+2=0 


5. Calcule la ecuación de la hipérbola con 


centro (0; 0), focos sobre el eje X, distancia 
entre directrices igual a 4 y que pasa por el 
punto P(4; 3). 


A) 3x*-2y?=3 
B) =2y*=3 
0) 2-y?=3 
D) -y=6 

E) 4é-3y=1 
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Problemas propuestos 


Nivel básico 


Halle el área de la región triangular forma- 
da por las asíntotas de la hipérbola 
9x?-4y?=36 y la recta x-5=0. 


A) 75/2 
D 6 


B) 65/2 CJ 3 


E) 7 

Los focos de una hipérbola coinciden con 
2,2 

los focos de la elipse +5" l. Halle la 


ecuación de la hipérbola de excentricidad 
e=2,. 


A) y?-2x?=12 
B) 3y?-x*=12 


C) 3x?-y*=10 


D) 2y?-x*=12 
E) 2x*-y*=18 


Halle la ecuación de. una hipérbola con 
centro en el origen de coordenadas, focos 
sobre el eje Y, lado recto igual a 16/3 y la 
pendiente de una de sus asíntotas es 3/4. 


A) 9y?-16x?=36 
B) 16x”-9y*=18 
C) 16y?-9x?*=36 
D) 4x?-3y?=20 
E) 8y?-4x"=36 


Halle la ecuación de la hipérbola cuyas asín- 
totas son las rectas 5x+2y=0 A 5x-2y=0; y cu- 


yos focos son los puntos (0; — /58) 4 (0; /58). 


A) 2y?-20x”=5 
B) 4y?-25x”=120 
Cc) 25x?-2y?=150 
D) 4y?-25x=200 
E) 4x?-25y?=9 


E 


ye 


Halle la ecuación de la hipérbola con cen- 
tro en (22; 1) y que pasa por los puntos 
(0; 2) y (1; -4). 


A) 24(x+2)-5(y-1?=90 
B) 12(x+2)?-5(y- 1*=91 
C) 12(x+2)?-5(y-1D)?=90 
D) 6(x+2)?-5(y-1*=80 
E) 24(x+2)?-5(y-D?=91 


Halle la ecuación de la recta tangente a la hi- 
pérbola 312-y-12x+2y=0 en el punto 7(4; 2). 


A) 6x-y-2=0 
B) x+6y-16=0 
C) 6x-y-1=0 
D) x+6y-8=0 
E) 3x-y-2=0 


Halle la ecuación de la hipérbola con cen- 
tro en (0; 0), directrices en las rectas x=*3, 
y asíntotas 3y=4x a 3y=-4x. 


A) 16x?-9y?=400 
B) 9x?-16y?=400 
C) 16x?-9y*=100 
D) 9y?-16x*=400 
E) 16y?-9x?=100 


Ss 
Las asíntotas de una hipérbola son las ce 
x+2y=4 n x-2y=0 y un foco es el punto (2; o): 


Halle la distancia entre las directrices. 


8 C) 
mM = B) E 


>| ln 


16 E) 
5 


— 2 
a del triángulo formado por las 


el áre ! 
a de las directrices. 


asíntotas Y UNA 


40 40 

20 B) = O = 
IN 2 19 29 
10 

30 E) = 
D) 17 9 


íl, Halle la ecuación de la hipérbola cuyos 


focos son F,(2; 0) y Fa(2; —6) y pasa por el 
punto P(7, 2/6 -3). 


A) 4G+3)-5(*-2)?=20 
B) Ay+3)-3(x-2?=10 
0) 5(x+3)-4(y-2?=20 
D) 3(x+3)-2(y-9=5 
E) 5(y+3Y-4(x-2)'=20 


Si las excentricidades de dos hipérbolas 


Conjugadas son e, y e,, calcule 


a “ecentriej 
dad de la hiná 
y 4236 e a hipérbola 


Yla centricidad d 
Sada es e. 0 


e su hipérbola conjun- 
alcule 1. 


C) 


NO ni|uwv 


13, 


15. 


_——_— 


Halle la ecuación de la recta 42 
de la hipérbola. 


siF es foco 


A) 4x+3y-10=0 
B) 3x+4y+20=0 
C) 3x+4y-20=0 
D) 4x+3y+15=0 
E) 4x+3y-15=0 


14. Calcule el área del triángulo formado por la 


recta x-y=0 y las asíntotas de la hipérbola 


O 

4 9 

A) 20 B) 21 c) 22 
D) 23 E) 24 


Si la ecuación de una hipérbola es 


(x +3) Ñ (y -2) 1 


n n+5 
: ser 
y la distancia entre los focos es 4 


413, halle 


el valor de n. 


A) 2 B) 3 


D) 4 


16, Determine la ecuación de la hipérbola Vf cu- 


sal 
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yos vértices son V; (0; 2) y V,(6; 2), y asíntotas 


2 2 
=lx n y=4-Éx 
y==k Ay 


A) s98 2) al 

B) A E 

o a E 

pp 3 +, 
9 4 


E) (x-3)-(y-2'=1 


1. Una asíntota de una hipérbola es y=x; uno de 


sus focos es (0; -6) y tiene al eje Y como eje 
focal. Halle la ecuación de dicha hipérbola. 


A) y?-12=18 
B) y?-2x?=9 
O) 2y?-x*=9 
D) y?-2x?=18 
E) 2y?-x?=18 


'. Sea el punto MÍ(10;- 4/5) en la hipérbola 


ye y? 
—-- —=1, Determine las ecuaciones de las 
80 20 


rectas en las cuales están los radios focales 
del punto M. 


A) x+4/2y-5=0 an x-5=0 
B) x+y+1=0 a x-1=0 

O) x+2/3y+3=0 ax+5=0 
D) x+4V5y+10=0 an x-10=0 
E) x-4V5y+10=0 rn x+10=0 


. Halle la ecuación de la hipérbola de vértices 


(-/60; 0), (460; 0) y la longitud de su lado 
recto es =/60 : 


2 2 
e y 
y a 
JET 
2 2 
2 
e 
B) 50710 


—— 


2 0,2 
ete 
40 60 

2 2 
E A 
60 40 
2.2 
60 30 


20, Desde el foco de la parábola y=x? se obser 


va con un ángulo 0 los focos de la hipérbol; 
x?-y?*=1. Calcule 31tan0. 


A) -6v2 
D) -942 


A +2 O -842 


E) -104/2 


21. Determine la excentricidad de la cónica 


xy+2x+3y+5=0 


y E 
2 


D 3 


B) 1 O 


“2. Identifique la cónica 


23. 


y+x+y=? 
xy + sie 


A) parábola 

B) elipse 

C) hipérbola 

D) dos rectas paralelas 
E) un punto 


Nivel intermedio 


Exprese en función de la excentricidad 
Dz 


asíntotas de la hipérbola £ 5 e =1, 
a 


1 
«25 de las re de pendiente —, 
34. Halle la ecuación de las rectas de p 2 


que son tangentes a la hipérbola 
e-6y)+12y-18=0 

y x-2y+4=0 A x-2y=0 

) x-2y+2=0 A x+2y=0 


las) 


0) y-2y+3=0 A x-3y=0 
D) x+2y+1=0 A x+y=0 


%, Halle los valores de /m para el cual las rec- 
tas y=mx-1 son tangentes a la hipérbola 
4 -9y?=36 


A) ¿3 B) ¿12 C) ¿13 
2 2 3 
5 45 
D) Sed E) + 


no 


b Halle la ecuación de la elipse cuyas direc- 
lrices pasan por los focos de la hipérbola 
> 
16 y =) Y cuyos vértices coinciden con 


los vértices de dicha hipérbola. 


la 
locos e ecu 


ació j 
9, . Sstán 1. de la hipérbola cuyos 
100 A los vérti 4 
Y . Vértices de la elipse 


lrectrices 
: asa 
lipse. Pasan por los 


Y. 
JA dx 10 
=24 


y 52y 


no 


Le 


a > 


C) x?-2y?=24 
D) y?*-2x?=12 
E) x?-4y?=20 


v. Halle la ecuación de la hipérbola con cen- 


tro en el origen de coordenadas, una de 
cuyas asíntotas es la recta 2/5x - 3y = 0 y 
pasa por el punto P(-1; 2). 


A) 9y?-10x?=16 
B) 20y?-x*=16 
C) 9y?-20x?=16 
D) 9x?-20y?=16 
E) 3x?-10y?=16 


. Determine la ecuación del lugar geométri- 


co de un punto que se mueve de tal mane- 
ra que su distancia al punto (6; 0) es siem- 
pre igual al doble de su distancia a la recta 
2x-3=0. 


A) 3x?-y?=27 
B) 3x?-y?=9 

O) 4x?-y?=18 
D) 6x?-2y?=27 
E) 6x?-y?=18 


. Determine la ecuación del lugar geométr- 


co de los puntos P(x; y), tales que la dis- 


“ tancia al punto (1; -3) es dos veces la dis- 


tancia a la recta definida por la ecuación 
x-4=0, 


(x+5)? (y+ 3 


1 A — 
2 

C) RA | 

D) aa 1 -1 
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31. 


SES 


PO 


34, 


Halle la ecuación del lugar geométrico 
del vértice C si se mueve de modo que 
m<«CBA=2(m<«CAB). 


de 


A BOX 
A (x-3*-y?=1 
2 
B) 611 


2 
0 0-7 =1 


D) (x-D?-y?=1 
E) (x-D*-y?=1 


ve. El producto de las pendientes de los segmen- 


tos que van desde un punto móvil P a dos 
puntos fijos, A(=3; 1) y B(5; 3), es igual a 2/3. 
¿Qué lugar geométrico describe el punto P? 


A) 
B) 
C) 
D) 
E) 


óvalo 

elipse 
circunferencia 
parábola 
hipérbola 


- Encuentre las ecuaciones de las rectas tan- 


gentes a la hipérbola > e =1y que son 


paralelas a la recta 4x-2y-1=0. 


A) y=2x +43 
B) y=x+vV2 
O y=x+v5 
D) y=2x+v10 
E) y=3x+v6 


Determine la ecuación de la hipérbo- 
la equilátera que tiene por asíntotas los 


ejes coordenados y es tangente a la recta 
L: x-y+2=0. 


> ¡A 2 (A 
e y 7 _(y-*) 


Le] 


a 


A 


A) xy-3=0 
D) xy-1=0 


B) xy+1=0 C) xy-2=0 


E) xy+2=0 


20. Calcule el valor de k de modo que la recta 


SL. x—2y+=0 sea tangente a la hipérbola e 
de ecuación 2xy-x+1=0. 


A) 1-3:-1) 
D) (-1,3) 


B) 3 C) -1 


E) (-1; 6) 


2 
=1 

a 9 
es una hipérbola con focos F| (9; 12), F, en el 
segundo cuadrante, y un vértice se encuen- 
tra en el eje de ordenadas, halle el valor de a. 


Una hipérbola tiene un foco en (3; 7), sus 
asíntotas se intersecan en (3; 2) y una de 
ellas pasa por el punto (-1; 5). Indique la 
suma de las longitudes de los semiejes. 


A) 6 
D) 9 


B) 7 O 8 


E) 10 


0. Sea la hipérbola xy=3, halle el área del trián- 


gulo que se forma con una recta tangente a 
esta hipérbola y los ejes coordenados. 


Nivel avanzado 


. Uno delos focos de una hipérbola es (4; a); 


la directriz correspondiente es X+y=4 Y ee 
excentricidad es -/2. Halle la ecuación 
dicha hipérbola. 


B) xy=20?  C) xy=0 


D) y=2 E) xy=24 


ecuación de la hipérbola equiláte- 
a a 


40 e por un foco F(2; 1) y directriz 
ra denme. 


asociada Y=Y= 0. 


9xy- Ax+y+ 5=0 
e ne -4x+2y+3=0 
0) ay+3rty+4=0 
p) 2xy+x+3y+1=0 
E) 2xy-4x+2y+5=0 


Una hipérbola equilátera tiene una asíntota 
enx-y+120, y la otra pasa por PG1; 4). Halle 
suecuación si uno de sus vértices es V(4; 2). 


A) 2-y?-2x+4y=12 
B) -y%+2x+4y=12 
0) *-y?-2x-4y=12 
D) x*-y%+2x-4y=12 
E) *-y*-x+2y=12 


+2 Los focos de una hipérbola son los puntos 
F=5; 1) y FA(1; 1) y la ecuación de una 
recta tangente es 3x+2y=0, Halle la ecua- 
Ción de la hipérbola. 


yl 


O 


9 
ea (y-1p 
4 


a 


=1 

D) 2? (y 1? 
1 =] 

y yor] 
5 qE=1 


le 
Mn “cuación de la 
CUYO foco está 
Cla aes L 


tri . 
"cidag ese. 3 


conjugada de la 
esta en F(0; 2), su di- 
:3x+4=0( y su excen- 


$) 


A 


oy 2 
o 4-9 ar, 


4 5 
D) a 1) =1 
4 5 
(y+2)% (1743)? 
E LE, E 
4 5 


*. Halle las ecuaciones de las rectas tangen- 


tes de la hipérbola x-3y2+2x+19=0, des- 
de el punto exterior P(- 1; 2). 


A) x-2y+7=0 a x-2y+3=0 
B) x-3y+7=0 2 x-3y-5=0 
C) x-3y+7=0 a x+2y-5=0 
D) x-3y+7=0 a x+3y-5=0 
E) x-2y+7=0 » x+y-6=0 


v. Señale el ángulo con que se cortan la hi- 


pérbola equilátera 2-y?=a? y la circunfe- 
rencia x?+y*=9a?, 


A) arctan(2/5) 
B) arctan(/5) 
C) arctan(44/5) 


D) arctan >) 


E) arctan|£) 


16. La recta 2x-y-4=0 es tangente a una hi- 


pérbola cuyos focos están en los puntos 
F¡(=3; 0) y F,(3; 0). Calcule la ecuación de 
dicha hipérbola. 


2,2 

rr y 
y As 
) 4 5 

2 2 
AL 1 

16 25 

2 2 
o E A | 

25 36 

2 a 

O 
pl 5 4 

2 ,2 
E) ti] 

16 49 


Lumbreras'Editores 
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47. 


Si 2: 4y-5x+16=0 es una recta tangente a 
2 
XxX 
la hipérbolaS- +=1, 
P E 
de la cual uno de sus focos es (2/13; 0), 
halle el valor de a. 


A) 2 
D) 5 


B) 3 O 4 


E) 6 


25. Halle la ecuación de una hipérbola equilá- 


tera que tiene como una de sus asíntotas la 
recta 2%: 2x+3=0 y que pasa por los puntos 
T(-2;3) a U(I;-3) 


A) 2xy+4x+3y+11=0 
B) 2xy+2x+3y+11=0 
C) 2xy+2x+5y+10=0 
D) 2xy+4x+2y+9=0 
E) 2xy+3x+y+5=0 


49, Halle la ecuación de una hipérbola cuyas 


cn 


. Halle 


asíntotas son paralelas a los ejes coorde- 
nados y que pasa por los puntos P(4,5) 


A(2;60) y NE 1; 0). 


A) xy-4x-2=0 
B) xy-x-3=0 
C) xy-4x-4=0 
D) xy-3x-5=0 
E) xy-2x-1=0 


la ecuación de una hipérbola 
equilátera con centro en el origen de 
coordenadas y que tiene sus focos sobre 
L. 3x-Ay=0 a una distancia de 5 del origen. 


A) 
B) 
0) 
D) 
E) 


14x?+92xy-14y?=625 
12x”+96xy-10y?=625 
14x?+94xy-12y?=625 
10x?+90xy -8y?=625 

14x7+96xy — 14y?=625 


¡ 
¡ 
1 
1 
Í 
| 
1 
| 
] 
¡ 
| 


Capítulo 


CAPÍTULO XVIII 


TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


+ Identificar a qué gráfica pertenece toda ecuación general de segundo grado. 

* Deducir las ecuaciones utilizadas para una traslación o rotación de ejes. 

* Eliminar el término rectangular de la ecuación general de segundo grado para calcular sus 
£lnlilal € 1LLUO 1 MISUJlad UC a E o O 3 E 


elementos y graficarlas de manera más rápida y sencilla, 


Introducción 

Una transformación es una operación por la cual una relación, expresión o figura se cambia por 
otra siguiendo una ley dada. Llamamos transformación de coordenadas a la traslación o rotación 
de los ejes coordenados originales, para los cuales el plano cartesiano permanece inmóvil; es 
decir, los puntos, las rectas y las gráficas, en general, no se mueven, sino los que cambian son 
sus representaciones con respecto a los nuevos ejes coordenados. 


La traslación simplifica muchas veces las expresiones de ciertas ecuaciones permitiendo efec- 
luar el dibujo de la gráfica con mayor facilidad. Sin embargo, en otros casos la traslación es 


suficiente o inaplicable para conseguir la simplificación deseada y necesitamos recurrir a una 
Totación de ejes. 


ió 1 : Los . . s a- 
La rotación de ejes se aplica a cónicas con eje focal oblicuo, que permite transformar la ecu 


ción orip; sui ás 
on original en otra ecuación en otro sistema, para graficarla y describirla de una manera mM 
sencilla 


En este Ca 


Í ll ] : : ¡ s, par- 
ticul Pítulo, se desarrollará la rotación y traslación de ejes para simplificar ecuaciones, P 


2 2 más si izar en 
“mente las curvas cónicas, ya que dicha ecuación nos resultará más simple de analiza 
Solución de problemas. 


a re: 
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1» TRASLACIÓN DE EJES COORDENADOS 
Se dice que los ejes coordenados son traslada- 
dos si los nuevos ejes son paralelos y orienta- 
dos como los ejes originales. 


Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo 
origen, O'(h; R), y si las coordenadas de cualquier 
punto P, antes y después de la traslación, son 
La y) y QA; y), respectivamente, las ecuaciones 
de transformación del sistema original al nuevo 


sistema de coordenadas son 


Demostración 
En el gráfico 


donde 
- losejesO'Y' a OY son paralelos. 
- losejesO'X' » OX son paralelos. 


Del gráfico concluimos que 
x=Xx+h A y=y+Rk 


Ejemplos 
. Enel sistema XY, (x-2)%4+(y-1)?=9; 


entonces en el sistema X'Y, (x)?+ (y)?= 9. 


o Enel sistema XY, 


(x+2Y ¿a _ 
2 3 
CON 


entonces en el sistema XY', 2242 -1 
2 3 


Ejemplos 
Veamos en los siguientes ejemplos cómo 
transformar las ecuaciones al sistema X'Y' me- 
diante la traslación de ejes de coordenadas. 
L. 4%4+4y"+32x-4y+45=0 

ax? +8x)+4(y? -y)= AS 


Completamos cuadrados. 


1 
alo e10)rd[y?-y+3)=45+64+1 


1 2 
ar+4? +4(y-3) =20 
2 1Y 
(x+4) +(»-3) =5 


Realizamos la sustitución. 


x+4=x' A y-3=Y 


po —— 


es 


20 +Sy 


obtenemos 3 
dal '(h1;k)=0"| 4; 5 
A 0) 2 


2 98x+20y+1 08=0 

ax? -14x)+ 5(y? + 4y)=-108 

Completamos cuadrados. 

¿(42-141 +49) +5(y?+4y +4)=-108+98+20 
as +2)=10 

Realizamos la sustitución. 

x-T=x A y+2=y' 

Obtenemos 

Ax Y +5(y) =10 


ay? 2 
A a O'(h; k)=0"(7,-2) 


12é-18y?-12x-12y-5=0 
1e-:)-18[y +3) =5 


Completamos cuadrados. 


1 


2_ 2 
lx e) 0 hy + Do549-2 


2 
yl me Ni 
Xx 5) -18[y+3) =6 


Reali 
alizamos la sustitución. 


a 


3 5la 0'5t)=0((3:-)) 
22 3 
HBxm 


F8x= 


3Y+10=0 
3-10 


Completamos cuadrados. 
x+8x+16=3y-10+16 
(+4)=3y+6 
(x+4)%=3(y+2) 
Realizamos la sustitución. 
x+á4=x Ay+2=y' 
Obtenemos 


(Y =3(y') a O'(h;k)=0'(4;-2) 


2xy-x—y+4=0 


Agrupamos sus términos. 


ES 
(2 


Realizamos la sustitución. 


Obtenemos 


N|— 
a 


(0 (y) = - A O'(h;k)= ol; 


T 
) sen[ :) 


T 
y-2=35en(x-2) 


Realizamos la sustitución. 


T j 
eno= y ¡=2=y 
Xx 3 A y) ) 


Obtenemos 


y'=3seníx'").0'(h;R)= o (52) 


2 » ROTACIÓN DE LOS EJES COORDENADOS 
Se dice que los ejes coordenados han rotado 
cuando el origen permanece fijo y ambos ejes 
giran el mismo ángulo respecto al origen. 


leorema 

Si (x; y) son las coordenadas de un punto antes 
de girar los ejes un ángulo 6, y (x; y) son las co- 
ordenadas después de la rotación, entonces se 
cumple que 


( 
x=x'cos9-vsenO | 
| | 


y=x'sen8+y'cos6 


Demostración 


y escenas ty 


yo” 
sO 
“E 


ww 


e É Y6 
de 


x=rcosta+0) 
N 


Del gráfico 
x=rcos(a.+0) 
> x=rcoso.cos8-rsena.sen8 (0 
y =rsen(a+0) 
> y=rsen8cosa+rsenacosg (ID 
Tengamos en cuenta que 
y=rsenu A x=rCosS0L 


Reemplazamos convenientemente esto último 
en (D) y UD. 


« x=x'cos0-y'sen0 


.* y=xsen0+y'cose 


» Observación 

Resolviendo el sisterna 
x=xX'cos0-y'senO 
y =x'senO+y'cos0 


se oblienen las fórmulas inversas de 
rolación: 


| xX'=xXC08S0 + ysen0 
| y =ycos0-xsen0 


Aplicación 1 


Halle las nuevas coordenadas del punto 
P(3; -4) cuando los ejes coordenados giran un 
ángulo de 30%. 


Resolución 
Usamos las ecuaciones inversas de rotación. 
e xi=xcos0+ysen8 


x'=3c0530%+(-4)sen309 


x= 5/32 


e y=-xsen0+ycos8 


y'= -3sen30%+ (-4)cos302 


2:48 
y' =-5-203 


. PU E -2 => 8) 


Aplicación 2 

Halle la nueva ecuación de la curva 

ey 6ry?-32=0 l 
, ¿ngulo 

después de una rotación según un áng 

de 45", 


| — 


- 


solución . EA 
ñ mos las ecuaciones de rotación. 
sal 


, x=xcos0-y'senU 
y=xcos450-y'sen45? 
AY 
2 
» y=xsen8+y'cos0 


y=x'sen45%+y'cos450 


Y2 


Sustituimos en la ecuación dada. 


Operamos y reducimos. 
(0'+(y9'=16 


Aplicación 3 


Al rotar los ejes un ángulo de 309 
ción se transformó en 20 
la ecuación original. 


Resolución 
Usamos las ecuacione 
e y 

35Xc080+y seno 


X=xC05 30%ysen 3p0 


x= 08 4 y 
2 


¿xsen 9+ycosg 


YX sengpo +ycos3p0 


' ls “Xx + 

Y= 20143 
Re 

plaza, 


y ms la ecuación dada. 
EN 


2 E) 
y 'ducimos 
3y? 


+2/3 
AY + y2 
y +8x-3/3y=0 


AS 


, Una ecua- 
=3(y). Determine 


Ss inversas de rotación. 


Ñ . . ei A A 
a 
3» TRANSFORMACIÓN GENERAL: TRASLACIÓN 

Y ROTACIÓN 

Teorema 


Si efectuamos un cambio de ejes coordenados 
mediante una traslación y una rotación, toma- 
das en cualquier orden, es decir, cuando una 
rotación vaya seguida de una traslación, y las 
coordenadas de cualquier punto P referido a los 
sistemas original y final son (x; y) y (x"; y"), res- 
pectivamente, las ecuaciones de transformación 


del sistema original al nuevo sistema de coorde- 
nadas son 


o 


», 


x=x'"cos0—y"sen0+h | 
y=x"sen0+y"cosO0+k 


Nc rr 


en donde 6 es el ángulo de rotación y (h; R) son 
las coordenadas del nuevo origen referido a los 
ejes coordenados originales. 


Demostración 
yA ya 
A t 
1-1 ' P 
A J 
a E 
gl ” 
E ON de 
Outh;k) A 
IA, 
_ X 


Si P es un punto cualquiera del plano pa 
' ' "M. $ S ms 
denado, sean (x; y), (x; y) y (039 apa Be 
denadas referido, respectivamente, de ep 
originales X a Y, a los ejes trasladados , 
a los ejes girados X" A Y”. Eos 
Por el teorema visto en la traslación 
coordenados 
x=x'+ a (0 
y=y'+R 


y 


y por el teorema visto en la rotación de ejes 


coordenados 


(ID 


x'=x"cos0- y"sen0 
y'=x"sen0+y"cos0 
Finalmente, reemplazamos (ID en (D. 


e  x=x"cos0-y"seng+h 
e y=x"sen0+y"cosg+Rk 


»» Observación 

Resolvemos el sistema 
x=x"cos0-y"sen0+h 
y=x"sen8 +y"cosb+R 


Se obtienen las fórmulas inversas 
| x"=(x-h)cos0+(y-k)sen0 | 
| | 
| y'=(y-R)cos0-(x-h)jsen0 | 


Aplicación 4 

Por traslación de los ejes coordenados al nue- 
vo origen (3; 3) y después por rotación en un 
ángulo de 30%, las coordenadas de un cierto 
punto P se transforman en (7; 6). Halle las co- 
ordenadas de P con respecto a los ejes origi- 
nales. 


Resolución 
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Por dato 
- O'(h;k)=0'(3; 3) 
9=309 
P"(e, y9=P"(7; 6) 


*  x=x"cos0-—y"sen0+h 
x=7c0s30%-6sen30%+3 


* y=x"sen0+y"cos0+k 
y=7sen30%+6c0s30%+3 
1 %) 
=7| 2 +6 — [+3 
E 
y=2 4345 
Z 
pon =r (5033343) 


Aplicación 5 

Por una traslación de los ejes coordenados al 
nuevo origen (1; 1) y luego una rotación de 
los: ejes coordenados en 45%, una ecuación 
se transformó en (x?-2(y")?=2. Halle la 
ecuación original en el sistema XY. 


Resolución 

Por dato 
Oh; k)=0'(1; 1) 
98=450 


e.  x"=(x-h)cos0+(y-R)sen8 
x"=(x-1)c0545%+(y-1)sen452 
1. EFP=2 
y/2 
*  y"=-(x-h)sen8+(y-R)cos8 
y "=-(x-1)sen45%+(y-1)c0s45" 
"n_yY-X 
A 
v/2 
Reemplazamos en la ecuación dada. 


(e)2-2(y")?=2 
x+y-2 Ao a 
Mo ) 5 


“A 6xy+y"+4x+4y=0 


E 
4» IDENTIFICACIÓN DE LAS CÓNICAS REPRESENTADAS POR UNA ECUACIÓN GENERA 


SEGUNDO GRADO 


Teorema 
La ecuación general de segundo grado 


AC+Bxy+Cy+Dx+Ey+F= 0 


donde B +0, puede transformarse siempre en otra de la forma 


L DE 


Ar Cy Dx +E y +F'=0 


sin término en X'Y, haciendo girar los ejes coordenados un ángulo agudo 6, tal que 


cot90= siA*C a 0=45 si A=C 


Demostración 

Reemplazamos las ecuaciones de rotación 
x=xc0s0-y'sen0 a y=x'sen0+y'cosO 

en la ecuación general de segundo grado. 

> A(xcos8-y'sen0)+B(x'cos 9 -y'sen0) ('sen0+y'cos0)+C(x'seno +y'cos0)?+ 


D(x'cos0—y'sen0)+E(sen0+y'cos9)+F=0 


de donde agrupando términos resulta 


2 
(4cos'0+Bsen0cosg+C sen*0)x?+ (-2Asen0cos0+Bcos?0-Bsen?0+ 2Csen6cos0)xy'+ 
(Asen*0-Bsen0 cos0+Ccos?0)y”+(Dcoso+Esen0)x+(-Dsen9+E cosO)y'+F=0 


Los coeficientes de la ecu 


A=Acos'0+Bsen 9cos 
B=2(C 


ación anterior lo ponemos de la siguiente forma: 
0+Csen?0 

; “Asen8cos0+B(cos*0-sen?o) 

SAsen 0-Bsen8cos0+C 
"Dcos0+Eseno 


SEcosp- 
Pop Dseno 


cos*g 


tenemos 
A ' A, " 
O + Ey PO 
Uego 
Dara elimi 
ea tl ep ermino Xy', debemos tener B'= 0, esto es 
5A (cos*0-sen?9)=0 


=Os 
Sa en29 +*Bcos28=0 
S “ot29=0 +9 
Por lo 


A-=C 


> cot 28 = . C 
B ¡AZ 


9=90% o sea, 9=450, 


ecej - en la 
o ces de A el ángulo de rotación 6, como lo especifica el teorema a 
á ' en A ma 
y De py de o a Entonces la ecuación general de segundo grado to 


4.1. TIPOS DE CU 
La ecuación 


ÓNICAS 


AAC Dx + Ey +F=0 
puede representar las siguientes cónicas: 


+ una elipse si A'C' > 0, ya que A' y C' son de 
igual signo. 


una parábola si A'C'=0, puesto que A' o C' 
son ceros, 


una hipérbola si 4'C' < 0, puesto que A' y C' 
son de signos opuestos. 


Aplicación 6 
Grafique la siguiente cónica: 
17x?-12xy+8y?-80=0 


Resolución 
cot20= o ne 
18 
3 
ot 28=-— 
e 4 


[0] 
20=180-530 > 0= = 


De las ecuaciones de rotación 
* x=xcos0-y'senQ 
_x-2y' 
Y5 


* y=xsen8+y'cos8 


_ 2x4 y! 
5 


Reemplazamos en la ecuación dada. 
2 
us 2) AE 
17 -12 + 
5) CNC 


2 

2x4 y" 
8 -80=0 
/5 ) 


Operamos y reducimos. 
(0 +409*=16 

(yy 

Y, (7) 


=1 
16 4 


Finalmente, graficamos la elipse. 


Aplicación 7 

Grafique la siguiente cónica: 

sé +2 /3xy + 3y? +84/3x -8y+32=0 
Resolución 


PT O a PROA 
2 


20=120% £S 0=60% 
De las ecuaciones de rotación 
*  x=xcos8-y'sen8 


x'—l3y' 
2 


X= 


y=x'sen8 +y'cose 


Bey 
2 


Reemplazamos en la ecuación dada. 


(9d 4) s2[2 dr), 


PEI sa xr) 


y Ex) o:2-0 
2 


Operamos y reducimos. 


AY 16y+ 32=0 


o? 
49 
1-7 


-— 


Imente, graficamos la parábola. 
na ? 


) A 


" Y 
ES 


/ a 


/ 
/ 


nota 

En los casos en que una ecuación general 
de segundo grado represente un punto, 
una pareja de rectas paralelas, una pareja 
de rectas que se intersecan o no liene grá- 
fica, se dice que la ecuación representa 


una sección cónica degenerada.. 


sjemplos 

l. 3x"-4xy-4y?+16x+16y-12=0 
Aplicamos aspa doble; 
3x"-4xy-4y+16x+16y-12=0 
e 2y 9) 
x q 6 
(3x+2y-2)(x-2y+6)=0 
3x+2-2=0 a x-2y+6=0 


La ecuación representa un par de rectas 
concurrentes. 


Ay 8x-4y-5=0 
Hallamos su equivalente, 
Qx-yy, 4(2x-y)-5=0 
Aplicamos as 


Pa simple. 
Qx-y)? á 
2x 


+4(2x-y)-5=0 


A 2x-y-1=0 


o 


4x”-20xy+25y+4x-10y+1=0 
AI Es +22) E5y)+ 

2200) +25) =0 
Aplicamos producto notable. 
(2x-5y+1)?=0 
2x-5y+1=0 


La ecuación representa una recta. 


- X"+8xy+16y*-4x-16y+7=0 


(x+4y)?-4(x+4y)+7=0 


Aplicamos fórmula general de una 
ecuación cuadrática. 


4+ 14% -4(0(7) 


+4y= 
di 20 
4+/12 
x+4y- E 


Como no hay soluciones reales, la ecuación 
dada representa el conjunto vacío. 


x2-y*44y-4=0 

-(y?-4y+4)=0 

-(y-2)=0 

Aplicamos diferencia de cuadrados. 
(x+y-2)(x-y+2)=0 

x+y-2=0 an x-y+2=0 


La ecuación representa un par de rectas 
perpendiculares. 


5 +2xy+10y?-12x-22y+17=0 

504 -2x+1)+10(y?-2y+1)+2xy-2x-2y+2=0 
5(x-D)?+10(y-1)0?+2x(y-D-2(y-1=0 
5(x-1)2+10(y-D?+2(y-DGr-1)=0 
Vemos que la ecuación cumple que 
x-1=0 a y-1=0. 

x=l n y=1 

La ecuación representa al punto 


(5yN=(; 1) 
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5» INVARIANTES 
Se llama invariante a una relación de los coeficientes de una ecuación general que no es alterada 
por una transformación de los ejes coordenados. Así, las invariantes por rotación son las siguientes: 


a. B?-44'C=B?-4AC 

b. A+C=A+C 

c. DO+E?=D?4+E? 

d. F'=F 

Demostración 

a. Enefecto, de los coeficientes obtenidos en la ecuación general de segundo grado, se tiene 


1 B 
+  A'=Acos*8+Csen*0+B send cosO= A +c0820) +50 -c0520)+ y Sen 28 


> 24'=(A+C)+[(4-C)cos20+Bsen28] (D 


+  C=Asen?8+Ccos*0-Bsen0 coso=*( - cos 20) + =0 +c0528)- sen 20 
> 20=(A+0)-[(4-C)cos20+Bsen20] (ID 
Multiplicamos (D) hi (ID. 
4A'C'=(A+C)-[(4-C)cos20+Bsen201? 
4A'C=(A+C)?-[(A-C)cos?20+2B(A-C)sen20cos20+B*sen?20] (01) 
*  B'=-2(4-C)sen6cos8 +B(cos"9-sen*8)=-(A-C)sen20+Bcos20 
> B?=(A-C)*sen?20-2B(A-C)sen28cos20+B?cos?20 (IV) 
En consecuencia, restamos (IV) y (IID. 
B*-A4A'C=(A-C)'sen*28-2B(A-C)sen20cos20+B?cos?20- 
(A+0)+(A-C)?cos?*20+2B(A-C)sen28cos20 +B*sen'28 
B?-AAC=(A-CY?-(A+C)?4+B? 
B?-4A'C=B?-4AC 


Del mismo modo, tomamos los mismos coeficientes para demostrar la invariante A+ C=A+C. 


A'=Acos%0+Bsen9cos0+Csen?e 
C=A sen*9-Bsen8cos0+Ccos?8 
Sumamos. 
A'+C=A(cos“0+sen*8)+C (sen?8+cos*9) 
. ARCO=A+C 
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L1CADOR DE UNA ECUACIÓN GENERAL 
» IN 
A SEGUNDO GRADO 


do en cuenta la ecuación general de se- 
: (0) 

Tenien 

gundo grado Com 


pr Biy+ Cy «Dx+Ey+F=0 
cariño B?-4AC se le llama indicador de di- 
al tér 


pleta, esto es 


cha ecuación. y . 

El uso del indicador reside en que es posible 
identificarla gráfica de una ecuación general de 
l . 

segundo grado sin rotar los ejes coordenados. 


Teorema 1 
Enla ecuación general de segundo grado 


AC+Bxy+Cy+Dx+Ey+F=0 
se tiene lo siguiente: 


a. SiB"-4AC < 0, la ecuación representa a una 


elipse, una circunferencia, un punto o bien 
no tiene gráfica. 


eS 


. SiB'-4AC=0, la ecuación representa a una 
parábola, una recta, una pareja de rectas pa- 
talelas o bien no tiene gráfica. 

¡ p2 

Si B4AC > 0, la ecuación representa una 


hipé ' 
Pérbola o una pareja de rectas que se in- 
lersecan, 


demostración 


A 
Por Invariantes se cumple que 
FACE 40 
3 ago <0 


—— a E Y 


Dividimos por A'C' y ordenamos. 


1 | 2,D' 1 E" E 
—| (19% += | Al A 
C' a My UY AC" 


Luego de completar cuadrados, la ecuación 
anterior puede escribirse de la forma 
1 2,1 2 
mo A+ — (y Ry = 
a ) 2 (y —RY =K 


Suponemos que 4'>0 > C'>0 
CO A (yr 
—=> = 

Voy Jay 


De esta ecuación se tiene lo siguiente: 


Si K<0, la ecuación no tiene gráfica. 


Si K=0, la ecuación solo satisface para 
x'=h; y=k, por lo que afirmamos que la 
gráfica solo es un punto (h; 2). 


Si K> 0, es una elipse o circunferencia, 
dependiendo de 4' y C' si son diferentes 
O iguales, respectivamente. 


Por invariantes se cumple que 
B*-4AC=(B)?-44'C' 
> (BY-44'C">0 
Pero si se elimina el término x'y', B'=0. 
> A4C>0 
AC'<0 
Al eliminar B'x'y' se tiene 


AAC Dx +Ey+F=0 


y E' ' 
A 


Completamos Guadiato: , 
D' D' 20 
' 12 ! —il=-| _— 
a(» ree) 2A' 
2 
. E' E) 
1,12 E) PALA E 2 PE 
cly (25) (36 
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de donde se obtiene 
132 y 32 12 12 
a(0+ 2) «c(y+5) to 
4A' AC” 
— == 
cte. 


cte. cta. 


Esas constantes las cambiamos por m; n y 
ke R, respectivamente, para tener un me- 
jor panorama de dicha ecuación. 


ACcem?+C (ym =k 09) 
Como A' y C' tienen signos opuestos, se 
tendrán dos casos. 

Caso 1 

A'> 04 C'<0, sustituimos C'=-P; P e R* (1) 
Reemplazamos (ID) en (D. 
AGormd?-Ply+m?=k (ID 


Pero respecto de k se tienen a su vez dos 
casos: ke R-10) v R=0. 


Analizamos la primera posibilidad. 


La ecuación (ID se transforma en 


Gem) +mY en, Ñ 


> 


Esta ecuación representa a una hipérbola. 
Ahora, analizamos la segunda posibilidad. 
La ecuación (III) se transforma en 

A'Ce+m)?-P(y+n)?=0 
que a su vez se puede escribir como 

2 

JA (em? Py en) =0 
> (VA Ger mA Pl(y+ nm) Y 

(VA (c+ m)- AP (y+ n))= 


de donde se obtienen las siguientes ecua- 
ciones: 


e JPY VA +A m+JPn=0 


(recta con pendiente igual a- VA AP) 


—— 


. JPY Ax + Am Pn=0 


(recta con pendiente iguala YA'//P) 


Coro las pendientes son opuestas, signifi- 
ca que estas dos rectas son secantes o que 
se cortan. 


Caso 2 


A'<0AC'>0; sustituimos A=-Q;Q e R* 


Este segundo caso queda para el lector, El 
desarrollo es en forma análoga, y obtendrá 
lo mismo, una hipérbola o dos rectas se- 
cantes. 

Expuesto lo anterior, concluimos que en la 
ecuación Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0, si 
B?*_-4AC >0, la ecuación representa a una 
hipérbola o dos rectas secantes. 


Tarma rr, 
Gili td 


La identificación de la curva 


Ax? 


+Bxy+Cy+Dx+Ey+F=0 


se realiza de acuerdo a la siguiente tabla: 


a AA 
nacana Discriminante Cuna 
[AAA A A A 
| 5 
e A<O elipse 
| . : 
AAC <0 |. A=0 lun punto 


conjunto vacio] 


=0 hipérbola 


B“-4AC>0|» A=0 dos rectas :SE- 
cantes” 124 

e AQ parábola 

* A=0Ay>0. |dos rectas Pé! 
BRAAC=0 ralelas 

+ A=01y=0 una recia 

- A0ny<o | conjunto vado. 
donde 

2A B D 


a=lB 20 El an y=E?-4CF. 
D E 2F 


a 


ll 


o 


(30) 


semplos 
peter! n 
¿guientes E 


¡namos la natu! 
asos: 


gy ray +50 
30 


Indicador: 
p2-44C=(-8)-4ABHN=16>0 


Discriminante: 
a=1B 20 El=|-8 8 4[=-200%0 


Porlo tanto, es una hipérbola. 


50+4xy+8y+8x+14y+5=0 
Indicador: 
B"-4A4C=(4)?-4(5)(8)=-144 <0 


Discriminante: 


2A B D| lio 4 8 
A=[B 2C E|=[4 16 14/=-648<0 
D E 2F| (8 14 10 


Porlo tanto, es Una elipse. 


: 15-24: +97?-300x-400y=0 


Indicador: 
2 
| B “C=24)*-4(16)(9)=0 
discriminante: 
El B Dl |32 94 -300 
A 2C E |=|-300 18  -400 
E 9F -=300 -400 0 
t 552104 
or lo tanto, es un E 
a Parábola. 


16%, 
by+ 
Mica, des Y 16+12y+4-0 


B_ 
4AC= (24)? 


raleza de la curva en los 


Discriminante: 


2A B> D| [32 29 16 
A=lB 2C  El=l24 18 12|=0 
DOE 2F| (16 192 8 


> YIÉACF=(12)*-4(91(4)=0 


Por lo tanto, es una recta. 


al 


12x*424xy+19y”-12x-40y+31=0 
Indicador: 
B*-AAC=(24)-4(12)(19)=-336 <0 


Discriminante: 


24 B D| |24 24 -12 
A=|B 2C  El=|24 38 -40|/=0 
D E 2F| |-12 -40 62 


Por lo tanto, es un punto. 


7 » RECTAS TANGENTES A LA CURVA DE- 
FINIDA POR LA ECUACIÓN GENERAL DE 
SEGUNDO GRADO 

Teorema 

Dada la ecuación general de segundo grado 


Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 0 


Si es que se conoce algún punto (xp; yo) sobre 
la gráfica G de esta ecuación (y por lo tanto, la 
satisface), probaremos que la ecuación de la rec- 
ta tangente a la gráfica de (1) en el punto (xo; Yo) 


tiene la siguiente forma: 


Ly: Axyx+B 


(x+xo0), 0), y =0 
LR 


Demostración 
En efecto, consideremos la recta tangente .27 


en la forma 2,: y=mx+b, y como (Xp; Yo) € Lr, 
entonces b=y,-mx¿, de donde y=x+(y¿-MX0), 
en la que trataremos de encontrar el valor de m. 
Además, como (Xp; Yp) € G 


> Ax? + BxoYo +Cyi + Dxo +Ey+F=0  (M) 


Y puesto que Z,: y =mx+(y,-Mxp) debe ser 
tangente a G, reemplazaremos este valor 
de y en (D) para obtener una ecuación de 
segundo grado en x solamente, que, como 
debe tener una única solución, utilizaremos 
la condición de tangencia en el siguiente pro- 
ceso: 


AC+Bx(mx+yy-mxp)+Cómx+y mx) 


Dx+E(mx+y,-mxp) +F=0 


> (4+mB+m*Ch+[(B+2Cm)(y,-mxo) + 


D+Em]x+C(yy-mxy)*+E(y-mxp)+F=0 


Por condición de tangencia, se obtiene 
m”[(B?-4AC)x3 -(4DC-2BE) xy +(£? -4Cr)]+ 
m| -2xpy0 (8? -4AC)-(2BD-4AE)x, + 
(4DC-2BE) y +(2DE+4BF)]+ 
[(8? AC) yg +(28D-4AE) yy +D?-4AF |=0 


Luego 
m? | B*x3+2BExp +E?+4C (-Ax?-Dxp F)]+ 
ml 8x7 y AC +4AEx, +4DCyp +2DE+2B(-F)+ 
2B (-BxpYo —Dxy —Eyo =F)]+ 
[8?y¿+2BDyp +D?+4A(-Cy? —Eyo =F)|=0 


En cada uno de los cuatro paréntesis de la 
ecuación anterior aplicamos la relación (ID, 
con lo cual obtenemos 
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== 
pe. [Bx3 +2BEx) +E? +4C(BxoYo +Cy% +Eyo)]+ 
m|8ACxoYo +4AExp +4DCy +2DE + 
2B (Ax? +BX0Y0 +Cy% +Dxp +Eyo)+ 
2B(Axj+Cy2) + [822 +BDy,+D2 + 


4A(Bxoyo+Axj+Dxp)]=0 


de donde 
m*(Bx¿+2Cy,+E)+ 
2m(Bxp+2Cyp+E)(24xp+By,+D)+ 
(24xp+By,+D)?=0 
> [(2Cyy+Bxy+E)m+(24x,+By,+D)]?=0 


Por lo tanto 


3 
I 


_2Axp+By+D ] 
2CY0 + BxXo +E ) 


A 


Reemplazando este valoren 2: y= yo +mÍx-xp), 
y utilizando la relación (ID, se obtiene la fór- 
mula que queríamos demostrar. 


Nota : : 
En caso de no conocer las coordenadas 
del punto de tangencia p(xy; ya), entonces 
no es recomendable usar esta fórmula, 
sino tornar una recta genérica y=MMX+0, 
y con algún dato adicional aplicar lá con- 
dición de tangencia haciendo el discri- 
minante igual a cero en la ecuación de 2% 
grado resultante (en una sola variable)... 


Aplicación 8 i 

Halle la ecuación de la recta tangente a la 
cónica x2-2xy+y*+4x+y?+4x-y-3=0 en el 
punto P(1; 2). 


Resolu ción 
por teoremá, 


0-2,m0y 
2 


la ecuación de la tangente es 


A, Do 
(1.0x-2 


Operamos. 
: deny -4=0 


Aplicación 9 . 
Halle las ecuaciones de las tangentes a la cóni- 
Ñ ayy +2x-2y- 1=0 de pendiente 3. 


Resolución 
Sea P(xy; y¡) uno de los puntos de tangencia, 
entonces por teorema, la ecuación de la tan- 


gente es 

Xy + yx x+x) ¿(+y) A 
pa yyy 3220 0 y 0 
Operamos. 


(2 -y1+2)x-(x,-2y,+2)y +(2x,-2y,-2)=0 
Como la pendiente es 1m=3 
3 -(2x; 5) + 2) El 

-(x -2y, + 2) 
Operamos, 


X1=5y-4 (D 


Ademá . 
E más, P(x; y) pertenece a la cónica, enton- 


2 
* AY +2, -2y,-1=0 (ID 


Fin 
¿lmente, resolvemos (1) y (1D. 


PDA AE) 
33 
' De (1; 1) mn 


L: y-1 =3=1) 
L. 3x 


=y-2=0 


. DeP(=733) > Ey, 7 
E x+3) 
LP. 9x-3y+22=0 
Aplicación 10 
Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a 
la cónica x-2xy+y2+2x-6=0 trazadas desde 
el punto exterior P(-3; -7). 


Resolución 


Sea P(x;; y¡) uno de los puntos de tangencia, 


entonces por teorema, la ecuación de la tan- 
gente es 


id e) e” 


2 gp 


donde 
(xy + Dx+(7,-x)y+(x,-6)=0 (0 


Reemplazamos (x.y)=(=3; -7) en la recta tan- 
gente. 


y +DED+O-x)(-D+x,-6=0 


Operamos. ! 
9x¡-4y¡-9=0 (ID 


Además, P(x,; y,) pertenece a la cónica, en- 
tonces 


x"-2x,y,+y1+2x,-6=0 un 


Resolvemos (11) y (ID. 
P(1;-D A PIS; -21) 


Finalmente, sustituyendo cada uno de estos 
puntos en (1), las ecuaciones de las tangentes 
son 


L:3x-2y-5=0 » L:7x-6y-28=0 
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La catenaría 


La catenaria es la curva que forma un hilo (o cade- 
na) homogéneo e inextensible suspendido de dos 
puntos (sus extremos), debido a su propio peso. 


¿Es lo mismo una parábola que una catenaria? 
Galileo no encontró la solución a este problema 
clásico cuando creyó que la curva formada por la 
cadena era un arco de parábola; sin embargo, ha- 
cia 1690 Leibnitz, Huygens y Jean Bernoulli establecieron la correcta formulación de la curva. 


La catenaria y la parábola son diferentes si están formadas por materiales pesados: en la cate- 
naria la distribución del peso de la cadena es unilorme para cada longitud de arco; en los pun- 
tos suspendidos, sin embargo, parte de la cadena en conde cuelgan los tirantes que sujetan el 
plano de un puente, la distribución del peso es uniforme por unidad horizontal de longitud y la 
curva descrita es una parábola. 


En los grandes puentes colgantes, donde el peso de las cadenas es del mismo orden de di- 
mensión del plano de la carretera, la curva resultante está entre una parábola y una catenaria, 
En la figura se ve la curva catenaria, descrita por una cadena-suspendida, superpuesta a la 


parábola resultante cuando a la cadena se le cuelgan los tirantes que sostienen el plano hori- 
zontal del puente. 


calenaria 


Diferencia entre parábola y catenaria 


Adaptado de <http://matecuriosos.blogspot.com>. 


A 


»> Problemas resueltos 


lema 1 
dl ana traslación de ejes, exprese la 
Usando 


sn 346 + 12y+12+x=0 en una forma 
ecuació ) 
más simple. 


ión 
resolució ” 
Damos forma a la ecuación dada. 


6)7+12y+8+x+4=0 
3 0) ++ 4=0 
(y+2)*+(x+4)=0 
Realizamos el cambio. 
y+2=y A x+4=x 


: (y +0)=0 


Problema 2 


Si se sabe que (h; k) es el nuevo origen para 
transformar la ecuación 


CP 6d+12r-2y=8 
al nuevo sistema XY, calcule h?4+R?-1. 


Resolución 


bd + 2-8 4y?_2y=0 
A 8492 y l=1 
OIE 
y 


+y-2y+1=1 


Reemplazamos en lo que nos piden. 
H?4R2-1=(2)+(0?-1 


En E 


Problema 3 
Mediante una traslación de ejes, transforme la 
ecuación *+xy+y?-7x-8y+18=0 
en otra que no contenga términos de primer grado. 
Resolución 
Usamos las ecuaciones de traslación. 

x=Xx+Óh A y=y+k 


Reemplazamos en la ecuación dada. 
CY (ye) + (y 7h) 
8(y+R)+18=0 


Agrupamos términos. 
CO tmcy + y)%+(2h+k Da +(h+2k-8)y'+ 
H+hk+k?-7h-8k+18=0  (*) 


Por condición, esta ecuación no debe tener 
términos lineales. 


> 2h+Rk-7=0 a h+2kR-8=0 


Resolvemos el sistema y obtenemos 
h=2 a Rk=3 


Reemplazamos en (+). 


(OY +xy-1=0 


Otra forma 
Agrupamos los términos de la ecuación dada. 


(y_6y+9)+(-4x+4)+xy-2y-3x+5=0 
(y-3) +02 +y(x-2)-3(x-2)-1=0 
(y-3 4-2 '+(-D(-3)-1=0 
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Realizamos el cambio. 
x-—2=x A y-3=y' 


Finalmente, obtenemos 


0Y+(0+xy-1=0 


Problema 4 


Mediante una traslación de ejes, simplifique la 
ecuación %y-8x+8xy-64x+16y=129. 


Resolución 
En la ecuación 


xy -8+8xy-64x+16y=129 


agrupamos sus términos. 
(2y+8xy+16y)-(8+64x+128)=1 
y02+8x+16)-8(+8x+16)=1 
y(r+4)?-8 (x+40)?=1 
(x+0* (y-8)=1 


Ahora hacemos los cambios. 
x=x4+4 a y=y-8 


(4P)=1 


Problema 5 


La ecuación x%y+2+y=2xy+4x, al trasladar 
el origen al punto (/;R), se transforma en 
(0*(y)=m. Calcule 2h +3k+4m. 


Resolución 
En la ecuación dada 


xy-2xy+2x-4x+y=0 
xyGr-2)+2x(x-2)+y=0 
x(x-2(y+2)+y=0 

xx (x-2My+2)+(y+2)=2 
02-2x+1)(y+2)=2 

- (x-D*y+2)=2 


Hacemos los cambios. 
x=l=Y an y+2=y 


> (10(y)=2 a (n,R)=(1;-2) 


Reemplazamos en lo que nos piden. 
2h+3k+4m=2(1)+3(-2)+4(2) 


.. 2h+3k+4m=4 


Problema 6 
Si se trasladan los ejes coordenados, calcule 
el nuevo origen de manera que las ecuaciones 
dadas x-2y+3=0 a x17+2x-4y-3=0 no ten- 
gan término independiente. 
Resolución 
Transformamos cada ecuación. 
e x-2y+3=0 
Q+ ID -2(y+%)+3=0 
x-2y'+(h-2k+3)=0 
> h-2k+3=0 (1) 


* x+2x-4y-3=0 
(c+ h)+2(+h)-4(y'+k)-3=0 
(02+2(A+1)x-4y'+ (1?+2h-4k-3)=0 
> h?4+2h-4k-3=0 (ID 


Resolvemos el sistema formado por (1) y (ID. 
e h=3 5 k=3 
> 0'((Ah;k)=0'(3; 3) 


e h=-3 an R=0 
> 0'(h;k)=0'(-3; 0) 


Problema 7 

Si los ejes coordenadas son t 
nuevo origen, calcule sus coordenada 
modo que las ecuaciones 

xd +4y-8x+40y+64=0 n 48x-18y=7% 
carezcan de término independiente- 


rasladados a UN 
s de 


SS 


resolución Re 
Iransformamos cada ecuación. 


y +4 -8x+40y+64=0 

(10 +)-8(e+I)+400"+R)+64=0 

(0) 40+2(1 -4)x+8(R+5)y'+ 
(1?+4k*-8h+40k+64)=0 

> h+4k?-8h+40k+64=0 0) 


. '-8x-18y=74 
(e+m2-8(+H)-18(y+R)=74 
()+2(h-4)x'-18y'+(h?—8h-18k-74)=0 
> h?-8h-18k-74=0 (ID 


Después de igualar las ecuaciones (1) y (ID 
-4k?-40R-64=18R +74 
4R?+58%+138=0 
2 +29 +69=0 
(2k+23)(R+3)=0 


Finalmente 


ce 5 m0 
S E 
o0=0 (1,23) 


. R=-3 ES h=-2 
- Oh; R)=0'(-2; -3) 


Problema 8 
La ecua ió m2 
tema la, -24=4 está referida al sis- 


de co ep 
telerida al sí Ordenadas. Halle la ecuación 


Cia entre lo stema Xy si se sabe que la distan- 
Me la ord > orígenes de Coordenadas es /17 y 
nada del nuevo origen es 1. 

Solución 
e 
(h- 0) 
+(1-0y - 
1 1 =17 0) = 17 
16 
a hs 


A 


X=x-h A Y=y-k 
X=X+H4 A y=y-1 


Reemplazamos. 
(0-24 =4 
(x+49-2(y-1)?=4 

. X-2y+8x+4y+10=0 


Reemplazamos. 
(0) -209?=4 
«-02y-1?=4 
. 2-2y-8x+4y+10=0 


Problema 9 


Mediante una traslación de ejes, transforme la 
ecuación 


3-12-y?+4 24x-2y-17=0 
en otra que no contenga término de primer 
grado y' ni término independiente. 


Resolución 

Reemplazamosx=x'+h a y=y'+k 

en la ecuación dada 

> 3(+HY-120+h-(y +2 +240+Hm)- 
2(y+R)-17=0 


Operamos. 
300)? + 3(3h-4)00)? + 3(3h? + 8h + 8)x - 
()-2(R+Dy + 
(313-12h?+24h-2k-17)=0 (*) 


Por condición del problema 
R+1=0 a 3h?-12h?+24h-2k-17=0 
=-1 an 3H*-12h?+24h+2-17 =0 
h3-4h?+8h-5 =0 
(h-D(1?-3h +5)=0 
h=1 
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Reemplazamos O'(h; k) =0'(1; -1) en (*). 
300-300) +9e-yY=0 


Problema 10 


Mediante una traslación de ejes, transforme la 
ecuación 

10 + 5y?+4xy + 4x-20y +17=0 

en otra que no contenga términos de primer 
grado ni de segundo grado. 


Resolución 
Reemplazamosx=x+h a y=y+R 
en la ecuación dada. 


CHIDO + Ry + + et + R)- 
, 200'+R)+17=0 


Operamos. 
(00 + 2(R-2DGe-y0 + (R-D%x+ 
(A+5)09?+2(h +5)(-2)y'+ 
(5k?—4hk + 4h-20k +17)=0 (*) 


Por condición del problema 
R-2=0 an h+5=0 
k=2 n h=-5 


Reemplazamos O'(h; R) =0'(-5; 2) en (*%). 
(00)=0 


Problema 11 
¿Qué curva representa la ecuación 
y? +10=2(3y + 12)? 


Resolución 
4 y2410=2(3y + x?) 
4 y + 10=6y +22 
2 + y 6y+10=0 
(41-224 1)+ (y?-6y +9)=0 
(2-12+ (y-3)?=0 


> xX-1=0 n y-3=0 
X*=1 a y=3 
x=+l A y=3 


Por lo tanto, (-1; 3) y (1; 3) son dos puntos del 
plano cartesiano. 


Problema 12 

Por una traslación de ejes, determine lo que se 
obtiene al eliminar los términos lineales de la 
ecuación 

xy+ax+by+c=0 


Resolución 
Para eliminar los términos lineales agrupamos 
convenientemente. 
xy +Hax+by+c=0 
xy +ax+by+ba+c=0+ba 
xXy+0+b(y+a)+c=ba 
O+0A+b)+c=ba 
G+0A+b)=ab-c 


Realizamos un cambio de variable. 
yY=y+a a x+b=x 


yx =ab-c 


Problema 13 


Si y=2x es la forma que adquiere una 
ecuación luego de una rotación de 53%, calcule 
su ecuación en el sistema XY. 


Resolución 
Reemplazamos 9=53% en las ecuaciones de 
rotación. 


" *  X=xc0s0+ysen0 


x'=xc0s53%+ysen530 
pra 3x +4y 
5 


*  y=-xsen9+ycosg 
y'=-xsen53%+ycos53% 
1 2 EHOY 


d 5 


Simplificamos. 


mo 
peo i 6006 
y= 
ax +3) Jar) (any? ¿Y 3 
] 6 
yo dl > A=1 A B=6 
A+B=7 
problema 14 


ión de ejes, después de simpli- 
y una rotación , | 
al ecuación 5x2+4xy+2y"=6, se obtiene Problema 15 


0 
pr, E 


Sean P(10; 5a) las coordenadas de un punto en 
Á 


el sistema XY y P'(22; a), las coordenadas de un 


Calcule el valor de A+B. punto en el sistema X'Y”, que se obtuvo al rotar 
el sistema XY un ángulo 6. Calcule el valor dea. 
Resolución y 
Sea la ecuación Sa + 4xy+2y =6. Resolución 
> cot28 = E Se tiene que 
3 P(x; y)=P(10; 5a) 
cot20=-— : 
: Pe; y)=P'(22; a) 
29=530 
80 Reemplazamos en 
4 * . x=x'COSO—y'seng 
Reemplazamos en las ecuaciones de rotación. *  y=x'sen8+y'cos8 ; 
* X=x'c0SQ -y'seng h 
5go E Obtenemos 
ral )-ysen[ $) »  10=22c0s0-aseno (D | 
2x!- y! *  5a=22sen9+acost (1 
X= dee ll 
v5 
% dep De (ID obtenemos 
ASenO+y'cosp 22sen0 (ID 
y! 530 EA 
y calor co(33) 5-cos8 
2 
242! 
j es Reemplazamos (IID) en (D. 
Rem 22sen0 ] ó 
pl 10=22c050-| =— |sen 
| Me en la ecuación dada 5-cos0 
= y! . ' a o) 
| E + 204 9y 120c0s9=50+22(sen*0+cos*0) 
| v5 , 120cos0=72 
! ! 
| ASE e 3 
| 4/5 cos = 5 
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Problema 16 


Si al efectuar una rotación según un ángulo 


053 


la pendiente de la recta L : 43x+ y-8=0 en 
el nuevo sistema es -1, calcule el valor de 0. 


Resolución 
Reemplazamos las ecuaciones de rotación, 


3 (x'cos0—y'sen8)+(x'sen6+y'cos0)-8=0 
(3 cose +sen0)x'-(/3sen8-—cos6)y'-8=0 


En el nuevo sistema, por dato 


m'=-1 


y 


-(/3cos8+sen) _ 


=-1 
-(43sen8-cos0) 


/3cos0+sen0 =cos0- /3 send 
43 1 1 43 


—cos90+-—sen0 =-=cos0-— 8 
2 cos 2 2 2 sen 


sen60%cos 8+cos60%en8=sen30%cose- 
cos30%sen8 
sen(60+08)=sen(30*-0) 
> 60%+0=30%-8 


e=-150 


Otra forma 
L:iN3x+y-8=0 
> m=-43 
tanf =-V/3 
=> p=120% 


Entonces la recta en el nuevo sistema X'Y tie- 
ne pendiente 
m'=-1 
- tana=-1 
a=1350 


Graficamos de acuerdo a la condición. 


y 


-0+120%=1350 
9=-150 


Problema 17 

Calcule el ángulo que debe rotar los eje 
denados para que la recta 
L:x+x3y-6=0 


y á : ¡ ita. 
en el nuevo sistema tenga pendiente infin 


s cOor- 


Resolución 
Primera forma 


: ión. 
Reemplazamos las ecuaciones de rotacl 


ico 
(x'cose- y'sen8)+V3(x'sen0+y cos0)-6 
(cos0 + /3sen8)x- 00 
(seno - /3cos0)y'-6= 


| > 


X—_— 
diente es 
de su pen 
cd (coso +/3sen0) 
m=ceno-/3.cos0 


Dado que m' NO está definida, se cumple 
al 


sen9-/3cos0 =0 
tan0=43 


9=602 


Reemplazamos en (5. 
Y=3 


Segunda forma 


x+/By=6 

1.436 
il 
ja 


cos60”x+sen60y=3 


Sila pendiente en el nuevo sistema es infinita, 


s cumple que P//eje Y 
> X=xc0s0+ysen 


Porcomparación de (D y (ID 
960% , x=3 


Tercera forma 


C 


condición, y 
E ÓN, L debe ser perpendicular al eje 
as en el nuevo sistema X'Y, 


Problema 18 


Calcule el valor aproximado del ángulo que 
debe rotar los ejes coordenados para que la 
recta 2: 3x4-4y=5 tenga pendiente nula. 


Resolución 

Después de la rotación adecuada, ZP se con- 
vierte en el sistema X'Y', paralela al eje X', en- 
tonces se cumple que x'=0. 


y'=-xsen0+ycos0 (D 


De la recta 2, 3x+4y=5. 


Es =1 
E 
-sen-379x+cos(-379%)y=1 (ID) 


Comparamos (1) y (ID. 
8=-379 Mm y=1 


Otra forma 


Se pide la rotación necesaria para que Z tenga 
pendiente nula. Entonces dicha recta debe ser 
paralela al nuevo eje de abscisas en el nuevo 
sistema X'Y". 


Graficamos de acuerdo a la condición. 


Se observa que 
9=-37% a y=1 


Problema 19 Las ecuaciones de rotación son 


Calcule el ángulo que debe rotar los ejes a x=x'cos300-yseng E Ly 
coordenados para que en la ecuación 2 Z 
2_ A 

E dci pa Ed Ñl . s y=x'sen30"+yeos3002. apt, 3 y 
se elimine el término lineal en x”. Z 


Resolución Los focos son 
2 -2xy+y?-8(x+y)=0 x=0- 5.12 45 
(y =8(c+y) > E(0;4/5) 2 2 
Reemplazamos las ecuaciones de rotación. y=0+W45- al = iD 
x=x'coSsg0-y'sen0 
y=x'sen8+y'cos8 z=0- 45). 
> [(cos9-sen0)x'-(cos0+sen 0)y']?= A F (0; -/5) - Y 
8 9+sen8)x'+(cos9-sen8)y' = 
[(cos8+sen0)x+(cos8-—sen 0)y"] A CI dE 
donde el único término lineal en x' es A 
8(cos8+sen8)x' Los vértices son 
=> 8(cos0+sen8)=0 l=t Bs? 
cos9+seng=0 e V(0:3 
senB=-cosO0 1(0:5) 43 3 
y =0+(3)=243 
tanO8=-1 2 2 
9=-450 x=0-(3)=5 
* Va (0;-3) 
3 -3 
Problema 20 y. 48 
Realizando una rotación de 30% al sistema 
coordenado XY se obtiene el sistema X'Y". En resumen 
2 2 
e... A Xx) (y”) ES a AS Sa 
La ecuación de la elipse es EN + a l Sistema XV" E Sistema XY 
Halle las coordenadas de los focos y vértices ES E 
en el sistema XY y XY., FS (o; v5) ( ; ten 
Resolución e ce EA 
y my? Y ¿ZNAD. 
ESO ] Ez (0;-45) 1137 ] 
2 2 4.9, 3 
> aá=9 n b'=4 ¡ts 
Y (0; 3) (53%) 
Como a?=b*+c? E , 
: IN E 
> 9=4+c? 7 : : Va de (0;-3) (5 pa ] > 
Cc= 45 ; ; EA - j 
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problema 21 N 
La ecuación de una cónica es 

2,0) +ty+Dx+Ey=5 

Ax C=4, Si luego de efectuar una rotación 


eá 7] PA] 1. 
, de resulta AC) O00Y+10xy+Dx+Ey=10, 


calcule el valor de A". 


Resolución 
La ecuación 
Ad+Cy+4xy+Dx+Ey=5 
se transforma en 
AO 100) 10x'y+D'x'+E'y'=10 
Dividimos entre dos. 
D' 


A 2 E 
164 ») 5 t 5 ' MS ica '=5 
qe +5(y')"+5x'y se 57 


Por invariantes 


B'-4AC=(B-4(4) (C>) 


Reemplazamos. 


Qué 
Oman: - 
ación? 


“"Bulo de rotacig 


N hace posible la trans- 


—_— 


Se rota un ángulo 0 y se obtiene 
E La 

yo x 

(0-4 y+ (y)?=0 


> A'= E B'=-4; C'=1 


Recordemos que 
A'=Acos“0+Bcos0sen8+Csen?o 


Reemplazamos. 
1=(1)cos?0+4c0s0 sen0+(1)sen?e 
l=cos"0+sen?0+2(2sen0cos0) 
l=1+2sen20 
sen20=0 

> 20=1800 


9=909 


Problema 23 

Sea la función definida por 

y=2x+sen(x+2y) 

Si luego de una rotación de ejes del sistema XY 
se obtiene el sistema X'Y', halle en este nuevo 
sistema el rango de la función. 


Resolución 


De la función dada 
-2x+y=sen(x+2y) (5) 


Hacemos el cambio de variable. 


V5x'=x + 2y 
by" =-2x + y 
Entonces 


1 
==X+= 
Eu 


739 


Las fórmulas de rotación inversa son 
x=xcos0+ysen0 
y'=-xsen0+ycos0 

donde identificamos que 


2 
ce A sen0 == 


/5 v5 


> tang=2 
8=arctan2 


Reemplazamos en (+). 


V5y'=sen(V5x') 


y'= ¿sentir 


Como -1< sen(4/5x') <l 

ESE en(V5x') < sE 

A 
5 


-1 
> BJ 


5 


mb 


IA 


y's 


Problema 24 


Determine la ecuación del eje focal de la 


cónica A+ bxy+y+x-y=2, de excentricidad 
e=1. 


Resolución 
A4bxy+ y +x—y=2 


coto 121, 
b 


=> 20=900 
0=450 
Reemplazamos en las ecuaciones de rotación. 


+ x=x'cos45-y'sen450 
Ñ xXx y / 


5 
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*  y=x'sen4o"+y'cos4a? 
x+ y! 


== 


Reemplazamos en la ecuación dada. 
' 2 ' t t Ll 
x'- y EA 
== | +b —= |+ 
a E 
E AA 
J2 v2 

Operamos y agrupamos adecuadamente. 


Reemplazamos b=2 para que sea una parábola. 


-V2y'=2 
(Y Aly 2) 


Graficamos. 


El eje de simetría es 
x=0 


Usamos la fórmula de rotación inversa. 
xcos9 +ysen8=0 
xcos45%4+ysen45%=0 


lola) 


. x+y=0 


problema 25 N 
Calcule las asíntotas de la hipérbola 
a 


p2+39-18=0 


resolución 
Sea 


cot20==3 == 


> 09<20<900 


4-0_4 
3 


00<8<452 


4 
a+ Ecos20 _ 1 AO 
> seno=+ Tay EN 10 
le 
1+ 00520 58 
AN a MENS Y 
3 Cos + 2 2 390 


Reemplazamos en las ecuaciones de rotación. 


10 
*" x=—xyJl0r'-— y! 
ir Ed 
0,3 
y 0 


Reemplazamos en la ecuación dada. 


3 2 
E PALA 
py] 


3 
di 1410 10 
¡0 10: E ay )-18-0 


10 10 
Operamos 
sanos, 
(yn? 1 
q 307 -18=0 
m2 
Ue 


ee a A 
cion 
Ma €s de las así 
Pon asintotas en el siste- 


(Grey (Ex 2)=0 


k 


Y 


y=3x' 
Usamos la fórmula de rotación inversa 
ycos0-—xsen0=3(xcos0+ysenW) 

10 


10 10) 


. x=0 


y=- 3x' 
Usamos la fórmula de rotación inversa 
ycos0—xsen8=-3(xcos0+ysen0) 


A 


10 10 10 10 
> y 
Problema 26 


Al) 


) 


Mediante una rotación de los ejes coordenadas, 
la ecuación 3x? —24/3xy + y? +2x + 2/3y =0 


se transforma en 


ACOYBxy Oy +x+Ey+F=0 


Calcule el valor de A'C”. 


Resolución 


3x2 -2/3xy + y? +2x +2V3y =0 


se identifica que 


A=3; B=-24/3; C=1; D=2; E =2N/3; F=0 


(BY?-44'C'=B?-4AC 
(6-44 = (2/3) 4810 


(By?-44'C'=0 
se E 
A'C'= 2 


B'=(C-A)sen20+Bcos20 
B'=(1-3)sen20+ (-2,/3)c0s20 
B'=-2(sen28+ 4/3 cos 20) 
B'=-2x2sen(20+ 609) 
B'=-4sen(28+609) 


*« D'=Dcos0+Esen8 
1=2c050+24/3 sen0 
l= 2(43 sen0+cos0) 
1=2x2sen(8+309) 


-sení8+ 309) = : 


Reemplazamos. 
B'=-4sen(20+609%) 
B'=-4x2sen(0+30%cos(9+300) 


0-15 


gi 03 
2 
Reemplazamos. 
2 
| dis] 
4 2 
ra 19 
AS 
Problema 27 


Mediante una rotación de ejes y luego una tras- 
lación de ejes, simplifique 
3x2 -2xy+3y? +2/2x-6V2y+2=0 


Resolución 


Las ecuaciones de rotación son 
e x=xcos45%-y'sen450 


e  y=xisen45%+y'cos45% 
Xy! 


/2 


Reemplazamos en la ecuación inicial. 
LN ' 2 _ t y 1 ' 1 2 
ARRE: 
y2 Y2 A y2 v2 


e) +20 


Operamos y reducimos. 
2(9+4(y)?-4x-8y'+2=0 
(0*+2(y)-2v'-4y'+1=0 


Completamos cuadrados. 
(x-10?+2(y-1D?=2 


“ Hacemos el cambio. 


x"=xX'= 1 YN y"=y'- 1 
Obtenemos 
(e? +2(y?=2 


(Y 
2 


+(y"Y =1 


Problema 28 

Mediante una rotación de coordenadas, sim- 
plifique la ecuación 

5x? + 24xy -5y? +/13x -2/13y+2=0 


Reselución 


199 =4€ c 
co 


5-(-5) 
cot20= 24 


¡-tan?0_ 5 


> ano 12 
12-12tan?0=10tan0 


6tan”0+5tan8-6=0 
3tan0 -2 

2tan0 pa 3 
(3tan8-2)(Qtan0+3)=0 


tng=? 
Ao 


Reemplazamos. 
" AzAcos'0+BsenOcos 9+Csen?9g E 
2 2 
; 3 2 3 2 
tl) loz =13 
13 Y13 1413 13 


MARA 


e “5Eco58- Deny 
a] 3 
31-22 20 


Problema 29 


Al realizar Una rotac 


ión de ejes, deter; 
transformación de la 


ecuación 
4x2 -3V3xy+7y? =18 


Resolución 
cot 20 = El 


4-7 
-343 


cot29= 1 


3 
20=60% > 9=300 


cot 29 = 


Luego, la ecuación tomará la forma 
ASC (y)=18 (*) 


Por el teorema de invariantes 
AYC'=A+C 
AY+C'=447 
AWY+C'=11 


Además 


A'=Acos*9+Bseno cos0+Csen?e 


2 
A'=4c08*30%+(-343)sen30%c05300+7sen 300 


a] 


5 
2) 
> -+C'=11 
- 19 
eS 


Reemplazamos en (*). 


¡O 
=P + Ly) =18 


5(x)*+17(y)=36 


m2 
Y 
NINE: 


5 17 


O 


744 


Problema 30 
Dada la ecuación de la cónica 
2x2+24xy-5y"-9=0 


calcule la longitud de su lado recto. 


Resolución 
-(-5) 
24 


cot20= a 


cot29= E 
24 


20=74% => 0=370 


Usamos las fórmulas de rotación. 
*  x=xcosg-y'sen0 

_Axi-3y' 

A 


. y=x'sen0+y'cos0 
_3x+4y' 
5 


Reemplazamos en la ecuación. 


ME 12 _ ' ' 1 
JE 3y ] E 3y E +4y ) 
5 5 5 


1 12 
204) Me 


Simplificamos y acomodamos. 


(xy e 
2... 
11 14 
> sz A A 
11 14 


longitud del _ 20? 
lado recto — gq 


longitud del JE 
lado recto 3 


longitud del _ 3 
lado recto — q 


Problema 31 


Calcule la excentricidad de la cónica cuya 
ecuación es 


73x?-72xy+52y*-30x-40y-75=0 


Resolución 


cot 28 = lisas 
-72 

cot 20 = ¿de 
24 


20=106% => 0=530 


Usamos las fórmulas de rotación. 
*  x=xcosg0-y'sen0 


y EE 
5 
e  y=x'sen0+y'cos6 
_Axi+3y' 
ME 


Reemplazamos en la ecuación. 


] U 2 Mus. U t 1 
E -4y ) a 4y JE +3y ) 
5 5 5 

' J 2 _ t 
sq +3y ) 302 4y ) 
9 5 


Simplificamos y acomodamos. 
len. A 

4 1 
> d4=4 pr bil 


=1 


na 


Calculamos los focos. 


a 32 
problem ¡ 2/20 2/2 +1 
calle los vértices, lOs focos y las rectas direc- Fl (2/2; 0)> A E E )) - 
«es de la cónica 
pic , E (2/30) E E, 24/2-0 24240) pa 
¿day =9 2" - dis 
Resolución Calculamos los vértices del eje mayor. 
5-5 
cot20= 37 . -3; 0 (2 0 + v( 31-35) 
8 YE ) 1 Ja ” Ya 1 242; N ) 
cot28=0 ' 3-0. 3+0 3 3 7) 
+ V,(30)>V: V. ¿(3 /2,2J2 
28=900 > 0=450 ad le Va > E) 1 
. a Calculamos los vértices del eje menor. 
Usamos las ecuaciones de rotación. 
A 8 'sen8 e B, (0;- D> a E D. 0+ 2. a(2,-2) 
xX=XCOS y INS 1 Ja ; NW pl 2 ) 2 
x-y 
=== 0-1 0+1 2 2 ) 
ha B 0; 1 B —; — |= B =—: pasa 
v2 200 822527) (E 
* y=xsen8+y'cosB . . 
Calculamos las rectas directrices. 
y= Y ' a? ' a? 
Y Pixi==— pan Lox => 
Cc Cc 
Reemplazamos y operamos gio, A He 
a 2/2 242 
ADE) 
Y Y2 /2 2 Reemplazamos. 
y 
Lar 4 LY =1 x'=xc0s0+ysen0 
E > x“=xc0s45%+ysen450 
25d a 7 sai EY 
A J2 
Mo q*=p2, 2 x+ -9 AY 9 
c ¿Y Lo: 
>> Lit=>Zz A : 
95] 42 Fa Wa 2 E 
“=2/2 s L2x+2y+9=0 » Ly 2x+2y-9=0 
Problema 33 


cal Ular ] 
Os ele eo dá 
Mos mentos de la cónica usa- Halle el ángulo agudo de intersección de la 


recta 2x-y-1=0 y la cónica 
+ 4xy +4y?+2y-2x-1=0 


te. 
en cada uno de sus puntos de cor 


745 


cal 
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Resolución 
Intersecamos la recta con 


obtenemos los puntos 


1 —7 
PC; D y plz: 7) 


la cónica y 


Por el teorema, las ecuaciones de las tangen- 
tes son 


e L:x-2y+x)+4y-(x+1)+(y+1)-1=0 
2: 2x-3y+1=0 > m=5 


Lo. (17 7 1 7 
. Petr ya s= va = =='|olis 
gr 3 5 )+a( 5) (+3)+(s 5) men 


Lo: 6x-2ly-17=0 => m2 => 


Además, 2: 2x-y-1=0 => m=2 
Luego, aplicamos ángulo entre dos rectas. 


m-m m-m 
tan 0, = 2 


l+m-m 


A tan0) = 


l+m-m, 


4 12 
tan0¡=7 A tan0) =— 
> tanuj; 7 A tanu) 11 
0, =arctan[ $) A 0, =arctan[1+) 
7 11 


Problema 34 


Halle la ecuación de la cónica que pasa por los 


puntos P¡(-1; 6), P2(2; 5), Pa(3; 4), Py(4; 1) y 
Ps(=5; 4). 


Resolución 

Sea la ecuación de la cónica 
€. *+Bxy+Cy4+Dx+Ey+F=0 
1,608 => 1-6B+36C-D+6£+F=0 
(25)€8€ => 4+10B+25C+2D+5E+F=0 
(314088 > 9+12B+16C+3D+4E+F=0 
(4,1)€8 > 16+4B+C+4D+E+F=0 
(-5;4) € 8 > 25-20B+16C-5D+4E+F=0 


===, 
Resolvemos el sistema de ecuaciones. 

B=0; C=1; D=2; E=-2; F=-23 
a x2+y?+2x—2y-23=0 


Problema 35 
Halle la ecuación de la cónica que pasa por el 


punto P(4;-2) y por la intersección de las cónicas 
Aexy+yi+x3y-1=0 2 2x2-xy-2x+y=0 


La ecuación del sistema de cónicas es 
Croyata3y-Dn[22y-2x+y)0 6) 


Reemplazamos P(x; y)=P(4; -2) 
en la cónica 


(16-8+4+4+6-1)+n(32+8-8-2)=0 
—1 

n==— 
10 


Reemplazamos en (*). 


“- 4x-17xy-10y?-24x+37y+10=0 


Problema 36 
Halle las ecuaciones de las parábolas que pa- 


san por la intersección de las cónicas 
a0+y?-4=0 n xy+3x+5y+3=0 


Resolución 
El sistema de parábolas queda definida por la 
ecuación 

4x4 y 24 +n(xy+3x+5y+3)=0 () 


dl+nxy+y+3nx+5ny+(3n-4)=0 


En la parábola se debe verificar que 
B?*-4AC=0 

> n-4(4)I(0=0 
n*=16 


n=-4 y n=4 


LI IIA a 


2 K 
¡mente, reemplazamos N en (1), 
amen 


Fin e ) =0 CA ¡Pe 
¿era +y +12 +20y+8 x= —= A y 2 
a2-axy+y-12x-20y-16=0 Ñ x 

Reemplazamos. 
Problema 37 Ya yx a] 
Dos parábolas paralelas están separadas 7 yY2  J2l ya V2 
; 2 2 A 

Determine una de las ecuaciones de la parábola ". X+2xy+y"-4y+1=0 

sila ecuación de la otra parábola es , 

P+2xy+y-4y=1 . a al*-A) 

2 42 42 Ya 

Resolución 1 1 Y 

'+2xy+y-4y-1=0 (5 ra) 
j JC 


ComoA=C=1 => 8=450 


Reemplazamos las fórmulas de rotación 


Reemplazamos en las ecuaciones de rotación. inversa. 
U 1 1 1 2 
Xy x'+y y=x fe a 
x= ——=— A y=——= AA) 
iy Y E ORTA 
“eemplazamos en (+), 1 74+2xy+y2-4y+1=0 
' 1 2 1 
e E fi NE 
%] v2 E + 4) 
Problema 38 
donde Al efectuar una transformación de la función 
| y'= 1 1 Y fi 9=X+ senx, se convierte en periódica. Si T 
0 a 
| 2 Y p 5) es su periodo mínimo y n es su máximo valor, 


N calcule el producto Txn. 
| esitamos Obtener un z 
"Parada Y2 * Parábola paralela y Resolución 


7 > Para eso hacemos un desplaza - 
ftica] tn ele 


Miento Ve 


ia Xx 
le Y, así tenemos 


' 
(SY =x+Ssenx 


1 
U 
J 
' 
1 
y 
t 
1 
J 


A —< o 


Observamos que la función y=Xx+senx en el 
sistema XY tiene periodo T'= 21: /2. Reempla- 


zamos 0=450 en las fórmulas de rotación 


Y a y 
/2 y2 
Reemplazamos en la función 
y=x+senx 
x+y' xy x-y' 
= +sen 
Operamos 
, x'-y' 
= —sen 
É 2 ) 
| y2 
dá 67 Jmáx == 
J/2 
n== 
2 


rxn=lna 2 )- 


Problema 39 
Grafique la cónica de la ecuación 
y? +4xy+4y? -2/5x+6/5y=0 
Resolución 
cot20= La —= a 
4 


=> 90% <28< 1809 
459<8<909 
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Las ecuaciones de rotación son 
x'-2y' 2x+y" 
MES NÑ = —__— I 
la 5 (D 


Reemplazamos. 
5(0?*+10x'=-10y' 
00+2x'+1=-2y'+1 


: l 
1 1 =-a 0-3) 
Qo+D y > 


Aplicamos traslación. 
1 
x=x+l A ro. (1D 


y (mn?=- 2y" 


Es una parábola con foco (o 2) y directriz 
¿Sl ¿ 
Yi= 5 en el sistema X"Y". 


Si reemplazamos el punto (x”; y)=[0; >) 


en (ID, obtenemos el punto (x; y)=(-1; 0) en 
el sistema X'Y.. Si reemplazamos nuevamente el 


punto (x'; y) =(—1; 0) en el sistema (1), tenemos 


el foco (x; y)= (5 5) en el sistema AY. 


También la recta directriz es 


y"=- 
00 | 

> =—=-— 

d 2 
y=1 

> ycos9-xseng=1. 


1 
a 
y=2x +45 


no 


Graficamos. 


Problema 40 


Halle la ecuación de la cónica que pasa por los 
puntos P(4; 9), Q(; D), R(6; 2), SC0; 7) y T(3; 5). 


Resolución 

Los puntos PSRQ forman un cuadrilátero. Las 
rectas que forman los lados son PS, PR, ROQyQS; 
además, las ecuaciones de estas rectas son 

* PS:x-2y+14=0 

* PR:7x+2y-46=0 

* RO:x-4y+2=0 

" 0S:3x+y-7=0 


Formamos la ecuación. 
(PSARO) +n(PRI(OS)=0 
> (x-2y+14)(x-4y+2)+ 
n(7x+2y-46)(3x+y-7)=0 (+) 


Reemplazamos T(x; y)=T(3; 5) en E. 


Obtenemos 
n=-1 


Reemplazamos este valor en (*) para obtener 
la ecuación de la cónica. 


-20x?—19xy +6y?+203x-29y=0 
20x2+19xy-6y?-203x+29y=0 (hipérbola) 
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Test 


Halle las coordenadas del punto P(3; 5) en 
el nuevo sistema X"Y' cuando el origen se 
ha trasladado al punto (1; 2). 

AM Q;,3) B) Q;10 
DQ9 


Cd) BD 
E) (1,2) 


Halle la ecuación de la circunferencia 
4y?=1 en un nuevo sistema X'Y', cuyo 
origen está en el punto (1; -1). 


AJ (e-D%(y+2)%=1 
B) (-D%G6-29*=1 
O (*-D%(y-D?=1 
D (e+D?%4(y+D?=1 
E) (+D%(-D*1 


Identifique la cónica de la ecuación 


3 
AA 


A) parábola 

B) elipse 

C) hipérbola 

D) dos rectas paralelas 
E) un punto 


Por una traslación de ejes coordenados, 
simplifique la ecuación 
31+5y?-2x+5y-12=0 


A) 300%+5(y9?%=8 
B) 300%+5(y)?=10 
O 3(0%+5(y9=6 
D) 3(09%+5(y)?=12 


E) rr 


Cuando el origen de coordenadas se tras- 
lada al punto (A; k), la ecuación 
4x?-20x-24y+97=0 

se transforma en (1)2=m( y). 

Calcule A+ +m. 

A) 21/2 B) 23/2 
D) 27/2 


C) 25/2 
E) 59/2 


6. 


10, 


¿A qué punto debe trasladarse el origen de 
coordenadas para que la ecuación 
x+y"-2x-6y-6=0 

carezca de término lineales? 


A 6,1 
D (E-E3,D 


B) (1,3) O (ES-0 


E) (25D 


Si la ecuación 2x-y—R=0 se transforma 
en 2x"-y'+3=0, después de que el origen 
se traslada a 1; 2), ¿cuál es el valor de R? 


A) -9 
D) -6 


B) -8 C) -7 


E) -3 


Mediante una rotación de 45” se obtuvo la 
ecuación (y)?-3(x)?=3. Indique cuál será 
luego la ecuación en el sistema XY. 


A) x%+4xy+y?+2=0 
B) x%+4xy+y?+4=0 
O) 1%+2xy+y2+3=0 
D) x%+4xy+y?+3=0 
E) x%+2xy+y2+2=0 


Las coordenadas de un punto en un nuevo 
sistema son 


(543-2-243-3) 


Halle las coordenadas del punto en el 
sistema original si este fue girado 30". 


O) E3;-4 


B) 9 (43) 


A) (3,4) 
D) (8; -4) 


ión 
Indique en qué se transforma la a 
2xy=9 cuando los ejes coordenados IO 
un ángulo adecuado. 


A ()-=6 
B) (0-(yY=5 
0) (9% (yY=2 
D) ()-(yY=4 
E) (-)-(yY=9 


A 


11, Al transformar la ecuación 


ey +y=4 
se obtiene 
2 
(1) MEE 1 
A B 
Calcule A+B. 
y2 y 
mE Bj 2 O) 2 or a. 
3 ao 
1 
— ' de J 2 
18 Al 2 D) E = 
3 5 
12, Determine las nuevas COOrdenadas del n2 12 
(y) 
Punto (a; b) si es que los ejes Se han tras- E) => 
ladado a] Nuevo origen (b; a) y luego han 
1 o 
“o totados en id 15. A partir del gráfico, determine la ecuación 
A) la V2 b V2) de la Parábola si OF — 2/2. 
B) (0, (b=a)./2) 


0 (¡b-g) 
on (6-0) /2. 0) 
oy l; (a=b),/2) 


la Después 


Una rotación de ejes, la 
“Uación +2y=3 se transforma A) x-2xy+y*-16x-16y=0 
n(y=p B) X"—2xy+y*-8x-8y=0 

C) x*+2xy+y*+8x-8y=0 
D) x"+2xy +y?-16x+16y=0 

E) x+2xy+y*-8x+4y=0 


| 
| 
: 
| 


| 191 
- 103 14 (54 
7 5 - 1153 1563 
E ñ 12 (8 
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b> Problemas propuestos 


Nivel básico 


Determine el nuevo origen para trasladar 
la ecuación 9x?-4y*+18x+16y+29=0 a un 
sistema donde no tenga términos lineales. 


A) (1; -2) 
D +40 


B) El;2) O Q;-D 


E) El; -2) 


Por una traslación de ejes, determine lo 
que se obtiene al eliminar los términos 
lineales de la ecuación 


xy +2x+3y+5=0 
A) xy'=2 B) xy => O xy'=1 
D) xy=-2 E y=> 


Sea la recta .2:5x-8y+15=0. Cuando el 
origen se traslada al punto (-2;n), la 
ecuación de la recta carece de término 
independiente. Calcule n. 


3 5 8 
a 2 B) 2 Ed 
E Ea ad; 

2 15 
D) — 

JE pg 


Mediante una traslación de ejes, se tiene 
que la ecuación x*-y?-2x-10y-25=0 se 
transforma en A()%+B(y)*=1. 


Calcule A—B. 
A) 5 B) 4 O 3 
D) 2 E) 1 


Dado el triángulo ABC, tal que A(8; 6), 
Bla;b) y C(-7;-3). Cuando el origen 
de coordenadas es trasladado al punto 
Ma; b) en el primer cuadrante, el bari- 
centro del triángulo en el nuevo sistema es 
(5; -1). Calcule a+b. 


A) 5 B) 10 C) 
D) 1 E) -2 


6, 


aa 


Dada la parábola x2=4(y+1). Si el origen se 
traslada al punto PG1; 1), indique en qué 
se transforma la ecuación. 


A) (0*+2x'-4y'-3=0 
B) (1)-2x'-4y47=0 
O) (1?-2x'-4y'-7=0 
D) (0?+2x+4y'-3=0 
E) (0-4x'-2y+1=0 


Mediante una traslación de ejes, reduzca la 
siguiente ecuación en su forma más simple: 
-3x2+3x-y*+4y-6=0 


A) (+ (y)=1 
B) (0-01 
O Y-200*=1 
D (0%+2(y)=1 
E) (0-(y)=2 


Dado el siguiente gráfico, determine la 
ecuación de la recta en el nuevo sistema 
generado al trasladar el origen al 
punto M(3; 7) si AB=5. 


A) 6y'+2V/3x'+10/3-4=0 
B) 6y'-2/3x'+27-64/3=0 
O) 6y'+2/3x'+5/3-2=0 
D) 5y'+10/3x'-843+2=0 
E) 6y'-2/3x'+8/3-2=0 


forme la ecuación A) -2 B) -1 d0 

y, it gy-11=0 D) 1 E) 2 

eS l nuevo 

sladando los ejes coordenados al n 
a vá : 
ee (-1:-2): 14, Mediante una rotación de ejes, transforme 
la siguiente ecuación: 
' ' 26 


Xx -2xy+y*-8x-8y=0 
3) 2 -301=6 


0) 30206 
D) 300*-2(y)=6 
E) 3(0-2(yY=8 


A) (0 =4/2y' 
B) 2(y) =V3x' 
O 3(y Y =4/2x" 
2 
: D) (y? =4/2x" 
Se tiene la ecuación A +y?-8x-6y=24. Si ) 5) ne 
al trasladar el origen de coordenadas al E) 34/2(x") = y' 


punto (4; 3), la ecuación se convierte en 
AY -B(yY=1. Calcule A—B. 


7 
> 


15, Dada la curva € con ecuación xy=8. Al 
po B) -1 0% aplicar una rotación de ejes, determine la 
D) 1 E) 2 ecuación resultante en el sistema X'Y. 

ÍÍ. Cuando se traslada el origen de A) C'-Y=1 
“ordenadas al punto (1; 2), la ecuación B) (0-()=4 
YA d+12=0 se transforma en 

9 mf 2_ 
Wisp(e+g). Calculep+g-1. O 40 0)8 
: D) ()-(y9=16 
A -2 
B) -1 r r l 
D1 Io E) Y G= 
E) 2 
US; 


0 ejes cartesi 


Més transf anos rotan 45", señale en 16. Halle las nuevas coordenadas de (2;2) 
ax. y) o "siguiente ecuación: cuando los ejes coordenados son girados 
A) Ñ primero en 45” y después se traslada el ori- 
Xy 
) Xy =gy B) x'-2y=3 O) x42y'=3 gen a (-1; 1). 
E) 2x'y'=3 
Ñ M ; de o 4) 
] “. Una a 
| E =1 5 Pl de ejes, la ecua- B) (-24/2; 4/2) 
| Pap AS o en la ecuación C) (2,/2;-./2) 
SS “ Nuevo sistema 0 
, valo, de A-B E D) (42; -./2) 
244 B E) MN 
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17. Luego de una rotación de ejes, la pendiente 


de la recta y = Ex-1 en el nuevo sistema 
XY es z Halle el ángulo de giro de los ejes 


coordenados. 


D) 


E t = 
) arc an.) 


1£. Mediante una rotación de ejes, la ecuación 


0] 


O 


ES 


5x2 +24xy-5y?+/13x-2/13y+2=0 
se transforma en 

ACB y+ Oy) —x-8y+2=0 
Calcule el valor de (B)?-44'C". 


A) 276 
D) 670 


B) 476 C) 576 


E) 676 


. La ecuación xy+8x-7y-59=0, mediante 


una traslación de ejes, se transforma en 
Ax'y'=M. Calcule A x M. 


A) 3 
D) 115 


B) 105 C) 110 


E) 120 


. Se tiene la ecuación de la recta y=2x-—1. Si 


al hacer una rotación de ejes coordenados, 
la pendiente de la recta .2 no existe, halle 
el ángulo de rotación de los ejes. 


A) arctan (3) 


e) arctan (3) 


, Calcule el ángulo que debe rotar lo 


1 

E t - 
) arctan ( ,] 
D) arctan (2) 

3 


3 
t = 
E) arc an(3) 


2%. Dada la ecuación xy-vV2x=0, determine 


la ecuación transformada si los ejes han 
rotado 45". 


A) (+01 

B) 0-62 

O) (1>-2x+y=0 

D) x+y-2=0 v x-y'=0 
E) x-y+2=0 v x+y=0 


22. Si los ejes coordenados giran 30”, calcule 


las nuevas coordenadas del punto medio 
del segmento TO si 7(1; -3) y Q(5; -5). 


A) (243;1) 


B) (5432 8) 


O) (3/3-2; 3/3+2) 
D) (Eu3-1-2-243) 
E) (3/3 -4;-44/3-3) 


Nivel intermedio 
s ejes 


coordenados para que la recta 4x+3y=5 
tenga pendiente indefinida. 


ar 
E) 53 


A) 1430 
D) -37% 


B) 53" 


— 


4 Mediante una rotación de ejes eooliena das 
A, de 45 la ecuación pe Una cónica se 
transformó en 300) =3. Si la ecuación 
original fue «2+axy+y%0=0, calcule q Xb. 


yo B) 10 C) 8 
D 6 E) 4 


Si se tiene la recta P: y=x+1, que luego 
de girar los ejes un ángulo se transforma 
en otra, con ángulo de inclinación de 60, 
determine la ecuación de la recta .£ en el 
nuevo sistema de ejes rotados X'Y”. 


A) y =/3x'+1 
B) y'=/3x'+2 
0) y'=43x'+/2 
D) y'=43x'+ /3 
E) y =4/3x' /6 


“El origen de coordenadas se traslada al 
md 2) y luego se hace una rotación 
5”. Halle en este nuevo sistema las 


“ordenadas de P(10; 5) dado en el 
Sistema Original. 


Ma oa; SulO 8 (0 


(0<8< Ts ¡ 
e obtiene 
Calo. ÓN que 
le EN Ma del tér 
coto, 


mino y”. 


+1=0. Al rotar los 


A) -15 B) -6 C) -9 
D) -18 E) -12 


25, Determine el ángulo de rotación, tal que 


la ecuación 2y+x=9 se transforma en otra 
que no contenga el término x'. 


A) 127*30' 
D) 153*30' 


B) 12930"  C) 141%30' 
E) 160?30' 


2%. Por una rotación de 30* de los ejes coorde- 


nados, una ecuación se transforma en 
(0+2(y)?=3 
Determine la ecuación original. 


A) 5x? +3y? - /3xy=1 

B) 5x? -3y? -24/3xy =3 
0) 5x?+3y? -2/3xy =8 
D) 5x?+7y? -2/3xy =12 
E) 5x*+3y? -2/3xy=10 


“0, Se tiene la recta L:y=0 en el sistema 


coordenado XY. Si el origen de 
coordenadas es trasladado al punto (2; -2) 
y luego los ejes se rotan en sentido 
horario 30%, entonces se obtiene el nuevo 
sistema coordenado X"Y". Determine 
la ecuación de la recta Zen este nuevo 
sistema coordenado. 


A) x"+2y"=43 
B) x"-v/3y"=2 
C) x"-/3y"=-4 
D) V3x"+y"=2 


E) V3x"+2y"=1 


31, Del gráfico, halle la ecuación de la elipse 
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en el sistema AY, 


A) 7x2 -6V3xy+13y? -32=0 
B) 712 +643xy +13y? +64=0 
O) 131? +643xy +7y? -64=0 
D) 13x?-64/3xy+7y*-64=0 
E) 712 +243xy+3y?-64=0 


2. Sean las rectas 4;: yy y £, la cual 


pasa por el origen de coordenadas. Si 4% y 
2 forman un ángulo de 15* y la pendiente 
de %L es mayor que la de %, calcule la 
ecuación de la recta .£ en el sistema X"Y”" 
que se origina después de trasladar el 
sistema XY al punto (—1; 1) y rotarlo en 300, 


A) y"=x"+24/3 
B) y"=x"-243 
0) y =x tf 
D) y"=x"-43 
E) y"=(2-43)x"-2(43-1) 


33. Si 12+4xy+4y?-30x-90y+450=0 es la 


ecuación de una parábola, y mediante la 
rotación de los ejes coordenados en un 
ángulo apropiado y una traslación de ejes, 
la ecuación resulta (x")?=ny", determine el 
valor de nv 5. 


ES 


37. 


B) 4 
D 8 


. Transforme la ecuación 


pe -4/3xy -3y? =30 


A) 300+5(y9*=30 
B) 5009*+3(19?=30 
O) 5(09?-5(y9=36 
D) 30-500=30 
E) 3(xY-5(Y=36 


35. Dada la ecuación de la elipse 


3x*+2xy+ 3y*= 6 
calcule su excentricidad. 


y2 y3 


2 3 
N= B 3 O) 


4 
D) S E) 


. La ecuación de la curva 


5x2 +4xy+2y?-1=0 
corresponde a 


A) una elipse. 

B) dos rectas paralelas. 

C) una parábola. 

D) una hipérbola. 

E) dos rectas concurrentes. 


Señale la secuencia correcta de verdad (V) O 
falsedad (F) respecto de las siguientes propo- 
siciones: ; j 
L—x2-xy-6ye=x-7y-2=0 representa 2 
dos rectas concurrentes. 
IL 12+2xy+y?+2x-4y+5=0 
representa una parábola. 
IL. 5x24+2xy+10y?-12x-22y+17=0 
representa una elipse. 


E) VPF 


B) VFV 
E) FVV 


A) VVV 
D) VVF 


A parábola 

g) elipse 

c) hipérbola 

D) una recta 

E) dos rectas paralelas 


Nivel avanzado 
2% Altransformar la ecuación 
16 +24xy+9y*-15x+20y-25=0 
se obtiene AqUé=-y". 


Calcule el valor de A. 
A 4 B) 2 O 1 
D) 8 E) 16 


“+ Mediante una rotación de ejes, simplifique 
la ecuación 


2 
x Ay +3y? 8 /3x-8y=0 


Meg 
Ñ se "otación y traslación de ejes, 
or Y 8 y+18=0 
An “1 otra tal como 
ale E CD REY USO 
Valor de (Bm? _ 44" 


D) 3 B) al 


E) 2 
E) Y2 


A. 


42, Determine las ecuaciones de las rectas 


directrices de x?4y?4- xy +Xx+y=0, 


AN x+y=442 

B) x-y=:+v2 

C) x+y=:tl 
43 


D +y=+— 
) x+y a 


E) x-y=:1 


“3. Por una rotación de ejes, simplifique 


la ecuación x"-xy+y%=3 e indique la 
excentricidad de la cónica. 


y y % y % 

. 2 3 4 
J6 6 
A de 


42. La gráfica de la ecuación 


x* — y? -2/3xy 2143 +1)x -2(43 -1)y=0 
representa 


A) dos rectas paralelas. 
B) dos rectas ortogonales. 
C) un punto. 

D) una hipérbola. 

E) una elipse. 


- Dada la ecuación general de la cónica 


4x?-24xy+11y?+56x-58y+95=0 
redúzcala a su forma canónica. 


A) (0+4(yN=4 
B) 40 -(yY=4 
O 404 -(y 9 
D) (e-4(y9=4 
E) (e-4(y'Y=1 
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46. Bosqueje la gráfica de la cónica 47, En la ecuación 5x”—4xy+2y"+60x+264=0, 
y +(0,25)y? — 245x - 4V5y =0 mediante una rotación de los ejes coorde- 
nados, elimine el término xy y luego deter- 
yA mine el coeficiente del término y”. 
de A) 1245  B)-24/3 0) -3645 
D) -4845 E) -6045 
¿£, Reduzca a su forma canónica la siguiente 
ecuación: 
4x? -12xy+9y? -8/13x-14/13y+117=0 
A) y"N=x" 
B) (y =2x" 
O) (y N=4x" 
D) (00?=8y" 
E) (*P=4y" 


LD 


¿%, Mediante una rotación y traslación de ejes, 
la ecuación 

9 +4xy +6y+12x+36y+44=0 

se transforma en A(x)*+B(y"?=C. 


Calcule A+B-C. 
A) -3 B) -2 O) -1 
D) 0 E) 1 


5 


. Grafique la cónica de ecuación 
42xy+y +2x-2y-1=0 
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1» NÚMEROS COMPLEJOS 

Son números que pueden escribirse de la for- 
ma a+ ib, donde a y b son números reales; 
además, ¿=V-1 (al número í se le llama uni- 
dad imaginaria). 


El número complejo es denotado, general- 
mente, con z, es decir, z=a+ib, donde 

- a: parte real de z; es decir, Re(z)=a 

- — b: parte imaginaria de z; es decir, Im(2)=b 
En general, un número es definido por un par 
ordenado (a; b) de números reales. Si z es un 
número complejo, entonces z=a+ib=(a; b), 
para algún a, b eR; también podríamos escri- 
bir z=Re(z)+¡Im(G). 


2 » OPERACIONES CON NÚMEROS COMPLEJOS 


2.1. SUMA DE NÚMEROS COMPLEJ 

Esta operación se realiza e com- 

ponente, es decir, 
(a+bD)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i 


Observe que esto es lo mismo que aplicar las 
reglas básicas del álgebra. Es claro que la suma 
de complejos es asociativa y conmutativa. 


2.2. MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS COM- 
PLEJOS 


Esta operación se realiza ne la manera usual, 

pero usando la convención ?=-1; es decir, 
(a+bDc+di)= ac+(ad +b0)i+bdi? 
(a+biDMc+di)= ac—bd+(ad+bo)i 


Es fácil ver que el producto de complejos es 
asociativo y conmutativo; además, que el com- 
plejo 1 es neutro para el producto. 


3» CONJUNTO DE LOS NÚMEROS COM- 
PLEJOS (C) 
El conjunto de los números complejos es de- 
notado por C, donde 

C=(z/2=a+ ib; a, beR) 


o también 

C=(z/z=(a; b); a, be R) 
3.1, IGUALDAD DE DOS NÚMEROS COMPLEJOS 
Dos números tao son iguales si y solo si 
sus partes reales e imaginarias son, respectiva- 
mente, iguales, es decir, 

a+ib=c+ id 
> a=c na b=d 


2. NEGATIVO DE UN NÚMERO COMPLEJO 
Sea un número complejo z=a+1b. Entonces el 
complejo —z, donde -z=-a- ib, es denomina- 
do el negativo del complejo z. 


2.3, CERO DE UN NUMERO COMPLEJO 
Sea un número comalejo z=a+ ib; a, beR. 
Entonces z es denominado número complejo 


cero si y solo sia=0 a b=0. 


3.4. CONJUGADO DE UN NÚMERO COMPLEJO 
Dado el número complejo z=a+ib; a,b € R, 
se define el conjugado de z, denotado por % 
siz=a-ib. 

Es decir, dos números son conjugados entre 
sí si sus partes reales son iguales y Sus partes 
imaginarias se diferencian en el signo. Luego, 

Re(z)=Re(z ) a Im(z)=-Imíz ) 


3.4.1. Propiedades de los conjugados de 


números complejos 


* 7 +29 =2/+22 


E Z21X2Z9=2,X22 


+. Beta ts 


e z=z0z€R (es decir, 2=X;X € R) 


. (3"=(m 


).vmeZ' 


| | 


COMPLEJO (PLANO DE ARGAND) 4.2. ARGUMENTO DE UN NÚMERO COMP1 E: 
4) e que z=a+bi. El punto P(a; b) es Para un número complejo, por ejemplo 
Se A 0 el plano complejo. Al eje ho- Z= (1; 3), podemos asociar un número real, 
¿o le denomina eje real y al eje vertical, denominado el argumento de dicho complejo, 
meontals 


eje imaginario. 


hn(z) 


Ejemplo An” 4+5i 
Los números complejos 2=2+31 A 10=-4+5i 0 Relz) 
los representamos en el plano complejo. A 
+Him() 
ES Asimismo, representamos w=(-1;1) en el 
plano'complejo. 
?2=(2:3) 
A Re(z) 
rg > 


Relz) 
41, DEFINICION DEL MÓDULO DE UN NÚMERO 
COMPLEJO 
El módulo de un número complejo z=a+bi done 
es denotado por r=|2|, el cual es definido por o 9 
* O=arglz)== 
O g 3 
o.=arg(w) an 
o = ==— 
Para el ejemplo anterior 4 
: islz]=/92 , 92 = 413 Denominaremos argumento prnapal de z si 
' - —mn<0<mx v 0<0<2n; es decir, Arg(z)=0. 
all MEN qe 
Y En consecuencia, si 0=Arg(z), entonce 
e 51, 2 lor ¡ A um- 
e “Pledades del módulo de un nú- argumento cualquiera de z será arg(z), c 
“y, mplejo pliéndose que 
l>0220 


| arg(z)=Arg(z)+2km; Re Z | 


5» FORMA POLAR O TRIGONOMÉETRICA 
DE UN NÚMERO COMPLEJO 

Hasta el momento hemos visto la represente 
"ción de un número complejo de la [orina z=a+bi; 
sin embargo, una manera más útil de an 
vechar los números complejos, debido ' E 
aplicaciones, es expresarlo en su forma polar. 


763 


Sea z un número complejo (x; y), o x+iy, en- 
tonces notamos que si z + 0, por razones trigo- 
nométricas de un ángulo en posición normal, 
se tiene que 


donde 
X 

- COsSB==>X=rcos0 
> 


- sen8=2 > y =rsen0 
r 


Luego, reemplazamos en Z=X+/y. 


> z=rcos0 + irsenó 


Finalmente, la forma polar o trigonométrica 
del número complejo z es la siguiente: 


( RPTE y 
z=r(cos0+isen0) | 


a 


A 


donde r se denomina módulo del número 
complejo z=x+iy, y se le denota por |z|, tal que 


rola 
3 


A 
K 


» Nota 
La expresión cos0+isenó se puede escri- 
birabreviadamente como cis0, Esta forma 
de abrevialura se lec como cis de 6, 
Ejemplos 
mo. O $ 
2. cos =+[senZ= cis 3) 
3 3 3) 
ie T ¡e (.: 
. cos —¡senz=cos| == |+isen[ 2) 
a 4 e EN | 
Y: 
cos—-[sen—= cis| a 
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Aplicación 1 
Exprese en formar polar el número complejo 
z=2-2i 


Resolución 
Graficamos. 


Del gráfico 


r=lz|=24/2 


Además 


agla)=o- 


Luego 
z=r(cos0+isen0) 


ss 2/2(cos* + isenta) 


Aplicación 2 
Exprese en forma trigonométrica el número 
. TT o. TT 
complejo z =-—cos—+i¡sen—. 
5 5 
Resolución 
Adecuamos z convenientemente. 


¿=-cos/m+22)+50n(n+) 


z= ecos), (esenis) 
5)” 5 


2, 2T 
z= ds ia 


5 


z= cos[ 25) +isen(-=) 
5 5 


pe 


a 6» FORMA EXPONENCIAL DF 
Lueg Im. 2T COMPLEJO 
¿=(1) cos| E bli MN > 
z= 5 En el año de 1749, Leonard Euler es. ribió 1 
j IN. ; 9% trabajo sobre los logaritmos delos números 1. 
A ¿0 cos|2n-< +¡sen dr 


gativos e imaginarios. Euler adoptó como base 
de sus exponenciales y de sus log; 


garitos el 
Aplicación 3 o A número e, donde e =2,718281...= lím q l) 
Exprese en forma trigonométrica el número M=ysak 37) 
complejo z=1+cos0+i¡seno. Esta expresión simplifica significativamente las 
Considere 0<0<T. 


fórmulas y facilita las ideas. 
Resolución 


El punto de partida para la teoría del exponen- 
Adecuamos z convenientemente. 


cial y del logaritmo, según Euler, es la definición 
, l tencia e? l =X+Hy. 
e o, ¡(2sen : eb , ) de la potencia e*, donde e exponente es z=x+¡y 


La función exponencial ft se puede exten- 
der de R a C mediante la siguiente definición: 


ere (cosb+isenb) 
Del<0<r > 0<7<z 


:=20087 (cos +isen!] 
Ad: 2 


donde b se toma como argumento en radianes 
de las funciones seno y coseno. Es claro que si 
b=0, esta definición coincide con la de la ex- 
Porlo tanto, la an o ponencial real. Las razones profundas de a 
: sonométrica de z es definición se estudian en los cursos de análisis 
+=20082[cosE isen?”) 
2 2 2 


8 
> cos—->( 
2 


matemático y tienen que ver con los desarrollos 
en serie de potencias de las funciones e”, cosx, 


Aplicación 4 senx. Aquí nos limitaremos a justificarla obser- 
Tese en fo vando que cumple la ley de los exponentes. 
ma polar el número complejo A 
W=l-cos2 ert=erxe 


=i É 3T 
IS 
en26. Considere 1. < 9 < —. En efecto, siz=a+bi a w=c+di 
ReSolución > ent ett (cos(b+d)+ ¡sentb+d)) 
decuamos w 


; ZA 
W> en" =e(cosb+isenb)e (cosd+isend)=e"e 


convenientemente. 


De lo anterior, podemos establecer la fórmula 
de Euler: 


eX=cosx+isenx¡Vx € R 


¡ atural. 
donde el número e es la base del logaritmo N 


«Ph Nota | 
Si z=r(cos8+isen0) >2=) 
“exponencial dez, 


a es la forma > 
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7» POTENCIAS DE UN NÚMERO COMPLEJO 
Dado un número complejo (z) en su forma tri- 
gonométrica, es posible hallar sus potencias. 


Dado el complejo z, denotado por 
z=r(cos0+isen0) 
entonces 


*  2=r(cos0+isen0)r(cos0+isen0) 
=r"(cos29+isen20) 

*  22=1(cos20+isen20)r(cos0 +isen8) 
=1"(cos30+isen30) 

e zi=r(cos40+isen40) 

. Z¿=r(cos58+isen50) 


Siz= costañaio) es un número Esas y 
neZ*, entonces 


== a a 
(Sad AS lA (cos0+ ¿send Er (cos | 
Ñ == 2 E E A 

Aplicación 5 

Emplee el teorema de Moivre para calcular 

12 

(14/31) 

Resolución 

Graficamos. 

Im(2) 
*z= 1443 1 
Ú 
30 


Re(z) 


Del gráfico 


* r=lzj=2 + Arglz)= o-= 
Sea z=r(cos0+¡sen0) 
> 222 cos +isenta) 

> 3 3 


Luego 


-1+ Bi = a[cos sien”) 
3 3 
Finalmente, nos piden 

a 12 2 2 

(14431) = aos son 2)" 
3 3 
12 

la + V3i) = 212 [cos 202 + al 


(1 + /31 A =4096(cos8n+isen8r) 
(-1+ 431) * =4096(1+0) 
(1+ 4/37)? =4096 


Aplicación 6 
Calcule el valor de (2-21), 


Resolución 
Graficamos. 


Sea z=2-2i 


> 2z= 2/2[ cos 


+isenta) 
A 


Luego 


7 
2-21 202 cos" +isenT) 


Finalmente, nos piden 
(2-25) = (2/2) (cos 281 +¡sen287) 
(Q-20'=2%(1+0) 
(2-25) "692 


» observación 


made D' Moivre es válido para 
oreH 


lo , 
a ro negalivo f. 


evalquiel ente 
Fienplo 
| IN 
2x7 | COS 
Sear= we , 
entonces 
J Ar? 


Ml. ma 
sos| -— |+isen| -— 
a E Lo) 


8» RAÍCES DE UN NÚMERO COMPLEJO 
Dado un número complejo z=xX+Íy, entonces 
e número complejo u=a+bi será una de las n 
raíces de z siz=w"=(a+bj). 

“1. CALCULO DE LAS n RAÍCE 
RUMERO COMPLEJO 
Para Un entero 
10 z=y( 
distint 


Positivo n, el número comple- 
cosd+isend) tiene exactamente n raíces 
as, las cuales son de la forma 


n 
do ús 
nde R=(; 1,2; 3; ;(n-1) 
» Nota 
Cuando 
at el valor de 
menea € k excede a (n-1 


Jas 


a repetirse. 


Nos piden encontrar las 3 raíces de -] 


es 
decir, n=3. 


) 


Entonces las raíces serán de la forma 


Yi(cos(* eS ] + ¡sen[* Me )) (E) 


Por lo tanto, para R=0; 1; 2; encontramos las 
tres raíces al reemplazar en (*), es decir, 


To. TU 
* ie 


*  z¿=COST+ ¡sena 
.z ear yin E 

, 3 3 
Aplicación 8 
Encuentre las 6 raíces de la unidad. 


Resolución 


Expresemos el complejo z=1 en forma trigo- 
nométrica. 2.3 


z=1+01 
z=c0s0+(sen0)i 


> z=(1)(cos0+isen0) 


Luego, las 6 raíces de la unidad serán de la si- 
guiente forma: 


Yi[coston +isen 


04211 
3 


PS 
did da 


Por lo tanto, para R=0; 1; 2; 3; 4; 5, se obtienen 
dichas raíces, las cuales son 


*  z,=cos0+¡sen0=1 


mo. Tol 
e e e 


2-2 
27. 2 1,4, 
24 = cos + seno == +") 


e  z¿=cosm+isena=-1 
qn. l Y3 

. 25 = cos +Ísen-2==3" 2 
A! 

. sE SU 3 22 
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Las raíces halladas las podemos representar 
en el siguiente plano complejo: 


eje imaginario4 


9» RAÍCES CÚBICAS DE LA UNIDAD 
Las tres raíces cúbicas de la unidad son 


l;w a w?, donde 


-1+ ¿4/3 


. -1- 4/3 2 
ASA A = ———— =UW 


> X3 
2 
las cuales cumplen las siguientes propiedades: 
+ 1+w+w%=0 
* u*=] 
Aplicación 9 
Si 1, w, w? son las raíces cúbicas de la unidad, 
tal que x=Ga+b; y=aw +bw*; z=aw*+bw, prue- 
be que 2+y%+2?=6ab. 
Resolución 
Del dato del problema 
Ay =(arb Y lawibwY aww)? 
yz a+ b*42ab+ aw + bi + 
2abw*+a4w*+b?w%4+2abw 


yz ab abr aw 


2ab+aw+b"w*+2ab - 


ya + 040) +01 +04) +6ab 
yz? =a*(0) +b*(0)+6ab 
y +2 =6ab 


| 


10» LUGAR GEOMÉTRICO Y REGIONES 

La parte real Re(2), la parte imaginaria Im), 
el módulo de z(|z|) y el argumento Arg(z) 
son números reales, donde Z=X+Iy; estos se 
pueden relacionar mediante una igualdad 
O desigualdad con otras cantidades reales y 
representarlos en el plano complejo como 
lugares geométricos o regiones donde se ubi- 


can los números complejos. 


Te 


TIVO A RECTAS VER: 


+ Los puntos pertenecientes a la recta ver- 
tical x=a son el lugar geométrico donde 
se ubican todos los números complejos 
z=xX+Iy cuya parte real es igual a a, es de- 
cir, Re(2)=a. 


Re(=) 


En esta recta, se ubican todos 
los números complejos z=X+y!, 
que satisfacen Re(2)=a v x=4. 


Aplicación 10 
Grafique Re(z)=-2. 


Resolución 
Graficamos. 


»  Enelgráfico, la región sombreada repr yea 
ta al conjunto de todos los números pe 
plejos, donde la parte real es mayor que“: 


Aplicación 12 
Grafique Im(z)= /2. 


Resolución 
Graficamos. 


Aplicación 11 


Grafique Re(z) 2 1. 
Ñ »+ Enel gráfico, la región sombreada, inclu- 


yendo la recta y=b, representa el conjunto 


Resolución 
Grficamos de todos los números complejos donde la 
parte imaginaria es menor o igual que b. 
A 
' 
En esta región sombreada, se ubican ! 
o meros complejos 2=A + y!, QUE 5 
b <b 
* Los ¿ A A 
ES pisa pertenecientes a la recta hori-— Aplicación 13 
ntal (y= . 
E ('=b) son el lugar geométrico don- Grafique Im(z) >-3. 
e ubi - 
bo ubican todos los números complejos 
“A+, Cuy; ; pa de : , 
de Cuya parte imaginaria es igual a b. Resolución 
1 Im(2)=b, Graficamos. 
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10.2. GRÁFICO RELATIVO AL ARGUMENTO 

+ Enel gráfico, cualquier número complejo 
no nulo z, ubicado en el lado final del ángu- 
lo 6, tiene el argumento principal igual a 0. 


En está semirecta se ubican 
todos los números complejos 
z=x+iy, que verifican Arg(2)=0. 


Aplicación 14 


Grafique Arg(z)= a 


Resolución 
Graficamos. 


+ En el gráfico, cualquier número complejo z 
no nulo, ubicado en la región sombreada, in- 
cluyendo el lado final de 0,, cumple que su 
argumento principal es mayor o igual que 6, 
pero menor que 0»; es decir, 0, <Arg(z) < 0,. 


0, <Arglz) < d, 


Aplicación 15 


Grafique _ <Arglz)< 


nia 


Resolución 


Graficamos. 


Im(z) 


+ En el gráfico, sea z, (fijo), entonces cual- 
quier número complejo z, ubicado en la re- 


gión sombreada, verifica 0, < Arg(z-zp) < 0». 


Aplicación 16 
Grafique a <Arglz+2-)< =. 


Resolución 
Sea 


T ay TT 
gs Arglz-— e D)< 6d 
0 


Zp=-2+i=(2; 1) 


ARA AIM 
A A 
> — 
nena la gráfica. En el Sráfico, todos los números complejos 
que se ubican en la región interna de la cir- 
cunferencia de radio r tienen el módulo me- 
Nor que r, es decir, todo 


Im(=) 


s los números com- 
plejos z que cumplen|z| <r; x24y? < 2 
CS HIESTEO 
AGAR Im()4 
--- Zp= (2; 1) e DEN 4 ys 
Se O 
Rel z) ó a ) A 
— 
10.3. GRÁFICO RELATIVO A LA CIRCUNFE:- y Y /  Re(z) 
RENCIA Ear 
* Todos los números complejos Z=X+Íy que A 
se ubican en la circunferencia de radio r 


A z : ; Todos los números complejos z ubicados en 
“tienen el módulo igual a r. Es decir, 


la parte externa de una circunferencia de ra- 

Izl=r > Js Y=r > +y?=pP dio r, incluyendo la Misma, tienen el módulo 

mayor o igual ar, es decir, todos los números 

Cráficamente complejos z que verifican |z| >r; x24y?>1?, 
Im(=)4 


im() 


Re(z) 


Aplicación 17 
"que |2|=3, 


Aplicación 18 
Peolución Grafique |z| > 1. 
105 mplejos Si se ubican todos los núme- 
módulo es3, es decir, |2|=3, 
Im(z) 


Resolución 
Graficamos. 


ima) 


Re(z) 
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* La gráfica de |z-2)|=r, con zy fijo, es una 
circunferencia con centro en 3, y con radio+, 


donde z=(x; y); zo=lxo; yo). 


Aplicación 19 
Grafique la curva representada por |z+1+1|=2. 


Resolución 
Sea 


lz-(1-8|=2 
—— 
2p=(-1; —1)... centro a r=2 


Ubicamos z, en la gráfica. 


im() 


+ La gráfica de |z-zp| <r es un círculo, que 
incluye la circunferencia, de radio r y de 
centro zp (fijo). 
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lm(z)4 


Aplicación 20 
Grafique |z - 2] < /2. 


Resolución 
Sea 
|z-(2+00)| < /2 
¡uo 


Z¿=(2; 0)... centro; r=v2 


Ubicamos z, en la gráfica. 


+ La gráfica de |z-zp| >r es la región fuera 
de la circunferencia, sin incluir la circunfe- 
rencia, con centro en zy (fijo) y CONT adior. 


y 


ión 21 po yy Q . 3 O 
Aplicac el conjunto de números complejos, 
Grafique 


" D) 
2-24, 
tales QUE [+75 


Resolución 
. 
Sea 
| les 
7= Ú ti l22 
z > 
A dl 


l , 
donde 20 = [o 5 Ar= 2 , 


“ 


En el gráfico 


LS sráfico, todos los Números comple- 
S 2 


e Ubicados en Ja región sombreada 
Ti ; a 

Ma Circular), incluyendo la circunfe- 
'encia de rad 


dio», tienen el mó 


dar, Pero menor que r,. 


dulo mayor 


, 
E y 
pa a En Esta región sombreada, 
Se Ubican 


É los números 
< X+ iy 


E : que verifican 
15lz] =ro 


Aplicación 22 


Grafique los números comple 


jos, tales que 
V3 <lzl<3 


Resolución 
Graficamos. 


Aplicación 23 


Grafique el conjunto de números complejos, 
tales que 1 < |z+2-3i| <3, 


Resolución 
Sea 


1<|z-(-243)|<3 
zo =(2,3),1 =1,1 =3 


Graficamos. 


»> ] 
¡ografía 


Leonhard Euler 


Nació el 15 de abril de 1707 en Basilea, Suiza. Fue hijo de un 
clérigo y cursó estudios en la universidad de la ciudad, junto al 
matemático suizo Johan Bernoulli. Con solo 17 años de edad 
se graduó de doctor. 


1 


En su Introducción al análisis de los infinitos (1748). realizó el 
primer tratamiento analítico completo del álgebra, la teoría de 
ecuaciones, la trigonornetría y la geometría analí 


sarrollo de series de 


tica. Trató el de- 
funciones y formuló la regla por la que solo 
las series convergentes infinitas pueden ser evaluadas adecua- 
damente. También abordó las superiicies tridimensionales y de-  - 
mostró que las secciones cónicas se representan mediante la 
ecuación general de seaundo grado en dos dimensiones. 


Fue poseedor de una asombrosa facilidad para 


mente cálculos de largo alcance. Se recuerda que en una ocasión dos de sus discípulos, al raa- 
lizar la suma de unas series de diecisiete términos, no estaban de acuerdo c 
en una unidad de la quincuagésima cifra si 
el cálculo mentalmente y su decisión resul 


los números y del raro don de realizar mental- 


on los resultados 
gnificativa, entonces se recurrió a Euler. Este repasó 
tó ser correcta. 


a multitud de aportaciones que dejó Euler 
o ha contribuido a ello tanto como el gran 


entos relaci ¡ ñ 
en 1727, ya utilizaba en varias Ocasiones | 
de “exponencia!”). La idea que re 
siglo, pero hasta e 


a letra e en este sentido (quizás por ser la primera letra 


presenta dicho número ya se conocía hacía más o menos un 
se momento no había sido representada con un símbolo en concreto. 


Adaptado de <http/www.buscabiografias.com 


> y <www.gaussianos.com->. 
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Problemas resueltos 


mai Problema 3 

problem 
be que no existe un número complejo z, Halle todos los z € (, tal que 
De Ñ ' Dad 

lo [2|-2=i Re(z(l+1)422=0 

Y que Fe - . 


Resolución 
pela condición del problema 
l2)=2+1 


Resolución 


Sea Z=xX+ ly, 


|2J=Re(2)+¡Im(2)+i > Relz(140)=Re((x + 1y)0a ¡)) 
l2l=Re(2)+¡(Im(z) +1) (+) Re(z(14-1))=Re(x-y+i(xa y) 
Re(z(14:1))= x - y 
Luego 


lJ20;lzJeR => Im(2)=-1 Luego, la ecuación Re(z(l+1))+ zz =0 será 


equivalente a x—y+x*4+y2=0; y se obtiene 
De() ¡Y NP riv 
[2 |=Re(z) (+2) +(»-3) (4) 
EE E 2 2 y2 
vRe*(2)+Im*(2) =Re(z) 


donde las soluciones son puntos en la circunfe- 
We"(2)+1=Re(2) rencia con centro en (5 >) y con radio 18 
09 v2' 
] Pera si elevamos al cuadrado, obtene- 
=0; lo cual es absurdo. Problema 4 

Por lo tanto, conc] 


uimos que no existe z que Obtenga el equivalente de | 
Campla |Iz]-2= a q g q 

l Ele _ coss0+¡¿sen50 
Pon cos20 —¡sen20 | 
E blema 9 

a Resolució 

- Uentre todo lesoltución 

' S í R 

Mete Os números complejos z e C, 


» Recuerde 


lución e =cosx+isenx 
y 
'YER, do 2 
Sr. >» donde z“ ER. 
(ej ER Sea en 
le ha * *  cos58+¡sens0=e 
2) ER 201 
Es *  cos20-¡sen20=e 
une e; 


, €s decir Reemplazamos en K. 
Por sei 
3) lo anto K= EZ 
x= ¿oi 
: usa 
yo Y resulta > +: _ 70 
a Ss Ulta z Imaginario puro i K=e 
»Tesulta z Un mú . . 
Mero real. K=cos70+isen70 
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Problema 5 
Si z=cos0+isen0, halle el equivalente de 


l , 
ZU Ss Considere n € Z. 


Resolución 
Del dato del problema 
z=Cc0s0+ ¿sen0 


> z"=cos(no)+isen(n8) (1 


De UN =323" 
OS 


> z"=cos(—n0)+ isen(-n0) 
z"=cos(n8)-isen(n8) (ID 


Sumamos (D y (ID. 
Z+z ""=2cos(ng) 


Problema 6 
Simplifique la expresión 
a+)". 


Resolución 
Primero, analizamos 1 +/. 


10242 2) 


T T 
1+¿=vY2| cos7+¡sen= 
i=y (co A sent) 

> 019129 [cos 12% sisen mn] 


dado 32 cost +isenór) 


(140 = 32(0+1(1)) 
(1+0"=32i 100) 


Luego, analizamos 1-/. 
l-¡= Va(cosT -isenZ) 
j 4 4 


Sp)” 4219 cos 22 —isen 2) 


4 
(1+4)% =32(0-i(1) 
(1-0'=-32i (ID 


Sumamos (1) y (1D. 
040" (1-0'%=0 


Problema 7 


Reduzca la expresión 


(1+ 43 (43 0) 


Resolución 
Primero, analizamos 1+ /3. 


1+/3í= 21 48) 


1+ /31=2(cos2 +isen!) 
¡ 3 i 3 
5 
> (14/31) 225 [cos sisentr) 


(1+ Vai) = ales (0 


Luego, analizamos 4/3 —i. 


6d E y) 


V3-¡= 2(cosT-isenZ) 


> (43 - 1) =2 x(cosr-isenr) 


(43-10 =64(-0) (ID 


Multiplicamos (1) y (UD. 


5T. 
(1+ 13 (43 -¿)' = sole lcos) 
51. 


(1+ 431 (43 -¿)' =-2048x e 3 


Problema 8 ; y 
Calcule el valor de (-2+21/3) -(43-1)* 


Resolución 
Sea M lo que nos piden calcular. 


me (2,2137 0 (3+08 
m=(-2+2i/3) + (13 +19 


AO) 
M= (colista). a cosgrisenz ”] 


T 
M= bilcos2rr senza) +8[cos Ea ¡sen— 2) 
) 


M=64(1+00))+8(0+ (0) 
M=64+8i 
: M=8(8+1) 


Problema 9 

, . 21. 21. 
Para el número complejo w = Ir +¡sen—, 
calcule el valor de 1+w0+w+w3+w1. 


Resolución 
Del número complejo w, 


y =005[5 2 E Jusen(s E) 
9 5 
W=cos2n+ ¡seno 


=L+i(0) > 21 


En lo que nos Piden 


bro 3 y y 21? 
l-w 
0 3 y py sel =0 
l-w Ml 
entre 
és todos los z € C que satisfacen 2? Em 
a 


l 1 
donde a== yv a=-2 
y2 v2 

1 1 

* Sia===>b== 

v2 2 

1 1 
* Sia====2 b==>_ 
v2 R 

¿ER en 1-¡ 

v2 2 


Problema 11 
Encuentre el módulo y argumento de 


: , 3r 

l1+c0os8+isen9. Considere quen<e<—=, 

Resolución 

Sea el número complejo 
z=1+c0s0+iseng 


-L> 2z= 200? +i(25en3 cos?) 


a 20052 [cos +isen?) (*) 


Del dato n<0< 3" 


e... 9 
2=-2c052| -cos? —isens) 

e. 0 
222008) cos(1+2)+isen[r+3)] 


0 io 
[2l=-2c0s-3;lzl>0 A Arglz)=+> 


Problema 12 


Reduzca la expresión 


—__ A ic 


Resolución 
Sea 


1 y Do E] 

=- = COST ISenG 

2 2 3 3 
71 


ñ | 
cos>-¿senH 
3 Y) 


1 ¿481 Tr o. Tn 
9 y =| COS > isen 3 


Problema 13 


Reduzca la expresión 


K= 3cos Esisen E) +isent 
=S 12 12 


Resolución 
Reducimos K. 


K= [cos Tp +isen ta)» (2) 
y 12 12 2 
K=- 2( cost +¡¿sen— 2)+l 

Z 2) 2 
K=(0+100)+1 
1 ¡ 
K=-(0)+- 
¿0 
. Ksi 


Problema 14 


Reduzca la expresión Ela + y + (Y2 -i 7 


Resolución 
Primero analizamos y/2 + ¿. 


Variada) 


2 +i=43(cos8+iseng) 


778 


2 ] 
donde cos0=== A senO=-—- 


Y3 va" 
A 
— (Ya +1) = 4/3 (cos0+ seno) 
= 34 
(V2 +1) =9(cos40+ ¿sen40) (1 
Luego, analizamos Y/2 - ¿, 
(e = 9(cos40-¿sen40) (ID 


Sumamos (1) y (1D. 
(V2 +5) op" =18c0540 CHI) 


Además 


cos 20 = cos*Q - sen*g = 


Finalmente, reemplazamos en (III). 


(V2+ + (12-40) =-14 
Problema 15 


Si f es un número real; además, 


1 1 
¿SR A 
jo m(>77) 


encuentre una ecuación para x e y eliminando 
el parámetro £. 


Resolución 
Sea x. 


e Re 2-ti ] 
(Q+11)(Q di) 


0) 


9- A Q=-2%1)-2%(1) 
vz Any 


da o OQ =-64 
-l (ID 
ye y 
NE Problema 17 
De Indique para qué valores $ reales de xe y, los 
NA y (1D números -34-1x%y; x” Py 44 son complejos cor- 
Ps PS Sl jugados. 
| Didimos (0) y (1D. Resolución , , 
Fo,» El conjugado de x4y44i es 24y-4j, 
| y to RUIonESS de la condición del problema, 
l > 
| vi =4) 


| Ay odi=34 10 y 
' 
| Resmpli AUAtaOS con lo obtenido en (IID. 


" S --4]s 4 Igualamos las partes reales, 
| xy y +y=-3 (+) 
ee 
| ; venalamos las partes imaginarias. 
[3 a) -4=xy 
| 
Drain => a 
| lema 16 y 
a E 15 NE 
| o + fi iv3)? Reemplazamos en (*). 
| (0-5) (14 ¡30 4 
Pa, --+y=-3 
0 olu ¡ción y 
y emos y+3y-4=0 
sl i3 
o O | - 0+00-D=0 
2 A = w? 
2 > y=-4 y y=1 
Ñ 


* Paray=1>x?*=-- 


encontrándose que x£R. 


* Paray=-4>x' Se 
luego, x=+1. 


Por lo tanto, los valores que toman x € y Son 
x=1;x=-1;y=-4 


Problema 18 


Obtenga el valor de la expresión 


(28.58) 


sin es múltiplo de 3. 
779 


Resolución 


»» Recuerde 


La ecuación 2"=1 liene por raices 1, 10,10%, 


donde l 
1443 
=> ———— 


En la condición del problema 
(usan [5581 
CA) NA 


> Q=(w)+(w?) 


Del dato, n=3k;k e Z*, 


Luego 
Q=(w)*+(u?)" 


Q=w*%+4 ww 
Por teoría, w=1. 


Q=2 


Problema 19 


En el gráfico, se cumple |z,-z,|=4. Exprese el 


producto (z,z,23) en su forma cartesiana. 


2i=(a,0) Re(z) 


Resolución 
Del gráfico 

*  z¡=a+0i 
- e z¿=0+ai 


Como |zy-2/|=4 
> |0t+ai-(a+01)|=4 
N/A ara =4 


Vr? =4 
a=8 
> a=+242 


Comoa>0 > a=24/2 


Reemplazamos a = 2/2 en el gráfico. 


Im 231 


3¡=(24/2; 0) Re(z) 


Del gráfico, tenemos que 

*  paraz,:|z]=2v/2 » Arg(z,)=0 
> 22260 

* para zy:|zp]=2V/2 a Arg(z,) => 
> 2, =2/2e11/2 

*  parazg:|z3]=2+24/3  Arg(23)= 


Bla 


> Zzj= (2+2/3)ei7/4 


Nos piden (212223) en su forma cartesiana. 


> (22923) = (21) (2) (29) 
(212223)= (2./20:W2./2ei7/ lo+2d3)e") 
(2,2223) = 8(2+ nee) 


(2,2223) S 16(1 + md 


_— 


problema 20 o 
si(43 - 1) es una raíz de la ecuación 
161 +N2+a+ib=0, calcule b=a. 


Resolucion 

Sea ñ 
— Ja. Ll, 
po Ba) 


G-i=2[cosE-isent) 
6 6 


Ya que (4/3 -i) es una raíz 


Calculamos 22 » 23, 


dE 2 [cos —isen dr) 
2 2 
2 =P(0-i(-1)) 
de 0 


' 3 
des =2(cosFzisent) 
6 6 


2 = 8[cos PE isenZ) 
2 2 


3 o: 
2 =-8| 


(11) 


Ree 
"plazamos (D y (ID en la ecuación dada. 
z +6(1+D02+a+ib=0 
e +D)E8D+a+ib=0 
-Bi=128(1 +DD+a+ib=0 
2-18, 128 
Bi 
A+ib= 
S Q=-] 


Y 


+a+ib=0 
b=0 

- 128-384; 

281 b=-384 


Resolución 
Sea z el número complejo. 


0% (1+cos0+¡sen0) 


(cos0+¿sen0)” 


5 


zZ= A 
(cos8+i¿sen0) 
(2c052(cos? + ¿sen 9] 
2 2 2 
2 —_—_ UE 
(cos8+ sen) 


(2coso(.3)] 


(ey 


¡0 
ZS 320052 e 2 


Luego 


ll > 


50 > 
32cos”3 € | 


0 
A 0 «4 
ll =32c0s* > e 2 


0 
“. lzl=32c05* — 
lzl 5 


Problema 22 
Reduzca la siguiente expresión: 


j 3 
143(cos0+isen0)+3(cos0+isen0)%(cos0+isen0) 


Resolución 
Aplicamos la fórmula de Euler en lo que nos 


piden reducir. 


20 + pl 


> K=1+3e"+3e 
K=(1+e*) 
K=(l +cos0+¡seno)* 


781 


ecc 


782 


3 
K = [20052 + 1x250n2 cos?) 


3 3 
K= (2c0s?) (cos» + isen?) 
2 2 2 


K= 8cos*2(cos32+1sen32) 
2 2 2 


Problema 23 


Determine la forma compleja de la ecuación 


(-D+(y-D*=1 
Resolución 


Sea z=x+ly 
> z-(1+0=x+y-(1+1) 


z-(1+0=(x-D+i¡(y-1 


Luego 
Iz-(1+01= 0 + (y 1 
Iz-(1+01?=1 


-(1+DE-(0+0)=1 
(-(1+D)6-(-0)=1 
zz-(-0z2-(0+Dz2+(01+D0-0)=1 
zz-(1-02-(1-Dz+1-(21)=1 


zz-(1-0z-(1-Dz+1=0 


Problema 24 
Dada la ecuación en el plano complejo 


a-Dz+(1-Dz+2=0 
determine la ecuación cartesiana. 
UNI 2013-11 


Resolución 
De la ecuación dada 


(1-Dz+(1-D2+2=0 
(1-02+(+1)2+2=0 
z-iz+z+iz24+2=0 
z+z-ilz-2)+2=0 


Reemplazamos. 
e z=X+yi 
e z=X-yi 


> 2x-¡(2yi)+2=0 
2x+2y+2=0 


. x+y+1=0 


Problema 25 
Reduzca la siguiente expresión: 

11 
(cos12%+isenl 20) [2 (cos go +isen80)] 


(cos6%+isen60)'' (seng0" +icos809) 


Resolución 
Reducimos. 
e (cos480+isen480)V2' (cos880+¡sen880) 
(cos66%+¿sen66%)/[(cos10%+isen109) 


ap A2 2 (cos 1360 +isen136%) 
o (cos76%+isen760) 


w=32V2 (c0560%+isen609) 


w= 32/2/ cos + isen*) 


T. 
w=32/203 


Problema 26 


Calcule el valor de M si se cumple que 


2 
E cos? ; + iseng) = Mcos? =(coso+ ¡sen0) 


Resolución 
Del dato 


2 
(20052; 2sen2cos?] =M cos? coser sen0) 
2 2 2 2 
2 2 
0 ; 
(2c0s2) (cos*+isen?) =Mcos*-(costrisent) 
2 2 2 2 
9 9 Y ' 
4 cos2 +isens] = M(cos0 + i¿sen8) 


2(00s[22)oisen(22) Es M(cos8+isen) 


4(cos0+¡sen8)=M(cos8+¿send) 


 M=4 


De la EROS 1- c=(nc-1) 


a27 
problem ¡equivalente de la expresión > Icdzne-2n+1 
EN oltsen(n0) -c=n*c-2n 
sen 
senal Dividimos entre 2n. 
_ 2 

resolución 7c_ ne _2n 
pela expresión dada A 

fbenacosint)+cosasentro)-(cosar+isenodsen(r0) ae 
M= sena 2 2n 

cenacos(nt)+cosaseníno)-cososentro)-isenasento) 
M= sena Reemplazamos en (+). 

¡ senacos(no)-isenasen(n0) 2 K=1 
Ñ seno: 

M=cos(n0)-isen(n0) Problema 29 

M=cos(-n0)+isen(=n0) Si sena:=itan0, 
a _p— in0 ? 
' M=é calcule el valor de cOspo Sen0 

tan[ + 2) 
Problema 28 4 2 
Resolución 

AS : lil 
Six=cosb+isend a Yl=c* =nc=1, De la condición sena =itan0 
calcule el valor de sena _ ¡sen 


C l  cos8 
qlo 1+2)-ccoso 
n x 


Por propiedad de proporciones 


Resolución l+sena _ cose + ¡sen 
De ñ condición x=c0s0+iseno l-sena  cos8-—i¡seng 
y “cosB— ¡seno L++c0s[3— a) e 
sa Aerea a ie 
Mar obtenemos Xx ya —=2c080. 1- cos [2 = a) 
lego, e e 
Plazamos en lo que nos piden. 2cos* E = e) 
k= (+ mo)|1 ALL e 
Zn e o) Isen? (2-2) 
2 
Ks£ 
altar) -ccosg cot? 2 ze 
7 x ú 4 2 
= cn 
n= £ 1 2 Tr a = 
2n Pale ccoso tan (5+2) e 
y € : 
O tan [5+S = e 
1.2% 20050) - ccosg 4 2 
K2C . 
> 4 . CosO+ ¡sen0 -1 


j (9) ” Es 2] 


Problema 30 


Obtenga el equivalente de la expresión 


Z= (1+ cos0 + ¡sen0)” +(1+ cos8 - ¡seno)” 
cos” E cos En 
2 2 
Considere n eZ*. 


Resolución : 
Reducimos Z. 


n n 
(200s*?si2sen2cos!) +(2c05* 2 -i2sen2cos)) 


cos” CANO 
2 2 


0. 0Y 
den cos tisens de cos=—¡sen= 
¿gx 2/1 2 29Y1 291 2 2 


cos n0yg 
2 2 


Z= 


nt rm. nn nm. 2) 
2cos cOos——+ ¿sen——+cos—— ¿sen 
Z= 2 2 2 2 2 


cost dee 
2 2 
n 
(2c0s?) (20052) 
7 2 2 
cos Ae 
2 2 
Z=2gn+l 


Problema 31 
Determine la región en el plano para el cual se 
cumple que |z-1|+|z+1| <4. 


Resolución 

Sea 
|[z-1|+]2+1]=|x+iy-1|+|x+iy+1] 
[z-1|+|2+1|=/(x-D +¿y]+]G+D+iy] 


|z-1+|z +1] = 1 + y? ++ 1? + y? 
Entonces en la condición del problema 

JG-Y + y? ++ 0? +y* <a 

Jer 1? + y? < 4-1? + y? 


Elevamos al cuadrado, 


(+17 + y? <la- y) 


als 6 y? oy? 
8 (DÍ + y? <16+ (2-1? =(x +1? 
8x0? + y? <16-4x 

2/(-D* + y? <4-x 


Elevamos al cuadrado. 
d[(x-12+y?] < (4-10? 
4 -8x+4+4y? < 16-8x+x? 


3x2+4y?< 12 
2 2 
a o 
4 


3 


2 2 


esca 
Par lo tanto, la condición ña + a < 1 representa 


la región interna de una elipse, incluida la mis- 
ma elipse. 


Problema 32 
Siz=2+1+i43-1?;teR a 2<3, determine el 
b o : 
módulo de PRE si es independiente de £. Ade- 
iZ — 


más, encuentre el lugar geométrico de todos 
los puntos z para los distintos valores de f. 


Dez=2+t+iv3-P 
ñ A 
2-1 1+t+id3-E 


Luego 
2x1 (+0 + (3-2) _12+6t_2 
2 (+0 + (3-2) 4+2 
z+1 


= /3, el cual es independiente del. 


De z=x+iy;2=2+t+H3- 

> x+iy=2+t+ 3-8 

> x=2+f aye 
x-2=tA y=V3-2 


pr — 


¿al cuadrado. 
prov amos al C 


Q ay: E IN y=3-1 


malamos. E ; 
IS yy -3- ya En (x e 9) +y?= (43) 
(1-4) =397. 

vor lo tanto, el lugar geométrico de todos los 
tos 3 es Una circunferencia con centro en 
NIIJODS 

20) y con radio ER 


Determine la máxima distancia del origen de co- 

ardenadas al punto 3 para el cual se cumple que 
1 

==1 


Resolucion 


Dela condición 


2+=1 


a e]l|2| 


donde 3=r(cosB+iseng). 
lo 
E (cose +iseng)?+1|=y 


| a 
r(cos28+isen20)+1 |=r 


lLo 
cos2g+ 


yl? cos29 + y + (-2sengo)” 
cos29+ P+rtsen?99=, 
E 

cal 20+2%c0529+ 1 +risen?29=p? 
r *L0os28-1)2+1=0 


D+i?sen20|=y 


=r 


s (1- Moca có a 


2 


cue es Máxi 
Mimo, es de “Ximo cuando -2c0520+1 es 
Cir, Cuan 


once do cos29=-1. 
Sel Máximo valor de 

HS 

Ye 


gl 
2/5 _ 1 
¡ es +" =L45 41) 


A 
2 


A 


Problema 34 
Demuestre que|z,+z,| < |2,)+/2,1; Y z,, 


ZEN 
(desigualdad triangular). 


Resolución 
Consideremos que z,=X +1yy; Zy=Xy + iy. 


Entonces 

e lal= da +0Y lal= (0 +67 

. Z1422=(X1+1)1) +(X2 +19) =(X1+J1)+1(Y1+y3) 
> |z, + 2o]= Qe +x2) + (y + ya y 


Luego, para que |z,+z,| < |z,|+|z,| resulte 
verdadero, se debe cumplir que 


(aaa 
Elevamos al cuadrado. 
E O 
| 2) +0) le) + (0) 
2X¡X9 +2y1yo <2 (ay + (y) (xo) +(ya)' 
X1X2 + Y¡Y9 £ day + (my (x,) + (1) 
Elevamos al cuadrado. , , 
(x1x2 + y vo) S (() +1) 02) +02)) 
(a) (2) +(y)' (va) +2X1X2Y1Y2 <(x)" (xo) , 
(11) (1) id (x,) b) + (1) (») 


0< (x,) (ya) $ (xo) 0 — 2x1 X2Y1Y2 


2 
0 < (x1Y2 — X2Y2) 


Lo cual es verdadero. 


|z,+z2] < |2,1+122| 


Problema 35 

Six, y, z eR, tal que 
senx+seny-+senz=Cosx +Cosy+ 
demuestre que 
sen2x+sen2y+sen2z=C05 


cosz=0 


2x+cos2y+cos22=0 
785 


ad 


Resolución 

Consideremos los números complejos Z,, Zy Y 
zz, tales que 

*  z¡=Cosx+isenx 

*  Zzy=COSy+iseny 

*  Z¿=COSZ+ÍSenz 

> Z +2o+23=0 


»» Recuerde 
(a+b+: Y=a +++ 2 lab+be+ca) 
2 
> (Hz) +2) 21 +z2+23) S 
2(2,29+2723+2321) 
(2, y + (zo) lA (23) = -2(2,27 + 2223 + 2321) 
(z, Pr (2) +(23) =- 222923 (att) 
21 22 23 
(a) + (20) +(23)” =-2272029(2 + 22 + 23) 
2 2 ——— 
(2, y +(22) +(23)' =-22,2923 (2, +23 +23) 
> (2? +(22?+(23)=0 


Luego 
cos2x+isen2x+c0s2y+isen2y+c0s2z+isen2z=0 


Por lo tanto 
*  cos2x+c0s2y+c0s2z2=0 
* sen2x+sen2y+sen2z=0 


Problema 36 
Pruebe que 
ON CUA ao + ce si 
11 11 11 11 11 2 
Resolución 
Sea 
Z= cos + ¡sen >12 
11 11 
Además 
arar 204 28) 


¿”1 
zzz z 


11 


=-1 


La —Z 
zzz 


786 


Consideremos 
z=cost+isent;z +1 
1 1 1 


= qTR— > Ei 
l-z 1-(cost+isent) (1-cost)-isent 


¡A 1 
asen? £-oisentecosL 
2 2 2 
lo 1 
2sen£[ sen. —¡cos5) 
2 2 2 
to. e) 
sen—=+icos— 
2 2 
2sen(sen£-icoss | sen£+icos;) 
2 2 2 2 2 
to. t 
1 SA ES 


2sen* 
2 


> Rel ]=z 
l-z 2 
5r Tr 9 


T 3rT 
COS—->+COS—-+COS— +C00S—+C00S-—= 


1 
11 11 11 11 11 2 


Problema 37 

A partir de las condiciones 
cosa+2cosp+3cosy=0 

sena +2senf +3seny=0 

cos 30 +8c053P +27c05 514 


calcule el valor de 
cos (a +B +1) 


Resolución 
De la condición 
coso. +2cosf+3c0sy+ ¡(seno +2senf+3sem)=0 


Hacemos el cambio de variable. 
*  (A=CcOosa+ ¡seno 

*  b=cosB+isenf 

*  C=cCosy+iseny 


Reemplazamos en la condición. 
a+2b+3c=0 


> (A+ (2D) +(30)=3(a)Qb)3c) 
a7+8b94+27%=18abc 


od ee DS 


A 


A 
> 


ilizamos la fórmula de Euler. o e de amb 
| si ; , 

wo gle0P 2701 =180xePxe! cos(28+2y) + 
> le pee ¡(a+P+y) 


OS complejos, 
cos(2y+20))= 
Cos4u.+cos4f + cos4y 
cos40a.+c0s4f+ cos4y 9 
cos(20.+28)+c0s(28+ 21)+c0s(2y+ 20) 


ER geti,270%=18e 


Igualamos las partes reales de ambos miem- 
gua 


bros de la ecuación. 


> cos3a+8cos3P+27cos3y=18c0s(a+B+y) Problema 39 


30.+8c053P +27c083y Resuelva la ecuación (44% (4-1)%=0 e indi- 
A En TS =18 que una solución. 
Cc 
Resolución 

Problema 38 6 De la ecuación 
) =cosa+cosP+cosy=0, 
Si sena. +senf+seny=C0s B We A+x Y A dd Y _ 2Rri. 
calcule el valor de Ax Sl => dd =e ¡rez 

cos4a +c0s4f$ + c0s4y 2kr. 
cos2(a+B)+cos2(B+y)+cos2(y +01) a E 

4-x 

Resolución 
Consideremos 


Aplicamos propiedad de proporciones. 
- 2km, 
4+x-(4-x) e5 -1 
4+x+(4=x)  2kr, 


* cosa+isena.=gq 
* cosP+isenf=b 
' Cosy+iseny=cC 


5 
> a+b+c=( (por la condición inicial) E e 
sl ip 
Luego Xx E 5 5 
4 2km . 2km 
a ab +bc+ca) , A 
0% 
D=q wd +(ab+bc+ca) 2kr Y . p 287. 
A ebc+cg)= 241? 0? x —[1=cos 2% di 5 
4 (2). 2 
Hlevamos a] cuadrado. [t+cos “e | isen 5 
4(ab 2 kr kr 
E o =p +2(a?p? HA a”) (asen? =) + ¡[2sentercos $) 
q deso 0 Xx s 
ca) (2005 ja 5005 
kr Y; 
» Mecuerde sen len lE cos Jl 
5 
bra o. Z- RV 
| 259 + (ab+bc+ea) 4 cos cos E sisentz Ji) 
| Le 
| 30 kr 
y ] . AN R € Z 
Ae ; aan > x= titan 
: Ae, 2 pe ' Jatsbtye ] T 
] 8 o i . 
l ¿loiía exe Y py O 4 2 x=4itanz- 
(ela +) xa bye a 


5 


.. ser 
na solución 
+e rizo) Por lo tanto, u 


Problema 40 Lo cual es verdadero si y solo si 
Demuestre que cos*10%cos*50%+cos*709=7. E + 3 + 24 1] pe sil 3 
22 22 ana Y 
Resolución TATU AA 
Consideremos z=cos10%+¡sen10*, Br sz 120 (*) 
> == cost0"- ¡sento Como 
z=cos10"+¿sen100 
Luego, z + Ls 2cos10%> ee =cos10 > 2*=cos180%+¡sen180% 
A 2'*=-1+i(0) 
Análogamente z=-1 
Ñ 2041 oi Reemplazamos en (*). 
22 ir 0 
y da = cos709 (244 1)62-2+1)=0 
ds llar. 
Se quiere demostrar que 2941 Ñ 
cos? 10%+c08* 509+c08?70%= - “. cos 10%+c0s* 50%+c0s* 70%= - 


788 


p 


Calcule € 


A: 
A =4cos 7 +HÁISEN 


Na 
D) $ 


> Reduzca la expresión 


(1+20%(1-20* 


A) -2 
D) 4 


: Siel número complejo 
2=2sen8+(2c050-1)i 


es real, entonce 


* Siz=-84]5j A w=12-5i, 


calcule [21+]w] 


A) 29 
D) 33 


“548 q 


Ñ 4cjs/T 
6 

0) 4cjg4n 
3 


Halle la forma tri 


1 módulo del complejo 


5 
B) 442 C) 
E) 
B) -4 (0) 
E) 
s halle 8. 
T 
qe 
) 6 C) 
E) 
B) 30 9) 
E) 
gonométrica de 
B) 8cig 17 
6 0 
E) 


2/2 
842 


ES wla 


32 


Sis 9% 
3 


Bcis 
6 


Test 


6. 


oo 


so 


10, 


1, 


4 


Obtenga el equivalente de (145)1%, 


A 16 B) 161 C) 32 
D) 32í E) 64 


6 
Halle el equivalente de (4/3 + ¡). 


A) -32 B) 32 C) -64 
D) 64 E) -128 
Si w es una de las raíces de la unidad, 
4 8 
halle 240" +w7 
1 1 1 
E B) - O) - 
A) 3 ) 3 ) 6 
1 
E) — 
D) 1 ) 3 
Reduzca la expresión 
(cosEsisenZ) 
4 4 
A) -1 B) 0 ya 
Lo Al 
> ) > 


Si el módulo de z =/cos8 + /2cos0i es la 
unidad, calcule tan?0. 


A 6 B) 7 O 8 
D) 9 E) 10 
Calcule el valor de 
(Medi =8 

21 
A) -1 B) -2 


DJ: 2 
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12, 


Reduzca la expresión 


( To. al 1 
cos=+isen=| == 
3 3 ? 


8 E V3. 
A) => B) MER (0) >" 
D) V3i E) -/3i 


. Exprese en forma exponencial el número 


complejo 


2. 2T 
z=1-cos—+i¡sen— 
3 3 


A) 43 en/6 
B) 3 eir/3 
0) 3er 
D) ein/6 


E) elr/3 


13 4 
2 El 5 [El 
3 6 [53 


040% (+0 


A) 2442 
B) 4241 
O) 2(V2+1) 
D) 2/2+1 
E) 245 


3, Reduzca la expresión 


1+ cos20+i¿sen29 
2c0509 


A) ef 
B) e” 
O) Vel? 
D) 42879 
E) 2e% 


————= 


14, Calcule el módulo del número complejo 


Problemas propuestos 


Nivel básico 6. Silz—il=4/2, además, (2-1) (241) es real, 
Si z, y 22 SON raíces de la ecuación calcule la suma de valores de z. 
y Sizy iz" 
+ 
-+27+10=0, calcule [2,12+]z21% Ni B) 9 at 
D) -2i E) -4i 
p) 20 E) 25 f. Para 3 número complejo z se cumple que 
2 Iz| =-; y el argumento de Í-— es ¿E 
7 De la condición z“-6z+13=0, calcule el 5 = 4 
producto de valores de z. Calcule z. 
A) 247 B) 347 O) 4/7 nz > O 5 
D) 13 E) 647 Dl o 
y 3 
3. El conjugado de un número complejo z 
: (1 == (1-43 8, La curva representada por Im(z?)=k, don- 
viene expresado por ————*Calculegel de k es un número real no nulo, es 
módulo de z + iz, 
A) un par de rectas concurrentes. 
A) 4/2 B) 6/2 O 842 B) una elipse. 
C) una hipérbola. 
D) 1042 
de E) 1242 D) una parábola. 
do si E) una circunferencia. 
se cumple que 
Mad Ze a-o=2 9 9. Siz=sen80+ icos8?, 
Cal A 
cule el módulo de z.. calcule z1* + 5 + cot15". 
Y2 
o Ez y 2 03 
py Y D) 343 
2 . 
dl . (16) 
A 10. Se define el valor de Z pOr 2 =1| 773 
, Siz- 54143 


Halle el argumento de 2. 


E) 4 AE 
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11. Si ¿cos Hisend w=(l+2)" neZ*, 


suma 
4] 


1 


rd 


calcule el argumento de 1». 


rn Tu Yi] 
a B) Si 
sor ha ¡de 
mn mam 
idea E = 
Dz 1 


á Mi T 
. Siz=cos—+i¡sen—, 


12 12 
calcule 27 + > 
A) -/3 B) -/2 O) y2 
D) 43 E) 2 


Si e2+? = /3 +5, calcule 6ab. 


A) rin2 B) 2nn2. (0) m2 
T T 
D) =In2 E) = 
) > ) q n2 
. Sean los números complejos 
2 =14413i; Zo =V3 + i; z3=1+i 
Calcule E o 
22 
5n, HU T. 
A) /2e12 B) /2e12 () J3es 
5n, Tr. 
D) /2e 6 E) V2e12. 
- Simplifique la expresión 
2 14f Ñ 
3 -i 
A) 21 B) 41 O 2 
D) 4 E) 8í 


16. 


ma 
20 


20. 


—— y 


sen30-¡cos30 


iz= , hall E 
ne sen30+1¿c0530 male Arico) 
A) 20 B) 30 CO) 48 
D) 60 Ey 20 
2 

(1+ 1/3) 

1. Halle el argumento de ==, 

4 (1-¡4/3) 
T T T 
A) = B) + C) = 
) 6 ) 4 ) 3 
57 T 
D) = Ey 
) 12 ) 2 


'. El sistema de ecuaciones Re(z2)=0; |z|=2, 


presenta 


A) una solución. 

B) dos soluciones. 
C) cuatro soluciones. 
D) seis soluciones. 
E) ocho soluciones. 


Si mE E 3 = 2, entonces el lugar 
iz 


+1 


geométrico que describe z será 


A) una circunferencia. 


B) una elipse. 

C) una recta. 

D) una parábola. 

E) dos rectas concurrentes. 


Nivel intermedio 


Si 2 |z-¿|=|2+z-2| , además el argumento 
de Io es PA halle z. 

z 3 
A 23-6i BJ 23+6i 0) 2V3-3i 
D) 2/3 +3¡ E) /3-6i 


> 


ir del número complejo 
calcule Aa pa d 
14143 
£e| 1+1 
B) -32 C) 32 
a) -L E) -64 
p) 64 


Para un NÚMEro complejo z, se cumple 


2+1-i 
Calcule la suma del máximo y mínimo va- 
lor de |z|. 


y 10 B) 2/10 


D) 6 


O 4 
E) 8 


¿:. Elnúmero complejo z cumple la condición 


P=lz.4z 


Calcule la suma de valores de z. 


ES 


B) -2 C) -1 
D) 1 E) 2 
*- Siz, yz, son raíces de la ecuación 
[62=¿|=2+3;z 
además 


), se Verifica la si 


l 
la, =2p|= 7 calcule |z,+z,]. 


1 

a B) - 0) y3 

D) 5 2 3 
E) 243 


» guiente condició 
( Mero complejo >; Ón para un 
2H 


Hz+34 q 
demá Z- 2i 
A imaginar 
2+j ario puro. Calcule z. 


TN 
£O. 


1 2: 
0 
D) a ESA 

7 
y te 
7 7 


Se cumple que 

cosa +cosb+cosc=0 

sena +senb+senc=0 
2(cos2a+cos2b+c052c)+1 


Calcule , 
1+sen2a+sen2b +sen2c 
1 
A) > B 0 a) 1 
D) -1 E) -2 


- Simplifique la expresión 


cos59-5cosB 


4cos?0-5 
A) 4cos%0 B) 4cos%g  C) 4cos30+] 
D) 4cos*8-1 E) 2cos*% 


- Simplifique la expresión 


8 
(1-cos0+isen)cos; 


(sen9+ 1 ¿cos09)(1+cos0+¡sen0) 


9 9 (0) an 

A) sen; B) cos 2 
0 

D) cot> E) Eo 


. Halle el módulo del complejo z si 


¡ cos 


zZ= 15 8 
DH ES4n 0055 


2 
Considere 31 < 0 < 4T. 


8 
B) cot5 


15) 
A) tanz 4 


0 
D) any 
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30, Calcule la parte real del complejo z. 
5 
201 de ¿90 + ¿0 


¿20 


__ le 


A) sen40cot0 
B) sen0 cot20 
C) sen20 coto 
D) sen40cos0 
E) sen408tano 

31. Las raíces de la ecuación z*+i2%+2i=0 
representan los vértices de un triángulo 
ABC en el plano de Argand. Calcule el área 
del triángulo ABC. 


C) 242 u? 
E) 8u* 


A) 2u? B) 6u* 


D) 4 u? 


an 


32, Halle el módulo del número complejo ww si 
iz+1 


iz—1 


iz—-1 
iz+l 


donde z=cos0+isen0; además, T<0< - 


A) tan0 
D) 2cot0 


B) 2tan0 C) cot6 


E) 4tan8 


33. Para el número complejo 


e%i y 9e% 1 


O 


halle su parte imaginaria. 


A) 2cos'0cot> 
B) 2cos*% 


6 

C) cot- 

) 2 
D) cos*0 cot> 


E) -2 cos? (5) coto 


Y4, 


35. Si la expresión 


na 


ir 


Para un número complejo z, se cumple 

2 T 57 
Izló+lzl=6;=<0<= 
2 6 


donde z=2c0s0+fsen30. Halle z. 


aa 5%, Ts 

A) 2e 3 B) 2e 6 C) 2e3 

qm 3n, 

D) 2e 6 E) 2e 4 
l+íc0s0 


————— es un número 
1-2íc0s0 


real, halle el valor de 6. 


A) nra+ de neZ 
4 
B) 2n1 + a neZ 
Dam” - neZ 
D) m-%;neZ 
4 
E) naneZ 
Para todo número complejo z, y z, satisfacen 


|z,]=12 A |z¿-3-41|=5 
Calcule el mínimo valor de |z,-Z>|. 


A) 2 B) 4 C) 6 
D 8 E) 10 
. Los números complejos z, za y z3 Satisfacen 
21-23 _ 1- ¿43 
Za 23, 2 


Dichos números son los vértices de UN 
triángulo 


A) equilátero. 

B) rectángulo. 

C) isósceles. 

D) rectángulo e isósceles. 
E) acutángulo. 


9 Calcule el valor de 
ya 


: 2 hxc 
10 LARA 
Alan -p1LCOS 
pr sen 1 11 
pol 
o Bi O) -1 
DD 1 E) 2 


' Unnúmero complejo, z=xX-+ iy, es tal que el 
la f 1 e ala E 
argume va fracción : á 
argumento de la fré 7 g T 


o E 
Calcule 74 yo-2y, 


A) ; 


mul|— 
(vo) 
Ar 
— 


D) 2 E) 4 


Calcule la suma de valores de la expresión 


al neZ 


2 


A 1 B) -1 


Nivel avanzado 


sl, zz e C; tal que |z; [=|22]=|23], 


21+ 29 + Zg| 
212) + 2223 + 2321] 


Calcule 


1 
AZ 
) ) B) Y2 O) v3 
D) 1 
E) 2 
4% si 3,8 
¿a A 
¿A zE O, halle el máximo valor 
de 242 
>) 
A 1 
D) q B) 2 O 3 
E) 9 


E 
O> 


45 


Y. Para un número complejo, 


HAMAS 
A 


e cumple 
Iz|<1. Calcule el Máximo valor dez 1 


24 12| 
n 5 B) 1 0) Y 
D) 2 E) Y3 
“. Calcule el mínimo valor de 
4c0s*xcos?y + sen*(x - y)+ 

y4sen?x sen*y + sentx - y) 
Vx; yeR. 
A) 1 B) y/2 O y3 
D) 2 E) 242 


%. SiZ, y z,son dos números com lejos, calcule 
1Y 22 


l, +47 (2,-|+ la =y(2)*- (2,| 


A) 12, 
B) |z,| 
C) |2,+z0] 
D) [21-22] 


E) [2,+22]+|2,-z2| 


. Calcule el mínimo valor de x si 


x-3xy?=-1 
y? -3x2y =-/3 

8T Yo 4 0) Yaco ze 
A) Ya cos" B) Y2cos-g 9 
D) Ya A 


a triángu- 
Sh rtices de un 
. Si zy, Zo y Z3 son los vé 


5 1 ángulo recto 
lo isósceles y rectángulo, con di 
2 
(2)? +22 +3" 
(3) +42) 7UE3z. 
zo (21 + 23) 


B) /2 


en z,, calcule 


C) 2 
E) 4 


48. Si ABCD es un rombo y los vértices A, B, C, 
D son descritos por Z,, Zy, Zy, Z4, Tespectiva- 


mente, y la medida del ángulo CBA es —, 


(3-24 + (43 +12 Za 

Icule y 2-2 —, 

e 2 
IN) : DI 04 
D 2 E) 4 


49, Siz,, zy y 73 SON Números no reales (núme- 
ros complejos) y z,+Z,, además, 


[zi] 22] |23] 
|z,| ES] E =0 
[23] [21] |22| 


—— 


considerando que Z,, Z, y Z3 forman un 
triángulo, entonces Z;, Z, y Z3 son los vérti- 
ces de un triángulo 


A) equilátero. 

B) equilátero, con centro en el origen. 
C) rectángulo. 

D) isósceles, con centro en el origen. 
E) isósceles. 


50. Dos triángulos en el diagrama de Argand 


tienen por afijos a, b, € y Z;, Zo, 23. Si los 
triángulos son semejantes, calcule 
(bz¿-cz3)+(cz,-azz)+(az-bz;) 
A) -1 B) 0 Cc) 1 
1 -1 
D) = a 
) 7 E) 3 


E EL A 


| 
| 


Ros sistema de 
coordenadas polares 


Erick Alex Lira Salazar 


CAPÍTULO XX 


SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 


+ Aprendera representar puntos en coordenadas polares. 


* Aprender a representar curvas usan lo coordenadas polares. 


« Determinar la gráfica y la ecuación de curvas en coordenadas polares. 


Introducción 


Al comenzar los estudios de cálculo, se suele trabajar de forma especial con coordenadas rectan- 
gulares o cartesianas. Sin embargo, conforme se continúa avanzando en su estudio, nos damos 
cuenta de la necesidad de utilizar coordenadas polares para realizar ciertos procedimientos que 
no pueden realizarse exitosamente con coordenadas cartesianas. No se trata de que un sistema 
de coordenadas sea mejor que el otro, sino que ambos son importantes, pero uno servirá algunas 


V Irá i | | 
ces y el otro servirá en otras ocasiones, dependiendo de nuestras necesidades y del trabajo que 
estemos realizando. 


ES forma diferente de representar puntos en un plano es utilizando las coordenadas 
A que bielas ps se necesitan an ángulo 6 y una distancia r. este Satema es importante eh 
sianas, A, demás pe AUEn ERUACIOnes más simples en comparación con las Cone carte- 

» las tres cónicas pueden representarse mediante una ecuación en coordenadas 


Polares, E, ¡6 
ea E ecuación se aplica en física para deducir las leyes de Kepler, y en astronomía, en el 
€! movimiento de los planetas. 


Las co 
e Polares se utilizan también para realizar vuelos en los aviones y pera PE a 
Pata ubicar Nuestr h pea se accidentan, de la misma manera con los barcos. Sirven, adem ! 
Mados Gpg, Son A Posición dentro de la Tierra por medio de satélites y de los aparatos denom 
lado Con la de e adecuadas en cualquier contexto donde el fenómeno esté apo 
Mientos Moods y longitud de un punto central, como en las figuras de revolución, £N 
, en las observaciones estelares, entre otros. 
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1» DEFINICIÓN 

"ara formar el sistema de coordenadas pola- 
res en el plano, se fija un punto O, denomina- 
do polo (origen), y a partir de este se traza un 
rayo inicial al que denominaremos eje polar, 
Luego, la recta que pasa por el polo y perpen- 
dicular al eje polar se le conoce como eje nor- 
mal. Veamos. 


aye normal +4 


Dl 
y (5 0) 
) EA 
: zz 
' pp 
A 
O (pola) eje polar 


A cada punto P en el plano se le asigna coorde- 
nadas polares (+; 0), donde 
+ 0: ángulo dirigido desde el eje polar hasta 
el segmento OP (puede ser antihorario u 
horario). También se le llama ángulo polar, 
ángulo vectorial, argumento y amplitud. 
+ r: distancia dirigida del punto P al polo o 
radio vector OP. 
- Sir>0, (r;0) es un punto que se en- 
cuentra a una distancia |r| del polo y 
sobre el rayo 0. 
- Sir<0, (r; 0) es un punto que se en- 
cuentra a una distancia |r| del polo y 
sobre el rayo 0+T. 


Ejemplos 


la 
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TOS EN COORDENADAS POLARES 

Para ubicar un punto P(+; 0), primero se mide el 
ángulo polar. Las distancias medidas a lo largo 
del radio vector desde el polo se definen como 
positivas (r > 0) y las medidas en sentido opues- 


to al polo como negativas (+ < 0), 


Ejemplos 


eje polar 


(2; - 


polo 
459 ejepolar 


(0; -459) 
(1,450 


(2; -459) 


» observación 


1 Acada par de nun 
mE un único punto P en el plano, 


a punto P del plano le co- 


itos pares (1; 0). pio 1000 20% gps 
120% y 


seta polar, donde cada circunferencia tiene 
valor constante r y cad 
constante 0, 


un 
os (1 0) le corres- a semirrecta un valor 
ponde 
o a cad 
pero at 


responde infin 79 


Ejemplos 
Las coordenadas polares que corres- 
. o 
ponden al punto 
(5.0 
Pl=; —v3 ] son 
199 ] 
6 Es 
PLA O 
q rl el 
3 » Ñ Po? 
5 21 1 _ dh 
a 
3 3 


* Las coordenadas polares que Corres- 
ponden al punto P(v3;1) son 
(2:30), (23309), (2; 2109), (2; -1509), ... 


2. Si las coordenadas polares de P son 


(r: 0), también son coordenadas pola- Aplicación 1 
res de P los pares; es decir, Ubique los puntos 
, : y T T T T 
| Pr; 0)=P(1"r; 0+nT);n € 7 a(3 2) Bla 2 c(5-2) p(-5-3) 

* Sinespar> P(r: 0)=P(r; 04+2n1) El 9: =) 

* Sinesimpar => P(r, 8)=P(r; 0+(2n+D)r) 18 | 

Ejemplos | 
| Al punto (2; 1) se pueden asociar las Resolución 
| coordenadas polares (-2; 21), (22: 0), En primer lugar, dibujamos la roseta paa 
30, 2-1), (2; 51), (22; 6m), ... 
Ñ 
| " Alpunto (3; 120%) se pueden asociar 

las coordenadas polares (3; -609), 

| (31480), (3; 2409), (23; 3009), ... 
3. Pe ra Ost 
* a establecer la correspondencia 
| tunivoca entre | k 7 
le € 105 puntos del plano 
| * 145 coordenadas polares, se debe 

Considerar edad 


r>0 los valores principales. : 
2 A 0<8<2r, 


2 
Es y OSETA POLAR 


n Coni 
C Junto de q ; bes 
de centro ena cunferencias concéntri- 


LD Dor e Polo y rectas concurrentes 

Ps, Er o formado por los radios 

Yes co Mayor Puntos en coordenadas 
Ets 

acilidad, usaremos la ro- 


Luego, ubicamos cada punto. 
T A T 
+ Para a(3, =) se busca el ángulo 9 = 7 y SO- 


ás A T 
bre el radio vector correspondiente a Q = ni 


se cuenta la longitud r=3. 


. Para (4 2) sebuscaelángulo 0 = Eiyso- 
bre el radio vector correspondiente a 8= a 
se cuenta la longitud r=4. 


Luego, el opuesto de r=4 es -r=-4; enton- 
ces B se ubica en la prolongación opuesta 


B(4 2) es decir, 


+ Para c(5 —- 2) se busca el ángulo 9 = En 


(sentido horario) que coincide con el ángulo 
68=300" (sentido antihorario); y sobre el radio 


z T 
vector correspondiente a 6 = 3 se cuenta la 


longitud r=5. 


. Para pl -s, - all se busca el ángulo 8 =-3 
(sentido horario); y sobre el radio vector corres- 
pondiente a0=3 se cuenta una longitud r=5. 
Luego, como deseamos el opuesto —r=-5, 
entonces D (-s. - 2) eselopuesto a(5; - 2) 


respecto del polo; es decir, 


des) 
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———— 


4 
e Para po S =) se busca el ángulo 0= l 
3 , 
y sobre el radio vector correspondiente a 
4T á 
0= 3 se cuenta una longitud -=2. 


Luego, como deseamos el opuesto =r=-2, 


4 
entonces E (=> - =) coincide con 
«AT TC 
2=—+n|=|12-—|b i 
3 ) a) es decir, 


da pla-to)e(a-3 


COORDENADAS 
POLARES Y RECTANGULARES 
Para establecer una relación entre coordenadas 
polares y rectangulares, se hace coincidir el eje 
polar con el eje X positivo; y el polo, con el origen. 


ENTRE 
ENTRE 


El cambio de coordenadas polares a coorde- 
nadas rectangulares se efectúa considerando 
las siguientes relaciones: 


x=rcos0 


y =rsenó 
RA a 


- Y el cambio de coordenadas cartesianas a CO- 


ordenadas polares se efectúa a través de las 
siguientes relaciones: 


2 4 Z 
Patry |] 
d 
.l » 


y 
Xx 


ón Aplicación 4 
A qe coordenadas rectangulares del punto Convertir la ecuación rectangular 
Halle la 9y2 
Ñ 3 (1? + y?) = a? (1? = y?) a su forma polar. 
pls A 
Resolución 
ersotación Sea la ed 
De los datos a (x? + y?) = q? (x? = y?) 
_T 2 

r=4 a 0= 6 > (12) =a? (r2cos% - r?sen?e) 
> ri = ay? (cos?e Sá sen?0) 
uego 


r*=a?%cos20 


o r=rcos8=4c0s=24/3 
6 > r=0 v r?*=a*cos20 


. y=rseng=4senz=2 


-. r=a?cos20 
T 
A Ps 2) = P(x; y) = P (2/3; 2) Aplicación 5 
; Convertir la ecuación rectangular 

Aplicación 3 12+y?-4x+2y=0 a su forma polar. 
Halle las coordenadas polares de P(-43; - 1). 

Resolución 
Resolución Sea la ecuación 
Úbicamos P en el plano. +y-4x+2y=0 


> r?-4rcos0+2rseng=0 

r(r-4c0s8+2sen9)=0 " 
> r=0 v r-4c05s0+2sen9=0 

r=0 v r=4c0s0-2sen0 


r=4c0s0-2sen0 


donde 
Aplicación 6 
XK 3 Ñ ' o 
si A, Ps Convertir la ecuación polar 
id r=4sen0 a su forma rectangular. 
Yr =34+ 1 =4 
4 feo 
lu Resolución 
eg0 e 
Sea la ecuación 
áng= 1 1 r=4sen9 
o ES ==. 9 € TIC 
— 3 , 
y? 9/2 Y3 > r=4(?) 
6 
( P=4y 
Asalto e +y?=4y 
6 


Aplicación 7 
Convertir la ecuación polar 


e a su forma rectangular. 
2-cos0 


Resolución 
Sea la ecuación 


Elevamos al cuadrado. 
Aar=(x+2) 
4(x? +y2)=x? +4x+4 
4 +4y"=x"+4x+4 
3x2+4y?-4x-4=0 


¿ » DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN 
COORDENA! JAS POLARES 

La distancia entre dos puntos, P,(r,;0,) y 
P,(r»; 0,), en coordenadas polares está dada por 


( y 
¡AO 2 : | 
dE dy +(1)" - 211) cos(0; —0,) I 


a 


Demostración 
En el plano 


(1:91) 


pa r i 4 dl 
polo eje polar 
Aplicamos teorema de cosenos. 


a? =(1) + (13) - 25, cos(8, — 0») 


d =Wl(1)' +(12)' - 217 cos (0, -0)) 
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———— 


Aplicación 8 
Halle la distancia entre los puntos 


42655) 93) 


Resolución 
Usamos la fórmula. 


des (Es) 3 a 2(3) E Jeo(3-0) 
Aa; B) pa os) 


d EL SISTEMA DE COOR- 


¿CIÓN DE UNA RECTA 

Sea Lu una pa que no pasa por dd polo y sea 
NCc; 10) el par principal del pie de la perpendi- 
cular trazada del polo O a la recta 2 Si P(r; 0) 
es cualquier punto de la recta .% entonces la 
ecuación polar de la recta es 


a A 


P(r; 0) 
Sy (c:w) 


eje polar 


PA 


s casos pat ticul 
> SL rcos D=c 


ares son los siguientes: 
Aguno 
sivo= 00 
si=J0 > Prsend=c 
E A 
siw=180% > Yircos0=-0 


siw=2700 > LP:orsend=-C 


Ejemplos 


uo 


Mmormal rcosO=2 


El - ] > 
| polo eje 
| poll 


*—— > rsen0=3 


—___  ___ 
pol: ¡ ol 
DOLO eje polar 


——T-—>ISeno ==3 


| 


E otro lado, si la recta L pasa por el origen, 
Uecuación tiene la siguiente forma: 

| 

| | D=c ] 


| 
| 


lagráfica 9 E 
“ad=c+nm ne Z, es la misma recta .Z£ 


emplos 


eje 
Polar 


A 


Una ecuación en coordenadas polares de 
la recta que pasa por los puntos A(ry; 0) y 


B(r»; 0,) tiene la siguiente forma: 


| Zo rsen(0,-0)+rr,sen(0-0,)= 
rrosen(0; -B,) 


5.2. ECUACIÓN DE LA CIRCUNFERENCIA 

Consideremos la circunferencia de centro 
C(c; a) y radio R, referida en un sistema polar. 
Si P(r; 6) es cualquier punto de la circunferen- 


cia, entonces su ecuación es 
iS 


Ré=r?40?-2ercos(0-0) 


ES 


En el gráfico E 


eje 


O (polo) polar 


s de la ecuación de la ¿eje normal 


circunferencia en coorae nes 
+ Si el centro de la circunferencia está en el 
polo, tal que C(0; a), la ecuación se reduce a 


nadas polares 


Ejemplo , : . 
+ Sila circunferencia pasa por el polo y su cen- 


tro está en el eje normal, tal que C(c; 909), y 
el radio es R=]cC|, la ecuación (*) se reduce a 


r=+2Rsen0 


pa a == 


donde 
- es (+) si el centro está arriba del polo. 
- es (-)siel centro está debajo del polo. 


* Sila circunferencia pasa por el polo y su 
centro está sobre el eje polar, tal que Ejemplos 
C(c; 0%), y el radio es R=|c|, la ecuación 
(*) se reduce a 


EE eje pola 
| r=*2Rcos0 | 


donde 
- es (+) si el centro está a la derecha del / e N 
polo. PESAN 
- es ()siel centro está a la izquierda del 
olo. - 
p eje normal 
Ejemplos : 


eje normal 


F=dseng 


O eje polar , 
5.3. ECUACIÓN POLAR DE LAS CÓNICAS 

Sea e la excentricidad de una cónica cuyo foco 
está en el polo y a d unidades de la directriz corres- 
pondiente, se cumplen los siguientes teoremas: 


r=-4c0s0 
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le omal ay r 
or focal coincide con el eje polar, la ecua- 
Salae TOC. ; y A Ñ : 

Sel E la cónica tendrá la siguiente forma: 

cion de ds 


donde o 
' si tomamos el signo (+), la directriz está 
derecha del polo. 


si tomamos el signo (>), la directriz está 
izquierda del polo, 


a la 
a la 


» 


Sel eje focal coincide con el e 


je normal, la ecua- 
ción de la cónica tendrá 1 


a siguiente forma: 


— 


lzeseng 
donde 
* Sitomamos el signo (+), la directriz está arri- 
da del eje Polar. 
Si tomamos el signo (2), la directriz está de- 
slo del eje polar 
Demostración 
el gráfico 
4 > E 
Ñ 
Va 


eje 
polar 


Finalmente 
» Ss1a=0 y r= ed 
l+ecoso 
T 
e QU== —= r= ed 
2 l+eseno 
. ed 
SUSE <= pa $ 
l-ecosg 
3r ed 
* A=—= > r= ———=—_ 
2 l-eseno 
? Observación 
O Y] 


) 


En la sráfica 


dan; ey 
or ata: E ca | 
dl My; Y1) 
entonces la cónica es una elipse. 
dao: F) 
e E. 


==; e=1] 
dl My; No) 
entonces la cónica es una parábola, 


diz; ! 
+ ——=0 63 

m M3:N3) 
entonces la cónica es una hipérbola. 


Ejemplos 


3 
DC 
3 En e Fl 
2-2c0s0 l=cos 
e=1, entonces se trata de una parábola. 
: 0 
E ESA Es ptos : 
3+senQ |+Gsen0 
e= entonces se Irala de una elipse. 
==, : . 
: 2 
> 3 > +F 


A 
"TR ACOSO 1+2c08 


e=2 25 : ip é rbola. 
2, entonces se trata de unal I 
.: 
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6» GRÁFICAS EN EL SISTEMA DE COOR» 
DENADAS POLARES 


6.1. GRÁFICAS DE LAS CÓNICAS 


p 
La 
> 
eje polar 


Mr 
o 
| cosa 


eje normal 


eje normal 


eje normal 


ZE 6 
1+senó 
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eje normal 


eje polar 


l-sen9 
EA) 


eje polar 


eje polar 


ar 


eje normal 


eje polar 


Ab sl 
| 1-2c080 | 
ES ) 


pc 


eje normal + 


eje polar 


—» 
eje polar 


-14+2sen0 


eje normal 


“eje polar 


eje polar : 


AUTOS 
'"=172sen0 


6.2. CARACOLES y 
r=5+6seno 


Los caracoles tienen por ecuación polar la for- 


mar=a + bcos0 o la forma r=a + bsen0. 


Consideremos tres tipos. 


: — + > 
Si |a|=1b| Xx 
Ejemplos VA 

| r=6-6seno 
y A 
r=6+6c050 y o 


Y > 
Si Ja] > ]6] 
Ejemplos 
yA ¿ 
xl Al 
r=6-6c0s0 r=6+3c080 
EllE/Á[]«áÑR|<q] 
X 
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es a 
Dan 


r=6-3c08s0 Si la] < 15] 
Ejemplos 


f=3+6sen0 
r=6-3sen8 


YA Ñ 6.4, LEMNISCATAS 
F=5—bsentú 


Tienen como ecuaciones polares las siguien- 
X tes formas: 


e  r?=acos20 


e  r?=asen20 


Ejemplos 


6.3, ROSAS DE n PÉ 
S.da ROSAS DE y E 


Tienen como ecuaciones polares las siguien- 
tes formas: 

* r=acos(n8)neZ* rn a>0 

* r=asen(n8);neZ* ra>0 


=-4cos(20) 
Hay dos casos que pueden presentarse para n > 2: tan 


* Sin esimpar, tiene n pétalos. 
e  Sines par, tiene 2n pétalos. 


Ejemplos 


A 


n=3 n=4 Y 
r=acos30 r=acos49 


15 ¡2=4sen(20) 


n=2 
r=asen20 
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65. EsPIRALES 


al de Arquimode 


654 Espit 


polar es de la forma r=a0. 


Sy ecuación 


Tiene por ecuación polar r=ge?. 


e a 
Su ecuación es de la forma r = 


0 


SE PUTA 
8.5. OTRAS ( 


pa 2 


cosg 


2 
¡ 
SS 
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Ad 

aa _ A 

4 

Coordenadas polares en los veleros ! 

pl 

si tuviésemos que dar una definición a las curvas polares, podríamos decir que representan P 
' rendimiento de una vela poniendo en relación su embolsamiento y el ángulo de incidencia. 


ada modelo de un barco tiene sus curvas polares calculadas en función a sus velas, la in- 
tensidad dada del viento y el ángulo de incidencia del viento. Todo esto nos dará la curva de 


velocidades para cada rango, y con ello el navegante podrá utilizar estos datos para tener una 
referencia real, 


Por otro lado, existen algunos factores que van a influir en las curvas polares, tales como el 
esiado de las velas, el estado del mar (dirección de las olas, altura, periodo, etc.), la intensidad 
dela corriente y dirección, el peso del barco (estiba, tripulación, depósitos de agua y combus- 
vol, reparto de pesos, etc.), entre otros. Como podemos comprobar, las variables pueden 
*“ múliples, por lo que el análisis de la curva polar, al menos a nivel amateur, tan solo es una 
referencia, 

Hoy en día también existen aplicacione 


Cóm Ss y software náuticos de predicción meteorológica, 
Óm« ó 
"9 Por ejemplo Predict Wind, 


úeun ba que nos permite introducir en el sistema las curvas polares.” | E 

* un barco, Abe e : k 
puede a dns vez procesadas, se contrastan con el pronóstico meteorológico y con ello se e 
Puece determinar la ruta 


ee más rápida, y la más segura para llegar a un determinado destino, o 
“él mejor momento para zarpar. | 


Para ñace sz 5 
eros una ¡ Lat : : 
Race, invierten . Es los participantes de regatas como la Vendee Globe o Volvo Ocean ¡ 
“en muchí : E 

d 


de sus Tisimas horas de entrenamiento cuyo objetivo es mejorar la curva polar 
embarcacion 


Ssios COS rad; SS: Muni veces, una parte sustancial del éxito o fracaso de alguno de 
ca 
eriormente 


E] 


e E s e E eS > 
le Post M las horas dedicadas en añadir distintas variables a esa curva polar, lo 


8 traducirá en decisiones más acertadas en función de la meta prevista. 


Le $ E LO h > 
Adaptado de <https://nauticocean.com/curvas-polares E: 


Problemas resueltos 


Problema 1 


La ecuación polar de una hipérbola es 


2 
—4 
5 = tan?9 
re+4 


Determine su ecuación rectangular. 
Resolución 
Por proporciones 


12444 y? -4 _ I+tan%o 
Pads (e -4) 1-tanío 


e 
— =sec28 
4 
1?cos20=4 


qe (cos?e - sen?0) =4 


(rcos0)?-(rseno)?=4 


] y4 


Problema 2 


Dada la ecuación polar de una curva en coor- 


denadas polares 


r? cos28 =2./2 csc( + z) 


Calcule la ecuación de dicha curva en coorde- 


nadas rectangulares. 


Resolución 
Sea la ecuación 


r? cos29= 2/2 csc( o + z) 


> p (cos? 0—sen? e) = 242 
T 
sen[o + z) 
4 


r3lcos?e- sen? 9) = 2/2 


É— 
sen8+cosg 
A ———_ 


V2 
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13 (cos? 0 —sen? 0) (cos +sen8)=4 


1? cos?0 — r?sen o: 4 


( 0 


Xx yx + y) = 


Aly xy?=4 


Problema 3 
Calcule el área de la región triangular cuyos 


vértices en coordenadas polares son (9; 509), 
(0; 09) y (6; 209). 


Nes olu ción Ñ 


Graficamos. 


(9308) 


(6; 209) 


eje 
polar 


1 
+8 ¿06)sen 300 


s= ¿50(3) 


gal 
2 
S=13,5 


. 


problema 4 e 
Hallela ecuación polar de la parábola y“=6x+9. 


resolución 
Sea la ecuación 


y =6x+9 

> (rseno)?=6(rcos0)+9 
Psen8=6rcos0+9 
r(1-cos?8)=6rcos8+9 
r?=r*cos%0+6rcos0+9 
r?=(rcos9+3)? 


Luego, hay dos soluciones. 


r=rc0s9+3 
r(l-cos8)=3 


8 
ri2s 2) 
m3 


3. 8 
MS — 
qee 2 


F=-rc0s 8-3 


r(l+c0s9)=-3 
8 
r| 2009? z)- me 
9 3 


3 
as 


Problema 5 


termi 0 
nela €cuación en Coordenadas rectan- 


Sulares der- 3-seng 
cos?g * 


E 
' E 
x?+y E 
r 
x*4+y=5r 


Elevamos al cuadrado. 
(1? + yy = (5ry 
42x?y4y?2=25y? 
ee 2x%y + y? = 25(x? + y?) 


. 25 -24y42x%y=0 


Problema 6 
Calcule el área de la región cuadrangular ABCD 


(cuadrado), donde dos de sus vértices opues- 


tos en coordenadas polares son A(4; 10%) y 
C(5; 709); 


Resolución 
Graficamos. 
B € (5: 709) 
L] Ya 
xv2 
2 
A O 
(4,10%) A D 


Por distancia entre dos puntos en coordenadas 
polares 


x= (1): + (1)? - 2nr, cos(0, -0,) 
x= 4/42 +5? - 2(4)(5)cos(709-10%) 
x=y16+25-40c05602 
x=./21 
2 2 
2 me. 
Ñ 5-53) A 


s=5 


Problema 7 


Determine la ecuación polar de la parábola 
cuyo foco está en el origen de coordenadas y 
su directriz es la recta x=-4. 


e 
Resolución eje 
- Graficamos. polar 
E x+4=0% yA P(r 0) 

- Problema 9 

> Se tienen los siguientes puntos en coordena- 

das polares A(3; 32%) y B(6; 929). Calcule la 
longitud AB. 


Resolución 

Por definición de parábola Graficamos. 
Al, n=A, La 

r=rcos9+4 eje normal 

r(1-cos0)=4 ( 


4 
r= 
1-cosg 


Problema 8 ; 
eje polar 
Grafique la curva 


2 
2,,2 2,,2 2 
( +y2) +4x ( +y )+4x =0 Por teorema de cosenos 


Resolución d*=6*+3?-2(6)(3)c0s609 
Sea la Econ Els 36[ 1 ] 
(12 + y2) +4x(x? + y2)+4x?=0 2 


2 2 2 d 2 45 -18 
(x +y“+ 2x) =0 
2 d*=27 
2 4y?42x=0 
> r?+2rcos9=0 4 d=348 
r(r+2c0s0)=0 
> r=0 v r=-2cos0 Problema 10 
Calcule la distancia entre los focos de la 
Como la gráfica de r=-2c0s8 contiene al polo cónica cuya ecuación en coordenadas polares 
(r=0), su gráfica es la siguiente: es ”sen20=8. 
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PR 


pesolución 
seala ecuación 


senz0=8 


y (Qsengcos0)=8 


ae 


3 xy=4  (nipérbola equilátera) 


Como la hipérbola es equilátera, se cumple 


2 
q > a=2/2 


5 
S 
y 
ala 
J 
S 


Problema 11 


Ses de los pu 
teje de ab 


bbcosp, 


e las Coordenadas rectan- 
ntos de intersección con 
Scisas de la gráfica de la cónica 


Meolución 


Reemplazamos. 
* 0=0 > x=6(1-cos0)cos0 
x=0 


> (x;y)=(0; 0) 


* 0=1m > x=6(l-cosr)cosr 
x=-12 
> (y=412; 0) 


0+0+0-12=-12 
Problema 12 


Halle los puntos de corte de las curvas 


=] suis gens 
Resolución 


Graficamos. 


a > 
eje 
polar 


Igualamos. 
3 1 
2-cosg8 cos 


3c0s9=2-cos0 


cosg=" 
2 
= dea v B= 3 
Reemplazamos. 
rcos9=1 


1 
=|=1 r=2 
(3) 
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Problema 13 


Halle la ecuación de la recta si se sabe que pasa 
T , 5T 

por el punto| 4; 5 y forma un ángulo de E con 

el eje polar. 


Resolución 
Graficamos la recta. 


A 


Por razones trigonométricas de un ángulo agudo 


( z) 2/3 
cos|8-—|=—— 
3 r 


L: rcos[0-2)=243 


Problema 14 


Calcule la ecuación polar de la circunferencia 
de radio 3 y centro en el punto (0; 3), 


Resolución 

La ecuación en coordenadas rectangulares es 
(x-0*+(y-3)*=3? 
x+y"-6y=0 


Reemplazamos. 
x=rcos0 A y=rseng 


> (rcosa)?+ (rsen0)?-6(rsene)=0 


r(cos*0 +sen0) -6rsen 
(1) =6rseno 


. r=6sen0 


Otra forma 
Utilizamos la gráfica de la circunferencia. 


Aplicamos resolución de triángulos rectángulos. 


r=6seng 


Problema 15 
Halle la ecuación polar del lugar geométrico 
cuya ecuación rectangular es 


(x-2)+(y-2)=4 


Resolución 
Reemplazamos. 


X=rC0S8 A y=rsen0 
> (rcose-2)+(rseng-2)?=4 
r-4r(cos0+sen9)+4=0 


Por arcos compuestos 


sen0+c0s0 = V3sen(0+=) 
r? -4/25en[0+7)r+4 =0 


Otra forma . 
Utilizamos la gráfica de la circunferencia. 


Aplicamos teorema de cosenos. 


(+ (2/2) - 2(r)(2//2) coso - -) 
4 -4lbcos[9-E)r+ =0 


"-afios| E ojrs =() 


, “Als 5+0)r +4=0 


Fale las asíntotas ene 


Cónica 3r= 


E Problema 16 


SecQ+7 


l sistema rectangular de 
cscb. 


Luego, en (*) despejamos la variable y. 

3xy-5y =7x 

yBx-5) = 7x 

71x 
3x5 

> 3x-5=0 
5 
3 


y= 
XxX = 


Por lo tanto, las asíntotas son 


Problema 17 


Determine la ecuación cartesiana de 
2 
y? 


¿Le 3codó 


Resolución 
De la ecuación 
2 
yr= 
r+3rc0s8 
2 
r= 
r+3x 
P+3rx=2 


+ y 4+3x1=2 


A +y?-2=-3xr 


Elevamos al cuadrado. 
04 y?-2)%=(-311)* 
xy 442) ax ay io 
eya 20 aia) 
xy 4420 y ada 90 + 0Y 


axiy tar + ay? + Tady? 4=0 


Problema 18 
Calcule la ecuación polar de la curva 
Qe+y)=3xy(a+x+y); az0 
Resolución 
De la ecuación 
y 43 xy (a+ y)=3xya +3xy(x+y) 
+y*=3axy 


Reemplazamos: x=rco0s9 A y=rsen0 
(rcos0)*+ (rsene)'=3a(rcos0)(rseno) 
P(cos"0+seni0) =3arsen0 cosg 


r(cos*8 +sen?0)=3asen0 coso 


Multiplicamos por 4. 
r(4cos3 0 +4sen3 0) = 6a(2sen0cosO) 


Aplicamos arco doble y triple. 
r(3cos8 +cos39+3sen8-sen309)=6asen20 


ES 6asen20 
3(sen9 + cos 8) + cos 39 — sen30 


Problema 19 


Calcule la distancia entre los focos de la cóni- 
ca, cuya ecuación en coordenadas polares es 


tan——tan?-|=4sec*|=| 
j (tan; 2 2 


Resolución 
De la ecuación 


Multiplicamos por 2. 


2y? tan | I-tan? 2) =8| l+tan? MN. tan? .) 
; 2 2 2 2 
9 2 
2tan= || 1-tan 
al 


L+tan?> 1+ tan? 


rsen0cosO=8 
(rcos0)(rsen0)=8 


xy=8 


Luego, como la hipérbola es equilátera se 
cumple 


Problema 20 


Indique qué tipo de cónica representa la ecua- 


ción polar 
r= [core + CSC a - caro) 
Be 4 2 2 


Resolución 
Por arco doble 


ecsex—cotr=tan (5) 


Por arco doble 


cotx+tanx=2csc2x 


a r= (2 cs) 
8 2 


Rn  —— 


por cónicas en coordenadas polares se obtiene que 
r 
e=1 


Porlo tanto, la cónica es una parábola. 


Problema 21 
Calcule la longitud del lado recto de la cónica 


cuya ecuación es 
10 


= 20 
+l 
4cos > 


Resolución 
De la ecuación 
10 


20 
2[2cos Se 
A 10 
2(l+c059)+1 

pa 10 * 

3+2c058 0) 
10 
3 


O A 


1+2c080 


ES 


2 
EE *=S (elipse) 


Enton, : 
“es Su gráfica es la siguiente: 


Problema 22 


Calcule el área de la región limitada por los 
ejes de coordenadas en el primer cuadrante 
con la curva r=sen8+c0s8. 


Resolución 


Sea la ecuación 
r=sen8+c0s0 


>o r?=rsen8+rcos8 
Ay =y+x 


Sumamos z 
2 


Graficamos. 


Y 


Problema 23 


Si las asíntotas de 2r=3sec8+5cscg son 
r=Asect y r=Bcsc8, calcule A+B. 


Resolución 
Sea la ecuación 
2r=3sec0+5csc8 


=> ar=a(+)es|») 


923,2 


x y 
2xy=3y+5x 


a plo =0 
9 


Gr) 
lp 


Así las asíntotas son 


> ras? A sent 
2. 2 


r=3seco A =Zcsc0 


3 5 
—> A=> y SE 
A+B=4 - 

Problema 24 


Calcule la excentricidad de 
r=secg+cscO 


Sea la ecuación 
r=sec0+escO 


r r 

SS faq 

x y 

A! 

x y 
x+Y=Xy 0) 


Por una rotación de ejes de 0=45% 
e  x=x'cos45%-y'sen450 


x-Y 
X= 
2 
*  y=x'sen45%+y'cos45" 
MESA 
y2 


Reemplazamos en (*). 


xy 


E x+y' A) 
12, e y2 vY2 A y2 
Reducimos y completamos cuadrados. 


(42) a 
2 2 


Es una hipérbola equilátera. 


e=v2. 


Problema 25 


Las directrices de la cónica r?=2csc28 for- 
man los ángulos a y f con las asíntotas de 
9x?-16y?=144. Calcule 5tana+7tan$. 


Resolución 
De la cónica 
r*=2c5C20 
y? = ——_—_—_—_—_—_— 2 
2sen8cos8 = 


A 


> C=3k; a=2k;b=5k 


as directrices son de la forma ici en 
aa A X+y=MN De la cónica 
3 
Luego, de la ecuación Na 0 
2144 
9 -16y"=14 3 A me 
(3x+4y(3x-4y)=144 pa Ls E 
1-3c059 1-ecose 
en donde sus asíntotas son 2 
3x+4y=0 an 3x-4y=0 
y= 3x Ye Sx Identificamos la excentricidad. 
; e= 3 (hipérbola) y 
Graficamos. A 
E¿8 : 
cs A 
R; y 


Luego, identificamos la distancia del foco 
(polo) a la recta directriz 


d=1 
a? 
ICA ZE | 
Cc 
(Ry 
3IR-=== = 
3R 
| k= - 
OR 
| “Mplazamos en lo que nos piden. 
| 3 mln Así la longitud del lado recto es 
| =stang20, Ttango íla long 
| 2b? 
O E ro 
7 
= 2 
1547 2(45k) 
E M ER = === 
=36 


2k 


Problema 27 - 

Sir = ——- esla ecuación de una cónica en 
2-3c0s8 

coordenadas polares, determine la ecuación 


de una recta directriz en coordenadas carte- 
sianas. 


Resolución 
De la ecuación 


1-5 cos8 l-ecos8 


Identificamos la excentricidad. 


e=-= (hipérbola) 
2 


Luego, identificamos la distancia del foco 
(polo) a la recta directriz 


4 

d== 

3 
Graficamos. 


eje normal 


eje polar 


Por llo tanto, la ecuación de la recta directriz más 
cercana al polo en coordenadas cartesianas es 


E 
E 
Problema 28 
: pé 15 
Grafique la cónica r = 3-2c0s0' 


826 


Sea la ecuación 


15 
Y = —_—_—_—_—_—_—_— 
3-2c0s0 
15 243 
dos 3 NE 2 
1-—cos0 1-c0s0 
> BE A A 
3 2 
Evaluamos. 


* 0=0 > r=15 > (r,0)=(15; 0)V, 
e 01 > r=3 > (r,0)=(3, mV, 


Graficamos. 


A YA 


Los elementos de la elipse en coordenadas 
rectangulares son 

e V(-30) A Va(15; 0) 

> Fi(0;0) a Fa(12;0) 


eL: > Aa Lo: ¿E 


Problema 29 


Grafique la cónica r = Baend 
Resolución 
Sea la cónica 
8 
r = —_—__ 
5+5sen60 
8 
o 
—1+sen0 


8 
=1 d== 
>.e A 5 


> 


Los elementos de la hipérbola en coordenadas 


gvaluamos dh rectangulares son 
e De (0) (E: 3)v * VE30 a VA-15;0) 
e Fi(0;0) a F,(-18; 0) 
, . . . E =-— ZP: =-— 
Porlo tanto, la gráfica es la siguiente: L:ix=-5 an SL:x=-13 
El Problema 31 
e Grafique la cónica r = 3 
NN ro 3 y -24+4c0s0' 
Resolución 
Sea la ecuación 
3 
Y = —_—_—_—_—_____—_ 
2+4c05s0 . 
3 5) 
a 92 
. = —— > r== tc 
1+2c058 1+2c0s8 
Problema 30 a < 
Grafique la cónicar = > e=2 A de 
2-3c0s0 
Resolución Evaluamos. 
“ala ecuación *EBLO > =h=L 5 (r; 9)=[50)=1 
13 q 2 ' 
-3c058 3 i 
* => paz > (1, 0)=(35)=1 
15 3 2 2 ñl 
f= 2 =(5) ¡| 
A ¡ 
35050 lo Graficamos. 
3 
Se 
55 A d=5 
Braluamos. 
9x0 


' Dd ra 
9=7 2d ene => (r; 9)=(-15; 0)=V, 
ds 0 9)=(3; m)=V, 


[ Cra Amos 


Los elementos de la hipérbola en coordenadas 
rectangulares son 


(ta) 


* F(0;0) a F2(2:0) 


828 


Problema 32 


Un punto P se mueve de tal manera que el pro- 
ducto de sus distancias a los dos puntos fijos 
F,(a; 09) y Fa(a; 1809) es siempre igual a la cons- 
tante b*. Halle la ecuación polar de esta curva. 


Resolución 


Graficamos. 


eje normal 


eje polar 


Aplicamos teorema de cosenos. 
. (a, = a? +1? -2ar xcos(180%-0) 
(a,* =a* +1? +2arxc0s8 


. (d,' = a? +r? -2arxcos8 


Por condición del problema 
dd, =b* 
(a)? (a,* =0* 
bi=la? + y -(2arcosgY 
b*=a*+2a%r?4+r*-4a?r*cos%0 
bi - al =1*-2a?r?(2cos? 9-1) 


b*-a*=r*-2a?r?c0820 


Sumamos a*cos?20. 
b1-a'+afcos"20=r"-2a"'cos20+a*cos"29 
b*-a* (1- cos”29) = (y? -a 220528) 

b* — alsen?20 = (y? -4 200520) 


r2 - alcos20=+/b* - alsen?28 


1? = a?cos20+ Jo! - atsen?28 


Un segmento AB, de longitud fija 6 u, tiene sus 
extremos en los ejes cartesianos. Desde el origen 
de coordenadas O, se traza la perpendicular OP 
al segmento AB. Determine en coordenadas po- 
lares el lugar geométrico descrito por el punto P. 


Resolución 
Graficamos. 


eje normal 


eje polar 


Por dato del problema 
AP+PB=6 

> rcotO+rtan9=6 
r(cot0+tan8)=6 
r(2csc20)=6 
rcsc20=3 


. r=3sen28 


Problema 34 


Dada la ecuación de la curva en coordenadas 


polares r = calcule el centro de esta 


1 
1-2sen0' 
curva en coordenadas rectangulares. 


Resolución 
Sea la ecuación 
ce A 
—1-2sen0 
r-2rsen8=1- 
r=1+2rsen0 
r=14+2y 


| 
| 
E 
' 
E 


is E 


Elevamos al cuadrado. 
y=(1 +2y) 
4) =144y +4y? 
y?-3y-4y=1 


Restamos : a cada miembro de la igualdad. 


4 2) 4 
1 2 EPA E 1 Pe 
si dy +9) 73 
2 
2? 1 
2_ y [EE 
a a»+3) 3 
2 
y EN 
Te 
9.3 


Porlo tanto, esta ecuación es la de una hipérbola 


Cuyo centro es C - 5) 


Problema 35 


Determi 
'ermine en coordenadas rectangulares las 


ecuaci ER 
Waciones de las directrices de la cónica 
6 
r= 


== 
-2c058 
Mesolución 


De la €cuación 
ds 
l-2c058 
"ercosg=6 
E 2x6 


Sumamos 48. 
3(x +8x+16)- y? =-36+ 48 
3(x+4)?-y?=12 


> a %=4; b*=12; 2=16 
La ecuación representa una hipérbola cuyo 
centro es (h; kR)=(-4; 0). 


Así, las ecuaciones de las directrices tienen la 
siguiente forma: 


Problema 36 


zed a representa una elipse, 
l1+ec0s8 


calcule la longitud de su eje menor. 


Sila cónica r = 


Resolución 
De la ecuación, la cónica es una elipse horizontal. 


. g=q9 E 
l+ecos0 
ra E 0 
l+e 
ed 
.« 0=180 > r= ecos180* 


830 


Cc 
Se sabe que a?=b%+c? » e=-. 
a 


> ar=b*+(aeY 


Poda) 
a? ú - e?) =p? 
> avl-el=b 
2av1-e? =2b (Iv) 
Reemplazamos (II) en (IV). 
AN 
Ie? 
<> ¿Ne? 
(Vi-e?) 
2b = 2ed 
l=e* 
Problema 37 
Sir= —P — esuna elipse, demuestre que 
l+ec0os8 
p? 
p === 
a 
Resolución 


Graficamos la elipse. 


2 7 
a 
—=c+d 
C 
z 
¿CE 
2 
ate sl 
, € 


Reemplazamos a?=b*+4c”. 


ble? e? 
————— =d 
Cc 
p? 
>d== 
C 


Multiplicamos ambos miembros por la excen- 
tricidad e. 


2 
ips 
Cc 


oa 


po 
a 


Problema 38 
Tres radios vectores parten del mismo foco de 


una elipse, siendo sus longitudes r,=2; r2=4; 
r¿=8. Si los ángulos que forman entre sí son 


nn => hr = Tr, halle las longitudes de los se- 


miejes. 
Resolución 
Graficamos. ” 
Luego 
p Y 

. Rh = —_———— 2 => 

1” 1+ecos0 l+ecos6 
ee p e 

Bs > *Teseno 

: 1+ecos[0+2) 
2 
Pp _ Pp 

" r= == > 8-30 

3" I+ecos(0+m) 1-ecost 


solvemos el sistema. 


Re 
Pe A lab 
2 C Z 
pe 16 A 
a a NS 
16 vdar-b%_ [2 
b dá p 5 
, 16. aó-b% 2 
b==0 AM 27255 
Finalmente 
256 2 206 
¡Ai id 
qa 9 A 5 
16 16 
== a b==y15 
3 e Dept 
Problema 39 


Por un foco de una cónica se trazan n radios 


vectores que forman entre dos consecutivos un 
Zn 


angulo > Halle el límite de la media armónica 
de estos radios vectores cuando n > oo, 
Resolución 

teoría 


EP 
l+ecosg 


3 Ml yl 
A 


M= 1 L+ecoso l+ecos[2%) 
£cos0 
n p HAN, 


a l+ec [2l=tja 
ra OS ñ 
a E 
Ms n-] p 
Mp MD) al 
iz n 
lí 
| UE an n-] 
E i=0 n 


lím M = == 
n—>0 b 
a 
lím M = Z 
n>+ b 


Problema 40 

Grafique la ecuación polar 

r=a(l+sen9); a>0 

Resolución 

Buscamos las intersecciones. 

+ Con el eje polar 
- 0=0 > r=a(l+0)=a > Ala; 0) 
- 0=m > r=a(1+0)=a > Bía;n) 


* Con el eje normal 
É 8=> > r=all+D=24 > c2a:5) 


a 


E 9-51 >o r=a(l-D=0 = p(0; 


N]|uw 


Buscamos las simetrías. 

*  Conel eje polar 
f(r; -0): r=a[1+sen(-0)]=a(1 seno) 
f(r; -0)=f(r; 8) > Noes simétrica. 


*  Conel eje a 90% 
f(rin—0):r=a[1 +sen(r-0)]=a(1 +sen0) 
fr; 1—0)=f(r,0) > Es simétrica. 


* Conel polo: 
f(r; n+8): r=al 1+sen(m+0)]=a(1-sen0) 
f(r; n+0)f(r,0) => Noes simétrica. 


Ahora, calculamos la extensión r=a(1+seng).Como 
-1 <sen0<1, entonces O <r<2a, para e 
valor de 8, porlo que se trata de una curva Cerra a. 
Luego, respecto a la dirección del polo, 
sir=0 > 1+sen0=0 => sen0=- 


3 
oloes8=3*- 


Entonces una tangente en el p 9 


831 


AA 


Construimos una tabla de valores. 


832 


a 
1 

0 dl 
300 1,5a 

| 

SU | 1,864 
900 2a 
1208 1,86a 
1509 1,54 
180% a 


Finalmente, trazamos la 21oh 


A 


p= Test 


1 Calcule las coordenadas rectangulares del 
l 


191 
punto (6%) 
2/2, 2/2) 


B) 22; V2) 


A Pl 

p(- 
c) P(=2/2;-4/2) 
) PJ 

Play 


D) P(2/2;-24/2) 
E) Pl2/2;-/2) 


¿. Calcule las coordenadas polares del punto 
P1,-./3) 


A) pla) B) Pla =) 0) mat) 
as 


Halle la distancia entre los puntos 


dba 


E 2 
a] B) - 95 
| p) ] E 
MEE pe 
4 
hom 
om € la qcuación Polar 
costa. 
do sen ole =4 
£lae ., 
Pta ón Polar r=4seng asu 


A) 12%4+(y-2?=4 
B) x2+(y+2)=4 
O (x-2?+y?=4 
D) (x+2)*+y?=4 
E) x2+y?=4 


Transforme la ecuación polar 
Ñ 6 
- 3-2sen0 

a su forma rectangular. 


A) 8x"+5y?-24y-36=0 
B) 9x”+4y?-24y-36=0 
O) 9x%+5y?-24y-36=0 
D) 10x”+5y?-12y-36=0 
E) 9x*%+4y?-24y-35=0 


Transforme a coordenadas polares 
3 
(a+ y) (12 + y?)2 = (x — y 


A) r=2seng 
B) r=2c0528 
C) r=2c0s8 
D) r=2sen28 
E) r=2sen38 


Transforme la ecuación cartesiana 


x-4y=4 a su forma polar. 


2) 0 
di re 
a Aa 
Dt 
E) r= E 


1+ sen8 


834 


3, 


10. 


12 


Transforme la ecuación rectangular 


9y*-6x-1=0 a su forma polar. 


1 

A) r = =—— 
dá 2-2c0s0 
B) A 
3-3c050 

Cc) E 

1-cos9 
3 - 3sen8 
E) O A 
2 - 2sen0 


Transforme la ecuación polar 


1 2(8 : 
r= e 3 a su forma cartesiana. 


A) y?=4x+1 
D) x2=4y+1 


B) x2=2y+1 0) y?=2x+1 
E) y?=x+1 


. Calcule la excentricidad de la cónica 


r=3sen [SJese() 
Ñ 2 2 


l 
A) 1 23 


lo) 3 
1 
D) 5 


La ecuación polar 


r =sec? (2) 
2 


representa una 


E 403 7 
2 4 5 8 
3 Hei 6 ei -9 


esla 


14, 


.o 


A 
B) elipse. 

C) hipérbola. 

D) circunferencia. 
E) recta. 


parábola. 


. La ecuación polar de una parábola es 


des 2 
vers(8) 
Halle la ecuación de su recta directriz. 


A) x=4 B) x=1 O x= 


D) x=2 E) x= 


ASA 


Determine en coordenadas rectangulares 
la ecuación de la directriz de la cónica 


2.6 

1+sen8 
A) y=2 B) y=3 C) y=4 
D) y=5 E) y=6 


. Determine en coordenadas rectangulares 


las coordenadas del centro de la cónica 
e 


er 
1+5c0s8 


A +40) 
B) (4,0) 
O (-2;0) 
D (40 
E) E3;0) 


- 14 


6 


NS 


» 


v 


Nivel básico 


1. Convertir la ecuación polar 
2 

e A 

2-cos0 

a su forma rectangular. 


r= 


A) 32+4y?-4x-4=0 
B) 3x?+4y"-2x-4=0 
0) 2x*+y*-4x-3=0 
D) 2x?+y*-3x-2=0 
E) x2+4y2-x-4=0 


2, Convertir la ecuación polar 


r=2sec? 2) 
2 


a su forma rectangular. 


A) y+8x+16=0 
B) Y'+8x-16=0 
O) Y -4x+12=0 
D) Y-4x-3=0 

E) Y'+16x+20=0 


Convertir la ecuacj 


ión polar 
A dl -C0s 8) 


asu forma rectangular. 


Problemas propuestos 


cn 


ida la ecuación rectangular 
x?-4y= 4 a su forma polar. 


A) r= E 
1-seng8 


B) r= 
: 1-cosg8 


CO) r= 


l+sen8 
3 

1+c0s0 
2 


l1-sen8 


D) r= 


E) r= 


Halle el área del triángulo cuyos vértices son 


21 T 2) 
oa 1 = bs 
los puntos A(2 5) (83)re 6 


6/3 +7 2/3 +6 /3 +10 
paz. y 93 
4 9 
343 +1 
D) 643 +5 y 
4 


¿Qué tipo de triángulo tiene por vértices los 


Tr Ay Cc(1; 0) 
puntos mE (43 =)y 


A) escaleno 
B) equilátero 
C) oblicuángulo 
D) rectángulo 
E) isósceles 


836 


8. 


10, 


A) r= zese (5) 


Dos de los vértices de un triángulo equilá- D) r= 28 2) 
tero son A(0; 73%) y B(1; 1). Halle en coor- 2 
denadas polares el tercer vértice. 
E) r= —esc? (2) 
2 
A) (12) v (15) + a 
3 3 11. Identifique y grafique la cónica que corres- 
9 5 ponde a la siguiente ecuación: 
o (15) (53) 
3 3 pa => 
4 + 3sen0 


Halle el área del triángulo cuyos vértices 
son el polo y los puntos Parr; 8) y Par; 0,). 


A 


A 


1 

E sen(0, E 8, ) 

B) ha cos(0; — 0,)| 
1 

C) 2 ir cos(8; + 92)| 

D) hn sen(0 - 07) 

E) lin lan (0, -8,) 


Halle la ecuación polar del lugar geométri- 
co cuya ecuación rectangular es y?=6x+9, 


3 (2) 
B) r= 080 3 


PO 
C) r=2c5c 8 


AA 


rtir de la ecuación polar 16, Halle la ecuación polar de una circunferen- 
eS 15 cia de radio n y centro (n; o). 
"=372c050 
calcule las coordenadas de los vértices de A) r=2ncos(8-—0) 
la sección cónica que representa. B) r=4ncos(0+20) 


C) r=ncos(0+a) 
A) V¡(; m9) y Va(15; 0) D) r=n“cos(8+0) 


B) V/8;m) y V,(15; 0) E) r=2nsen(8+0) 
C) V/83;7m) y V,00; 0) 


- Determine la ecuación Polar de la directriz 
D) V¡6;m) y V2(10; 0) 


más cercana al polo de la cónica 
E) V¡65;m) y Va(15; 0) pl 6 
1+ 2sen? 3) 
13, Transforme la ecuación polar 2 


r=2sen38 a una ecuación rectangular. 


A) r=4sec8 


B) r=3c0s8 C) r=6secg 
D) r=3secg 


A) Py? 6xy+2y9=0 E) r=-6secg 


Aito 2 0.2. 0.3É 
ds Dil DA . Para la hipérbola 9x?-4y*=36, calcule la 
O yt+2y?, 6xy+2y9=0 ecuación de la recta asíntota de pendiente 
D) yal 6xly+3 yd 0 negativa, en coordenadas polares. 

El yy 2? y -6xy+y3=0 


1 A) tano=-1 
* Calcule el área de la región limitada por 2 
da B) tan9=-- 
An >] pps A C) tang=-2 

2 
2 E) * D) tan0=-= 
ú 3 

| a ecuación en coordenadas polares 
4ese| Y 


F= 


M2 19, Determine la ecuación cartesiana a partir de 
> 0 
lo y 0 4 2) 
indi *) a Bco) r=/2sen (s + ad +cos" 5) -sen E 
!Que Qué Cónica bs : A 


A) x24y?=2 

B) («-1?+(y-D*=1 
O (e+D2+(y-D*=2 
D) x*+(y-D*=2 

E) (*-IP+-1?=2 


837 


| 


838 


20. Calcule la ecuación polar de la ecuación 


Ze, 


cartesiana dada por 


(x? ey -6y(x? + y2)+8y3 =0 


A) r=sen38+c0s39 
B) r=2sen30 

C) r=3sen30 

D) r=3sen30+2c0538 
E) r=3c0530 


« Una parábola tiene su foco en el polo y su 


vértice es (2; 1). Halle una ecuación de la 
parábola, 


4 
A ==. 
) 1-cos8 
rt 
1+c0s8 
4 
C) r==— 
) 1-sene 
4 
D = 
) 1+sen0 
2 
E) r= 
) 1- coso 


Determine la ecuación polar del lugar 
geométrico cuya ecuación rectangular es 


(«+ D+(y-D)?=3 


A) 12 +2rsen[0+7)-1=0 
B) 1? +2rsen[o+Z)r1=0 
O) r? -2rsen8-1=0 
D) r? + 2rsen8+1=0 


E) ? +2r/3cos[9+7)-1=0 


Lada 


24, 


Grafique la ecuación polar 


B) () 

: Ú 
ATAN 

UNAS 

e <> 


Nivel intermedio 


Halle los puntos de corte de las curvas 
r=2sen8 y r=1. 


E 
4 => 
ola 


Y 
aja wja 


A a 
> > 
PET 

E SE wo | Y 
ZA 


wla ola 


NA ZA 
> 
TT E TT. 
105 


Sue 


A AP APOIares: +4 
Pa 


95, Halle los puntos de corte de las curvas r=3 
pon 
7 


28. Halle los puntos de corte de las curvas 


r=4c0s8 y r=2, 
pue 


3 = 
Se 
a | 2 
y al o] 
> 
5 
5] 
| y 
$ ER 
z 
ME E 
y 
ala 
NA 
> 
SN 
N 
ES 
a 
N==>4 


se 
> 
PER 
o 
a 
sis | Y 
y 
uu 
A 


a 
AS 


e 
la ala ja 


RA AS 
> 
; $9 : 
[90] 
SE 
UA 
2 


e 

o A 
> 

o) 

y 

a | y 

e 
2 


> 


> 


<= 
a 


Ja (93) 7 


+ Halle los puntos de corte de las curvas 


rcos0=2 y r=3c080. 2%. Determine la ecuación polar de la parábo- 


la FP siF es el foco y V es el vértice, 


' de bs (4 3) 


— 


0 [Geol A (45 2narccos e) 


D) 6) A (5,22) , 
] mn AA 
¡Ga A (45 2T-arccos 2) sen -—Cos >) 
Ely —2 
le lOs Puntos de corte de las curvas sd 0 ey 
A F=C0sg (sen? + COS 2) 
y P 7 2 
| 2*3)Y el polo O T= A aj 
EZ (senz-cosz 
2*5)Y el polo 9 
y E | D) r==*—3 
y La | 
2*4)Yel polo l 
ll 


sen” cos) | 


3 


840 


20, Halle la ecuación polar de la recta que 


md 


33. 


31. 


pasa por el punto Pa z) y es perpendicu- 


lar al radio vector de P. 
A) rcos|0- z) =4 

3 
B) rcos 


5)" 
(0) rcos[0+3)= 
D) rcos[0+2)= 


E) rcos o-E)- 
12 


Halle la ecuación polar de la recta que 
pasa por el punto ao; a] y es perpendi- 
cular al eje polar. 


A) rcos9=-2 
B) rcos9=-3 
C) rcosg=2 
D) rcosg=3 
E) rcosg=-4 


Halle la ecuación polar de la recta que 


pasa por el punto a(242 : me) y es paralela 


al eje polar. 


A) rsen6=3 
B) rsen9=-3 
C) rsen8=2 
D) rsen0=-2 
E) rsen0=1 


Halle la ecuación polar de la circunferen- 
cia de centro en el punto C (s mn) y radio 


igual a 4. 


35. 


A) y? arcos -0)+20=0 
B) y? —1arcos[E-0)+10<0 
C) 1? =6rcos[S7—0)45=0 

D) y? -12rcos| “2 —0)+20=0 


E) 12 10rcos[*e-0)+16=0 


34, Halle la ecuación polar de la circunferen- 


cia de centro en el punto cl; =) y que 


pasa por el punto (2 =) 


A r > orcos|=a- o)+ 3-8=0 
B) »? —-6rcos E 0)+2/3-4=0 
O) r? —6reos 1-0 )+a/3-4=0 


D) 


y? 6rcos| “Eo +3/3-4=0 
E) r 2 6rcos| a 


Halle las coordenadas polares del centro 


de la circunferencia 


r? -2./2rcos0-2/2rsen9-5=0 


PA 


> el radio de la circunferencia 40. Calcule el número de puntos de corte de 
ijoncics rsen0-3=0 las siguientes curvas: 
lrcos0-V3rsend0=3= 
¡2 4rcos0 3rse r=4(1 +sen0) a rá —seng)=3 
ME B) 2 C) 4 
D) 3 E) y2 A 1 B) 2 E 
D) 4 E) 8 
La recta 4): r=4sec8 forma un ángulo de 
SEA de ponlenie posiia. Yi. Halle el número de Puntos de corte de las 
¡ o. (0) “mi. 
Si 4, pasa por el punto (2; 180%), determi EA Mazo 00 En 
ne su ecuación. | 
j A) 4 B) 2 O 1 
A) r=Zesc[o-") D 3 EA 


B) r=Ú3se9-3) 


42. Calcule las coordenadas rectangulares de 
C) r=sen8-cosg los puntos de Corte de las gráficas de las 


D) r=Seng+cos 9 ecuaciones 


E) '=C0s0-sen r=2sen30 y r=4seng 


a Corcenadas Polares de los puntos EN) (0; 0), (43 50) (E A 0) 

o delas gráficas de las ecuaciones B) (0; 0) ( 43: 1) ls 4/3: 1) 

=4cosB a AL+35en28)=4c0s0 2 AV 9) 1), ; 

; O) (0; 0) (-43; 1), (243; 1) 

, o ls ' E pa D) (0,0), (1,0, 1,0) 

0 a j E) (0,0, (0,43), (+1, 45) 

A (2; 909) 

xo MM, (4; 1800) 43, Determine cuál de las siguientes alternativas - 
ni NO €s punto de intersección de las curvas 

Que CuÁ 


1085 de las Siguientes alte 
Mo de; Sección , 


Pa 8 
1) y r=1; 


; r=2c0828 » r=2sen8 
rativas 


A) (0; 2) 
B) (0; 0) 


C) (13; 1) 
o($) 


2.1) 
033 


donde Q < 0<4r, 


842 


áA, 


Lo 
en 


p>-3 
[2 


Nivel avanzado 


Calcule la excentricidad de la curva 
r=2secg-3cscg 


A) = B) Y2 O) 242 
D) J3 E) - 
» Sila ecuación polar de una parábola es 
2 
r= 
1-cos8 


halle la longitud del lado recto. 


A) 1 B) 2 O 3 
D) 4 —E5 
. Dada la cónica 
pal 
—2-c0s0 
halle la distancia entre sus focos. 
1 1 1 
A) — B) - O - 
e y JE 
2 DR 
D) = E) £: 
Je Qe 


47. 


Calcule la distancia entre las directrices de 
la cónica cuya ecuación en coordenadas 
polares es r = ——, 

-Ccosg 
A) 4 B 6 
D) 443 


O 8 
E) 642 


40. Se tiene una cónica cuya ecuación en 


coordenadas polares es 
r? = 4(tan0 + cot0) 
Calcule la longitud de su lado recto. 


A 8 
D) 442 


B) 4 0 2/2 


E) 642 


¿%. Determine las ecuaciones de las rectas di- 


rectrices de 


8 
3 = 


En 
Xx2 


A x= A x=5 


B) e, A x=-> 
O x=] A x=5 
w) *=5 A x=> 
E) x=2 A x=2 


. Determine en coordenadas rectangulares 


las coordenadas del centro de la cónica 


6 
¿Seclncio AA 
Ine 
A) (0; -2) B) (0;-6) 0) (0;-4 
E) E6;0) 


D) (4; 0) 


Claves 


Problemas propuestos 


CAPÍTULO ll CAPÍTULO yr 
11 98 175 25 3353 «a A 1 
21.10. 18. 26 34. 42 2 

38 1 1903 27É3 ssjEl as 3 

403 12E% 207% 2808 3653 asi 4 

5 1357 213 295 37 [8% as 5 

5 Ml 23 s0f3 383 a6f 6 

718 154 2353 918 393 «7 7 

6 1663 248% 3288 «of 48l 8 


CAPÍTULO 111 


¡El 9 El 178) 25] 11 

211003 183 261 2 

EE to Ef 27 a 

4 Ed 1283 2053 28 4 _ | 
MAREO: 2. 29 3 5 asii | 
po Ej 203 sof3 6 46 [53 
Ed 5 EN 2 ll 911 A ES al 
O! 161 2. 39| 7 a Ñ 0 A 


CAPÍTULO Vi ¿a | 
EA 1 95 175 56 91 «E 
506% 2 E E E 3404 24 sob 


ELSE CS 


CAPÍTULO X CAPÍTULO XIV 


CAPÍTULO Xi CAPÍTULO XV 
1 1 
2 2 
3 3 
4 4 
5 5 
6 6. 
7 7 | 
8 8. 


CAPÍTULO XI! CAPÍTULO XVI a 

1B a 9 
2 El 427 5043 
3 

4 

5 

65 

7 

8 


CAPÍTULO Xil CAPÍTULO XVII 


El o 173 
ES roja 18 fl 


DI 


CAPÍTULO XxX 
CAPÍTULO XVII 


910170 25 3310 a ao 
10. .18 26 34 42 2 50! 
mi 191. 27... 35. 43 
1211 203 281 36 44: 


¡ 915% 170 25 33 41 49 
1 

2 

3 

4 

5 13 21 29: 37 45 

6 | 

4 

8 


10 18 26 34 42 50 
1 19 27 35 43 
12. 20 28 36 44: 
13.2. 29 37 45 
14: 22. 30 38 46 

215. 23. 31 39 47 
16 24 32... 40. 48 


14 22. 30, 38 46 
15. 23 31 39 47: 
16 24 32. 40: 48 


00 0A2a0NnN- 


CAPÍTULO XIX 


17 25 33 41. 49 
18.26 34 42 50 
19 27050 351 43! 

20 28 36. 44 

21 29 37 1 45': 

22 30 38. 46 

23 31 39. 47 

24 32 40 48 


0 ]ODO0A2a0N— 
A A a 
DU ADN .o 


D » á | 
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¡QOINeutrla 


Una visión analítica de las funciones 


A' menudo se suele considerar a la tigonometría como la'rama 
de las matemáticas más difícil de entender y 
útil. Sin embargo, esta percepción que se tiene 

incorrecta. A lar medición de 
los lados y ángulos de los triángulos, y es extremadamente útil 
en el campo de la ingeniería y en la vida diaria. 


Trigonometría: una visión analítica de las funciones es un libro 
imprescindible A de las matemáticas. 
Está conformado por ai en los cuales pesos los 
conceptos han sido de manera 
buscando ir de lo Eb a loc a fin de PEEinar El 
aprendizaje del alumno. aeolimalb iaa o rafdatas 
enfoques: trigonometría en variable angular, trigonometría en 
variable real IN E trigonometría. 


El presente libro está dirigido a estudiantes y docentes 
” er y profundizar en el conocimiento de esta 


interesados en conoce! 
importante materia. 
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